1 Presentation du jeu.

1.1 Lesregles du jeu.

Le < tournoi>> est un jeu comportant une suite de manches (appetéhselss-) opposant
deux joueurs, jamais plus. Les joueurs vont entrer en jecesso/ement, tant qu’aucun d’entre
eux n'aura été déclaré vainqueur, et forment ainsi wite )y, J1, . . .) aussi longue qu'il faudra,

ce qui nous conduit a considérer une suite infinie de jauratéeJn), -

Le premier duel oppos® et Ji, le vainqueur reste en jeu et se voit oppakequi entre pour le
deuxieme duel. Plus généralement{&me duel § > 2) oppose le joueul,, qui entre alors en
jeu, au vainqueur du duel précédent, le perdant quitéajetu.

On convient enfin que le premier joueur qui rempadyteluels, nécessairement consécutifs, est
déclaré vainqueur et que le jeu prend fivi.est un entier fixé a 'avance, au moins égal a 2, et
valable pour tout le déroulement du tournoi.

Le but de ce probleme est de rendre compte de ce type de jeupeoposant diverses modeélisations
probabilistes. On s’intéressera ainsi plus particeliéent a la durée du jeu, c’est-a-dire au nom-
bre de duels ayant eu lieu avant la proclamation du vainqueur

1.2 Les regles communes aux diffrentes modtlisations akatoires.

La succession des duels en parfaitement décrite si on ttppoar chacun, les numéros des
participants et le numéro du gagnant, cela tant que le jetimege, c’est-a-dire tant qu’aucun
des joueurs n’'a été déclaré vainqueur. On supposerattpgue duel est un jeu de hasard, on
considerera ainsi Ia-ieme duel comme un épreuve aléatairge dont on observera les résultats
possibles.

On présupposera, sans chercher a I'expliciter, I'eristed’un espace de probabilit®, 2, P)
permettant de modéliser le jeu et on s’attachera a d&kumivers des possibles, c’est a dire les
issues des differentes épreuves, ainsi que la maniéteodaffecte des probabilités aux résultats
observés. Les modeles proposés devront respectagkessuivantes :

1. Le premier duel : la probabilité que le résultatlesoit 1 (J; est le gagnant du premier
duel) estp, ou p est un élément d@, 1] fixé dans tout le probléme, le résultat étant O avec
la probabilité(1 — p).

2. Les duels successifs :

(a) Pourn > 2, I'épreuvezy, si elle a lieu, ne depend de celles qui I'on précédées que
par le numéro du joueur oppos&a(celui qui a remporté le duel précédent).

(b) Laprobabilité poud, de remporter ce duel (le résultat epest égale @n, 0U (P) 2
est une suite d'éléments & 1], le joueur qui lui est opposé étant vainqueur avec une
probabilité 1— pp.

On admettra par ailleurs que, pour toute suig),,. d’€vénements disjoints et dont la réunion
est de probabilité 1, il existe une variable aléatdira valeurs dan® vérifiant :

Vne N,P[X =n|=P(an)

2 Préliminaires.

On se propose ici de demontrer divers résultats qui patietoe utilisés dans la suite du probleme.



2.1 Resultat 1.

(Xn)nen €t (Yn)nery SONt deux suites a termes positifs verifiant :

X ~
n N—+-o00 Yn

1. Justifier, pour tout strictement positif, I'existence d’un entier naturel nan ng tel que pour
toutn supérieur ou égal &y on ait :

n n np—1 n
D %= D Yk S| DY (=Y +E Y X
k=0 k=0 k=0 k=ng

2. En déduire que, si la série de terme géngraist divergente, on a:
n

n
Xg ~ Yk
kZO A=

2.2 Resultat 2.

1. (Un),ey €St une suite a termes positifs telle que la série de teénerglun soit convergente.
1.a. Montrer qu’on définit une suite de réels par la retatio

+0o0
vne N,v, = Z Uk
k=n+1
Quelle est la nature de cette suite ?
1.b. Justifier pour tout entier naturehon nul :
n n—1
Z ku = Z Vik — NVp
k=1 K=0

1.c. Montrer que si la série de terme gén&adst convergente, alors la série de terme général
nu, est convergente.

1.d. Montrer que si la série de terme géné&éxgl est convergente alors la suite de terme général
nvnh converge vers 0.

Indication : On pourra éventuellement, apres I'avoir justifiee iseit la relation :

YneEN 1= % (Vk-1— W)

k>n

pour majorer I'expressionv,_1, lorsquen est un entier naturel non nul.

1l.e. En déduire que les séries de termes généraux tésper et v, sont simultanément con-
vergentes et de méme somme.

2. Dans cette questioX désigne une variable aléatoire définie sur un espace atsbpilité
(Q,a,P) prenant ses valeurs dals Déduire de ce qui précede qu’elle admet une espérance s
et seulement si la série de terme génfXl > n| est convergente et qu’on a alors I'égalité :

E[X] = +i)p[x >n|



2.3 Resultat 3.

(an)ney €St une suite a termes positifs telle que la série enffaagx” admette un rayon de
convergenc® strictement positif. On note :

vxe] —RR[, f(x) = %anxn

1. Montrer quef (x) admet une limite finie lorsquetend verR sur[0, R| si et seulement i est
majorée sufo, R.

On suppose dans la suite de cette partie que 'une de cedioosdequivalentes est realisée et
on noteL la limite.

2.a. Montrer que, pour toutentier naturel :

n
akRk <L
2,

2.b. En déduire que la série de terme géna(Bl' est convergente.
2.c. Montrer que la série entiére est normalement coeveegsu{—R, R]. En déduire que :

Z)anR”: lim f(x)

X—R~

3 Premiere mocklisation : le cas particulierN = 2.

Dans cette section on observe la suite des numéros desedif§ vainqueurs successifs. L'univers
des possibles est alors I'ensemble des listes (Eventugtieinfinies) représentant les numéros
des joueurs vainqueurs aux differents combats. Aini6i2, 3,3) représentera un jeu de 4 com-
bats remportés successivement{ady, J3 etJs qui est alors déclaré gagnant du tournoi, ce qui
met fin a celui-ci. On not®;,, pourn au moins égal a 2, 'evénemenk: le jeu s’arréte a l'issue
dun-ieme duels>.
1.a. ExpliciterD, a I'aide de la modélisation proposée.
1.b. Plus généralement, explicitef 1 lorsquen est un entier au moins égal a 2.
2. Dans cette question on suppose que, pourtau®, p, est égal &.
2.a. CalculeP(Dyp) pourn supérieur ou égal & 2. Veérifier qlig,~,Dn est un événement de
probabilité 1. Interpréter ce résultat. -
2.b. On peut alors considérer une variable aléafbiegale au nombre de duels qui ont effective-
ment eu lieu lorsque le jeu s’arréte. Calculer, apresrgustifié leurs existences, son espérance
et sa variance.
3. Onrevient au cas général ou, pour toati moins égal & 2y; est un réel élément d6,1[. On
pose pour touh au moins égal a 2 : )
Bn = rL Pi
1=

Exprimer, poum au moins égal a 2y, P(Dy) en fonction de la suitéf),.,. En déduire que
Un>2Dn est un événement de probabilité 1 si et seulemey s2nd vers 0 lorsque tend vers
Pinfini.
Lorsque cette condition est vérifiee on définfraomme a la question 2.b. et on posera, pour
n>2:

Un = Bn — Bn+1



Jusqgu’a la fin de cette section 3. on suppose qu’il exist@elurstrictement positif tel que, pour
touti au moins égal a 2, I'égalité suivante soit vérifiée :

1
pizl—i—a

4. Donner une condition nécessaire et suffisantexgoour quelJ,~, D soit un événement de
probabilité 1. -

Indication: on pourra s’intéresser & la suite de terme génétal(y).

5. Dans cette question,est égal a 1. Donner une loi de T admet-elle une espérance ?

6. Dans cette question on suppose< @ < 1.

6.a. Justifier I'equivalence lorsqudend vers l'infini :

n

n1
—In(pk) —
2P 2

6.b. Aprés avoir justifié pour tout entikrau moins égal a 2 I'inégalité :

i</k —dx < !
ka = Jk_1 xa (k—1)¢

démontrer I'eéquivalence lorsquretend vers I'infini :

n 1 nl*(]
k;k_a “1-a
6.c. En déduire que, pour toatréel strictement positif, la suite de terme générahtoy,) tend

vers—oo puis que la série de terme généamaj, est convergente.
Que peut-on en conclure pour I'espérancd d&

4 Deuxieme mocklisation : le cas ai les probabilites sont con-
stantes.

Dans cette section et jusqu’a la fin du probleMest un entier supérieur ou égal a 3 et on
suppose, pour tout supérieur ou égal a 2p, = p. On noterag=1—p.

Pour toutn entier naturel, on notd, 'événementle joueurJ, participe a au moins un duel
etG, 'événemenk le joueurd, est vainqueur du tournst.

4.1 Cas particulier:N=3etp=1/2.

1. Montrer que : L
gP(An)
2. Montrer que les événemermis, A1, Ao et Az sont des événements certains.

3.a. Dans cette questiongest un entier supérieur ou égal a 4. On introduit leshewgentsA, i
< le n-ieme duel a lieu et oppodg et J,_x >>. Montrer que la probabilité d&, x est nulle sk
est different de 1 ou de 2.

En déduire alors pour> 4 :

vne N,P(Gp) =



3.b. On désigne pay etry (r1 < rp) les deux racines de I'équation :

1 1
2_Z,_zZ
r 2r 2
Vérifier que, poun>2,0na:
4
P(Ap) = —=[r5—r1]
( ) \/5[2 1]

3.c. En déduire que la probabilité que le jeu s’arréteégsie a 1. On pourra alors considérer
une variable aléatoiré egale au nombre de duels qui ont effectivement eu lieu lerdeg jeu
S'arréte.
Calculer :P[T =3].
Montrer que, poun > 4 :
P[T =n| = P[Gp_2]
En déduire une expression BET = n| pourn > 4 puis I'espérance de.
Indication : Pour 4.1.3.b. et 4.1.3.c. il pourra étre intéressant deemé&rmellement dans

un premier temps les calculs en fonctionrdeet der, et d'utiliser ensuite leur somme et leur
produit.

4.2 Etude du cas énréral.

On revient au cas généralN. > 3 etp est élément d@, 1. On posera de plus, pour touentier
naturel :

80 = P(An) etgn = P(Gy)

1.a. Calculegg. Que vaut, pour 0O< K< N ?
1.b. Montrer que la série de terme généyakst convergente.
1.c. Justifier, pour tout non nul, la relation :

gn=p(1—p) "ay
En déduire que la série de terme génaradst convergente. On posera :

S= Z an
n>1
2.a. En considérant a nouveau les événemapisdéfinis dans la partie précédente, justifier,
pourn strictement supérieurld, la relation :

N—1
an=5 p(1—p) tan«
K=1
Exprimerayn.+1 en fonction dep et deN.
2.b. En sommant les égalités précédentes, montigalité :

 Ne N _N—lN—l k1
(1-p)7 7S= an— ) Z( p(1—p)* ani
n=1 k=1 i=

En utilisant une interversion d’indice dans la somme doytlés la question 1.a. calcul&r
En déduire la somme de la série de terme gémragduis que la probabilité que le jeu se termine
est égale a 1.



3. On noterdl une variable aléatoire égale au nombre de duels ayanéeyusqu’a I'arrét du
jeu.

3.a. Exprimeia, etg, en fonction deT .

3.b. En utilisant le résultat 2 des préliminaires mongee T admet une espérance et donner
I'expression de&E[T| en fonction dep et deN. Retrouver le résultat relatif &[T] de la question
4.1.3.c.

La formule obtenue vaut aussi pdir= 2 ; retrouver ainsi le résultat de la question 3.2.b.
Déterminer I'espérance depourN quelconque ep=1/2.

3.c. Démontrer, poun > N+1 :

(%) 8n—ani1 = p(1—p)" an-ni1

5 Comportement asymptotique de la loi deT .

5.1 Unlemme.

Démontrer que, pour tout entier naturehon nul et toute familléz, ...,z ) de complexes non
nuls, I'égalité :

x

k=1

;
= > lad
K=1

n'est réalisée que lorsque :

Vke N, (2<k<r)= (I €]0,+[,z = Az1)

5.2 Etude d’'une fonction asso@eaT.

1. Montrer qu’on peut définir une fonctidp par :

vx e [-1,1],Q(x) = ;P[T > n|x"

n>

Veérifier qu’elle est continue sur-1,1] et dérivable suf—1,1].
2. En utilisant la relatior{® ) et en s’inspirant des techniques de calcul mises en oeulae a
question 2.b. de la section 4.2, démontrer, pour xalé |[—1, 1], la formule :

(1—x-|— oo p))N) QX =1— (x(1—p)"

3. Vérifier que les deux polyndmes :

1_x+%<x<1— p)N et 1— (X(1—p))

admettent dan€ une seule racine commune et que celle-ci est simple eeréeh déduire la

relation :
Qx)=1— 11 avecB(x) = Nzl p(1—p)fIxk—1
P PB(X) &




5.3 Etude des racines d8.

1. Etudier les variations d8 surR*. CalculerB(1). En déduire qu® admet une unique racine
réelle positivepy élément del, +] et que cette racine est simple.

2. En utilisant le lemme, montrer que les racines complered sont de module strictement
supérieur Ppy.

3. D’apres ce qui précede, les pdlesQ@isont en particulier de module strictement supérieur a 1.
Aurait-on pu prévoir directement ce résultat ?

5.4 Recherche dequivalent.

On note{z,...,zyn} les racines d8 dansC de multiplicités respectives;.
1. Justifier I'existence d’une famille de complexes non nele que, pour tout complexede
module inférieur ou égal a 1 on ait :

1

ERPAAE

2. Dans cette questiaetk sont fixés ez désigne un complexe de module inférieur ou égal a 1.
2.a. Justifier I'égalité :

)\ks

1 LD
@ ;Cﬁﬁ_lﬁ
n>

2.b. En déduire, pour tout k, I'existence d’'un polyndRale degré inférieur ou égaha — 1 tel

que :
x }\k7s . <H<(n>) A
S al g
2z &\ 7

2.c. En déduire une expressionag pourn> 1.

3.a. Montrer, a l'aide des questions précédentes dterce d'un réeK tel qu’on ait :

K

an+1 e —pNn

3.b. Donner une expression Heen fonction dep, B et py. En déduire un équivalent a l'infini
deP[T =n|.



