SESSION 2006
CAPES EXTERNE

MATHEMATIQUES 2

Partie I : étude de la quadrique Q et de la conique C

I.1. Intersections de Q avec une famille de plans

W -TAT = (T+T) AR =Y (T-F).

vz o, V2
- -2 = 2 2
b) La matrice de passage de la base (i , k) a la base (ﬂ),V),V_v)) est P = V2 v2 |. Les formules de
7 7
0 0

changement de repéres s’écrivent alors

Soit M un point de £. On note (x,y,z) les coordonnées de M dans Ro et (x1,y1,21) les coordonnées de M dans R .

1 10
M e Q<:>x2—3xy+y2+xfy—zzz+g220
1 3 1 2 2 1 V10
(:)z(m +Zl)2*z(x1 +2z1)(x1 *Zl)"'z(xl *21)24'7(’61 +Zl)*7(x1 *Zl)*zy%‘i‘Tm =0
1 5 1 10 2v/10
(E)—Zx%Jrzz%nL\/zz] —zy%Jrgy] =0&x] +yj—52f — \é—m — 22z =0.

2
c¢) Soit t € R. Py est le plan d’équation %(x —1y) =t ou encore x —y = tv/2 dans Ro. P est un plan perpendiculaire
au plan P et paralléle au plan d’équation x =y dans Ro.

Py

Ensuite
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z1 =t

2
MeQnpP V10 V10 2
QP x%—l—y%fStszS]oy]—Z\/zt:O(:) x%+<le> :5t2+2\/2t+g
z1 =t
2 2
s V10 V2

1
Donc, Py N Q est un cercle de centre Cy de coordonnées <O, Q, t) dans R1 et de rayon Ry = ‘t\/g + \/ﬁ’

2 10 2
d) R; est nul si et seulement si t = —5 Dans ce cas, PN Q se réduit a I'unique point S de coordonnées (O, g, —g)
) 11 V10 . . .
dans R ou encore de coordonnées 55 5 dans Ro d’aprés les formules de changement de repére obtenues a la
question b).
I.2. Nature de Q et de C
X1 = X
L
a) Soit M un point de £. On a Yyr=v+ 5 . Par suite,
2
Z1 = 7 — ?
2v/10
M e Q<:>x$+y%752$f \E/S_y] —2V22; =0
2 2
10 2 2v/10 10 2
&X2+ <Y+§> —5 <zg> *T\/— <Y+§> NZ(Z%) =0

& X2+ Y2 =522

b) Q est donc un cone de révolution de sommet S. L’axe de Q est la droite de repére (S, W)

c¢) Une équation de P dans Ro est z = 0 puis une équation de P dans R est y; = 0 et finalement une équation de P
dans R est Y = —@.
X=0 V10
D est la droite d’équations v V10 dans R et donc la droite d’équation Y = —5— dans R’. @ NP’ admet
-5

X =0 X=0
pour systéme d’équations > > 5, dans R et donc D et D, sont les droites d’équations 1 et

X +Y =57 Z=—=Y

V5
X=0 1 1
1 dans R ou encore les droites d’équations Z = —=Y et Z = ——=Y dans R’. Voir figure page suivante.
V5
3\ 2

Le discriminant de la conique C est A=1x1— (Z =3 < 0. Donc C est une conique du genre hyperbole c’est-a-dire

soit une hyperbole, soit une réunion de deux droites sécantes. Plus précisément, puisque Q est un coéne de révolution,

V10

C = QNP est une réunion de deux droites sécantes si et seulement si S € P. Or, dans R, zs = —— # 0 et donc S € P.

5
C est une hyperbole. I

d) Soit Q(0,Z) un point de laxe (S,W). Q est déja a égale distance des droites Dy et D,. Donc Q est le centre d’un
cercle tangent aux trois droites D, Dy et D; si et seulement si d (Q,D) = d (Q, D). Maintenant,

Donc
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d(Q,D)=d(Q,D1) &

2
@Zzi?.

2v3 2V3
On trouve donc deux cercles de centres respectifs <O, TV_) et Q) <O, —T\/_> . Le rayon de ces deux cercles est
R/ R

|
o

p=d(Q;,D)=d(Q2,D) =

\/§> V10

2
e) Q1 a pour coordonnées <O, 0, = dans R et P est le plan d’équation Y = 5 dans R. La distance de Q7 a P est

RULEYE

10
donc 5 = p. Par suite, S7 est tangente & P en F; de coordonnées <O, G

) dans R. De méme, S, est tangente

2
a P en F, de coordonnées <O, —@, —?) dans R.
D VA
2 4
Dz Dl
//’ 1 \\\\
STt \
Fi¢ 1
. !
! ! ! ) Sie // ! ! ! Y
-3 -2 —1 -7 N 1 2 3
/ \
\
F2 ¢ Q2
/
=1 4 ;
\\\ ///
24
2v3)" 2
S1 est la sphére d’équation X2 + Y + (Z — T) =3 dans R. Donc
23\ 2
- 23\ _2 X2+Y2+<Z‘T> =3
MX,Y,Z)ean& e X TV {275 ] =5 & )
X? +Y? =572 2_ Zf& — 572
5 5
2 23\ 2
X2 Y24 z_z‘/g> _2 x2+\/2+<zT £
& 5 5 > & ,
4v/3 2 1
TEILEP (z-27)
2
2 2
X2 +Y2 4 <Z—§> =z
< 1
L=——
5v3
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1 1 2V3 1
De plus, la distance de Q7 au plan d’équation Z = est, — =—=0,57...<0,6...=
P ran PR e 53  |5v3 5| V3

QN & est un cercle. Le cercle Cy se projette sur P’ en un segment qui a été représenté sur la figure.

On note A et B les points de @ NP’ N Sy. Les plans tangents & Q et S; en A et B sont perpendiculaires a P’ et leurs
traces sur P’ sont confondues : ce sont les droites D7 et Dz. Ces plans tangents sont donc confondus ou encore Q et S
sont tangents en A et B. Ce résultat reste vrai en tout point du cercle @ NSy par révolution d’axe (SZ).

En résumé, Q et Sy sont tangents le long d’un cercle. Par symétrie, O et S, sont tangents le long d’un cercle.

|
o

= p. Donc

I.3. Deux caractérisations de C

a) On sait qu'un cone de révolution de sommet S est une réunion de droites passant par S. Donc pour tout point M de
Q distinct de S, la droite (MS) est contenue dans Q. C’est en particulier le cas si M € SNP car M # S, S n’étant pas
dans P.

Soit Mg un point de @ N P. L’intersection de la droite (MS) et du cercle C; est encore 'intersection de la droite (MoS)
1

et du plan d’équation Z = ——=.
p q 5v3

X2 +Y2 =572 X2 4572=2
QNP est 'ensemble d’équations v V10 ou encore 70 et donc les coordonnées de My dans

=5 Y=Y

V10

2
R sont de la forme (Xo, 5 Zo> avec —X3 +5Z3 = = (en particulier, Zo # 0).

5

X = AXo
V10

La droite (MoS) admet pour représentation paramétrique ¢ Yy — —Y - , A € R. Elle coupe le plan d’équation Z =
Z= ?\Zo5
Xo VIO 1
520v3' 25ZoV/3’ 5\/§>'

1
5v3

en le point T; de coordonnées (

Par suite,

25Z0v/3 5 5v3
2 2 2
2 1 1
1) +2(———=+1 +ZZ(——1)
ZoV3 ) 5( 5Z0v/3 ) °\52,v3

5
=675 (—] —1)2—6(Z —L)z
"\520v3 *sv3)

= (s %)+ (a5 (i)

De méme,

2
2 2 4 2
_5zg§+<£20> :6Z§—£Zo+—

1 \2
=6|Zo———= ) .
( ° 5\/§)
Donc, pour tout point M de C, on a MT; = MF;. De méme, MT, = MF; par symétrie.

1/2 2 1
D’autre part, les points M, Ty et T, sont alignés sur la droite (MS). De plus, Z2, = 5 (E +X%> > 75 > - = (Zr, )2.

Donc, ou bien Zyp > Zt, > Z71,, ou bien zt, > Zt1, > zpm. Ainsi, M est extérieur au segment [T T;]. Par suite,

2
Xo >2 V10 < 1 >2
MT, — MTo| = Ty T, = 25T) =2 T e e
M= MEl =TT = 25T <szo\/§ <2520\@ 5v3

2
2

%5, w0 1 5T 22

B 7523  25x752% 75 V75 750 507
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Zf

Mais alors, pour tout point M de C, on a [MF; — MF,| = ——. On retrouve ainsi la définition bifocale de I’hyperbole. C
est une hyperbole de foyers F; et F;.

V10

Y=—F
b) Ay est la droite d’équations 1 5 . En particulier, Aq est dirigée par le vecteur U. Le projeté orthogonal H;
Z=——
5V3
V10

5 '5V/3

) . La distance de My a H;

2
de My de coordonnées <Xo, —,Zo> avec fX% +572 = 5 sur A1 a des coordonnées de la forme <X, —

vio 1
5 '5V3
Zo —

o)

=
L’égalité MoH; U = 0 fournit X — Xo = 0 et donc Hy a pour coordonnées (Xo, —

1
Zo — m‘ D’autre part, on a vu a la question a) que MoF1 = MoTy = NG
MH; 1 MH; 1
M de(C, —— = — et de méme ——— = —.
MT,; V6 MT, 6
En résumé, pour tout point M de C, MF; = v/6 d(M, A;) et aussi MF, = v/6 d(M, A;). C est donc une hyperbole de
foyers Fy et F, de directrices (A1) et (Ay) et d’excentricité V6.

est donc Donc, pour tout point

1
=l

Partie 11 : résolution de ’équation diophantienne pour de petites
valeurs de n

II.1. Une étude élémentaire

a) Soient n et p deux entiers naturels non nuls. L’équation a un sens si et seulement sip > Tetn > 1et 0 < T<n
et0<p<n—Touencore2<p+1<n+2etlI<p+TI<nouenfin2<p+1<<n. Pouruntelcoupledentlers

n n—1 n! (n—1)! n 1

- = ! 1 3

p—1 p p-Dm—p+1! pn—T-p! m-p+rHn-p »p
sSnp=n’+p’—np+n—peni+p’—3np+n—p=0.

b) Soit n > 1. Le discriminant du polynéme P =n? —3nX+X> +n—X =X2 — (3n+1)X +n? + n est

=(Bn+1)P2—4m?+n)=5m?+2n+1>0.
3n+1—-vomZ+2n+1 34 T4+vonZ 4+ 2n+1

Donc le polynéme P admet deux racines réelles a savoir X; = pl et Xo = pl

1—+/b5n2+2
<X +l1<ne2< ot 2L Tl ent3< il <3n—1
SM+32<5m?+2n+1<Bn—1)? (car3n—1>0)
S4n?—m—-8>0etdn?—8n>0en?—nm—-2>0etn’—-2n>0&n> 2.
N+1+vVom24+2n+1 3n

> +1> 5 + 1 > n et donc, il n’existe pas d’entier naturel

0
0

D’autre part, pourn > 1, Xo + 1 =
non nul n tel que 2 < X, +1 <

c) Le résultat est clair si b € {0,1} : 0 = 0% et 1 = 12 sont des carrés parfaits et d’autre part, V0 =0et v1=1 sont des
rationnels.
Soit b un entier supérieur ou égal & 2. Si b est un carré parfait, alors v/b est un entier et en particulier un rationnel.

Réciproquement, si v/b est un rationnel, il existe deux entiers naturel non nuls p et g premiers entre eux tels que Vb = %

et donc tels que p? = bq?. Mais alors, ’entier q? divise l’entier bq? = p2. Puisque les entiers p et q sont premiers entre
eux, il en est de méme des entiers p? et q%. Comme q? divise g2 et p?, g2 divise le PGCD de p? et q? c’est-a-dire 1. Par
suite, > = 1 puis b = p? et donc b est un carré parfait.

d) Soit (n,p) une solution de (X;). La question a) montre que n > 2 puis la question b) montre que entier p est

3 1—+vb5n2+2 1 3 1—+vb5n2+2 1
nécessairement égal & X7 = nt zn tont . En particulier, nt zn rent est rationnel et il en est de

méme de v/5n2 + 2n + 1. La question c) montre alors que 5n% + 2n + 1 est un carré parfait.

e) Réciproquement, soit 1 > 2 tel que 5n?+2n-+1 soit un carré parfait. Posons 5n?+2n+1 = k? ott k € N*. D’aprés la ques-

3n+1—+v65mZ 4+ 2n+1

tion précédente, il existe au plus un entier p tel que (1, p) soit une solution de (X1) & savoir p = >
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1—+5n2+2 1
Le couple (n,p) est effectivement solution si et seulement si nt zn ton est un entier ou encore 3n + 1 —
V512 4+ 2n + 1 est un entier pair.
3n+1=2n+(n+1) ala parité de n+ 1. D’autre part, k? =4n? + (n2 +2n+1) =4n? + (n+1)? a la parité de (n +1)2.
Comme un entier a méme parité que son carré, k a méme parité que n + 1. Finalement, 3n+1 et k = v/5n2 +2n + 1 ont
3In+1—vom2+2n+1
2

la méme parité puis 3n +1—+15n2 +2n+ 1 =3n+ 1 — k est un entier pair et finalement p =

est un entier.
Donc, si n > 2 et 5n% 4+ 2n + 1 est un carré parfait, alors il existe un unique entier p tel que (n,p) soit une solution de
+1—vom2+2n+1

> .

(X1) a savoir p =

f) Algorithme.

Entrer ng.
n=2
Tant n < ng — 1, faire
si vVBn? + 2n + 1 est entier,
p=0Bn+1-vGnZ+2n+1)/2
afficher (n,p)

n=n+1
sinon
n=n-+1

fin
I1.2. Une méthode plus arithmétique

a) D’aprés I1.1.a), 'équation n? +p? —3np +n —p = 0 équivaut a ’équation np = (n —p)(n—p + 1).

Par suite, np=n(n—p+1—p)+p(p—1) et donc p(p — 1) =n(n+3p —1). Ainsi, n divise p(p — 1) et puisque n et p
sont premiers entre eux, le théoréme de GAUSS permet d’affirmer que n divise p — 1.

Sip—12>=1 ouencore p > 2, ceci impose en particulier, p+1 < n < p — 1 ce qui est impossible. Il ne reste que p = 1
puis n? —2n = 0 et donc n = 2. Ainsi, il existe un unique couple (n,p) solution de (L) tel que n et p soient premiers
entre eux a savoir (2,1).

b) Puisque n > p, on a u > v ou encore u—v > 0. L’égalité np = (n —p)(n —p + 1) fournit aprés simplification par r
w=u—-v)(ru—rv+1)=r(u—v)% + (u—v) (x).

Mais alors v divise r(uv — (u —v)?) = u — v. Par suite, il existe un entier naturel non nul k tel que u —v = kr. Aprés
simplification par r dans I’égalité (x), on obtient

w =k2r2 + k =k(kr? +1).

Donc k divise uv. Si k n’est pas 1, k admet au moins un facteur premier m supérieur ou égal & 2. m divise k et donc m
divise u—v. Maintenant, si par exemple m est un facteur premier de 1, alors m divise u et m divise w—v. Donc m divise
u— (u—v) =v ce qui contredit le fait que u et v sont premiers entre eux. Donc k =1 puis r =u —v.

Légalité (x) s’écrit alors Tuv = 13 + 1 ou encore (r +v)Jv = 12 + 1 puis V2 +1v — 1> — 1 = 0. On en déduit que
—r+ /12 —4(—r2-1) -+ V512 +4 , Vo12 44—
v e > i DR — pulsquev:fcarv>0.

VorZ+4—r  VErz—r V51, 5 2p
T >T = 1< et donc 17 <
2 2 2 51
¢) On a déja le couple (2,1) qui est 'unique solution telle que n Ap = 1.

208
V5 —1

Enfin, p=1v= car vV5—1>0.

Sinon on a p < 104 et donc 12 <

puis 2 <1< 12,9.... Donc r € [1,12]. De plus, 5r% +4 doit étre un carré parfait
ce qui impose T € {3, 8}.

V5x3244-3

eSir=3,v=—— " =2puisu=r+v=5puisn=ru=15et p =1rv = 6. Réciproquement, si n = 15 et
p=6,np—M—pJn—p+1)=15x6—9 x 10 =0 et donc (15,6) est un couple solution de (X;).

V5 x 8 +4-8

eSir=8 v= — =5puisu=r+v=13 puisn =1ru =104 et p = rv = 40. Réciproquement, si n = 104
etp=40,nmp—(n—p)(n—p+1) =104 x40 — 64 x 65 = 0 et donc (104,40) est un couple solution de (£7).

Les couples (n,p) solutions de (X1) tels que n < 105 sont (2,1), (15,6) et (104,40).
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Partie III : un groupe de transformations affines conservant S

ITI.1. Définition d’un nouveau repére R; associé a la conique C

a) Soit M un point de P.

MeC&ex?—3xy+y?’+x—y=0

O R O [RHNCR RICEH RO R

1
<:>x%—3x1y1 -l—y% ==

5
2 2 B
b) a2+b23ab_<b37a> 5%—<b3+2\/§a> (bs 2\/5(1)'
x_ V53 \/5+3(X+1> (y 1)
c) Posons donc \/52_3 \/52_3 ]5 ]5 (om a bien \/§2+3 n \/52 3 /5> 0). Alors.
Y=g atn = "*5)*(‘*5)
! 3+V5 3-5 1
x%—3><1y1+y$=g(:><y1— 7 X1> <y1— 3 ><1>(:)(—X)Y:g 5XY +1=0.
Enfin,
Y=—F—x1+u Y1 = X Y y= X Y4+ =
’ 2v5 2V5 2V5 25 5

d) Les axes de R sont les asymptotes de 'hyperbole C.
II1.2. Transformations affines conservant C
a) Soit h € GA(P). Si h € Gy, alors h(C) = C et en particulier, h(C) C C.

Réciproquement, supposons h(C) C C.
Soit f : R* — C . f est une bijection continue de R* sur C. Ensuite, C est la réunion disjointe des deux

1
t — (t, —a
branches d’hyperbole C; = f (]0, +ool[) et C2 = f (] — 00, 0[).

L’inclusion h(C) C C permet de définir Iapplication g = f~' oho f.

L’application g est injective et continue sur R* en tant que composée d’injections et d’applications continues (on sait
qu’une application affine d’un espace de dimension finie est continue sur cet espace) et a valeurs dans R*. D’aprés le
théoréme d’homéomorphie, on sait que g est strictement monotone sur chacun des deux intervalles ] — 0o, 0[ et ]0, +ool et
que l'image par g de chacun de ces deux intervalles est un intervalle de la forme ]a, b[ avec ]a, b[C R*.

Supposons sans perte de généralité que g soit strictement croissante sur ]0,+oo[ et que ¢(]0,+oo[) =la,blC]0, +ool.

1
Vérifions que b = +00. Supposons par absurde que b soit réel. Alors lim h(f(t)) = lim f(g(t)) =f(b) = (b, —)
t—+o0 t—+oo 5b

Mais d’autre part, en notant L(h) la partie linéaire de h,

1 1
() =m0, 00 = [t = 0,001 = em) (=5 )| =l Juw (1= )|

1
Quand t tend vers +oo, <1, > tend vers (1,0) et donc

- 5¢2
phisme d’un espace de dimension finie est continu sur cet espace. Maintenant, puisque h est bijective, il en est de méme
de L(h) et en particulier ||L(h)(1,0)] # 0. Mais alors |t| HL(h) (1,—W

est de méme de ||h(f(t)) — h(0,0)||. Ceci contredit le fait que |[h(f(t)) —h(0,0)| tend vers ||f(b) — h(0,0)]. Il était donc
absurde de supposer b réel et donc b = +o0.

L(h) <1,5]?> H tend vers ||[L(h)(1,0)] (car un endomor-

‘ tend vers 400 quand t tend vers 4oc0 et il en

De méme, a = 0 et donc si ¢(]0,+ool) CJO,+ool, alors g(]0,+oo[) =]0,+oo[. Dans ce cas, h(C;) = h(f(]0,+ool)) =
f(g(]0,4+00[)) = f(]0, +ool) = C1. De méme, si ¢g(]0, +oo[) C] — 00, 0], alors h(C7) = C>.

De méme, h(C2) = Cy ou h(C2) = C,. Enfin, puisque h est injective, on ne peut avoir h(C;) = h(Cz) et donc ou bien
h(Cy) = Cq et h(C2) =C2, ou bien h(C1) = C3 et h(C2) = Cq. Dans tous les cas, on a h(C) =C.
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b) G est contenu dans GA(P). D’autre part, Ide € G.
Enfin, si h et k sont des éléments de G1, hok '(C) =hok ' (k(C)) =h(C) =C et donc hok~! € Gy. On a montré que

G est un sous-groupe de GA(P).

c) L’énoncé fournit Pécriture générale d’une application affine : il existe un unique sextuplet (a,b,c,d,e,f) tel que

X'=aX+bY+c
{ Y =dX+eY+f
équivaut a det(L(h)) # 0 ou encore ae — bd # 0.

. De plus, h € GA(P) si et seulement si la partie linéaire L(h) de h est un automorphisme ce qui

1
d) Soit h € GA(P) (ce qui équivaut & ae — bd # 0). C est ’ensemble des points M de coordonnées (X, _ﬁ)’ X € R*,

dans le repére Rq. Donc

. b [ .
heG1@h«ncc@vx€R,5Qm5§+c>@x§§+Q+1_o
b
@VXeRﬁ5<w@+cx—§)(@@+fX—§)+x2=o

b
@VXGR,&mx4+5mf+c®X3+Bdgww—bd+1mz—ﬁﬁ+cdx+?;:O

ad=0
af+cd =0
&< 5cf—ae—bd+1=0
bf+ce=0
be=0
ad =0
af+cd=0
. ) 5¢f —ae—bd+1=0
En résumé, Vh € GA(P), he G & bf + ce — 0 (S).
be=20
ae—bd #0
d=0 a=0
af =0 cd=0
5cf—ae+1=0 5¢f—bd+1=0
e) 5) & bf +ce=0 (51) ou bf +ce=0 (52).
be =0 be=0
ae #0 bd #0
d=0 - a=0 a=0
ae £0 e— bd £ 0 b¢%
d=0
(S$1) & Cdet1-0 © = et (S2) & bd+l—0 © b
f=0 c=0
¢=0 ¢=0 f=0 f=0
b=0 b=0 e=0 e=0
Les éléments de G sont donc les transformations de la forme hy : (X,Y) — (uX, E), peR*ethy @ (XY)— (uY, é),
p e R*.

On sait qu’une application affine est une symétrie si et seulement si cette application est involutive.
Y
h? =1d & V(X,Y) € R?, <u2X, P) =X,Y)eur=12uec{-1,1.

X X 1
D’autre part, V(X,Y) € R?, h%(X,Y) =h, <uY, E) = <HE’ EHY) = (X,Y) et donc, Yu € R*, h% = Id.

Les éléments de G qui sont des symétries sont 1d, la symétrie centrale de centre I et les transformations (X,Y) — (uY, ;) ,

1 € R?, (qui sont des symétries axiales).

o

w
0 0 = —1=# 0. D’autre part,

f) G{ est contenu dans GL,(R) car pour tout p € R*, det

Gj contient I, = ( 1.0 >

0 0
1 | =1#0etdet| 1
m m

0 1
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2

3

Ensuite, pour (p,p’) € (R*)

w0 w0 pp' 0
1 1 = 1 4
0 — — o — =6
m n m
V() (2 ) e
0o - — 0 |~ N
n i Hu
0 u 0 p w/n' 0
l 0 l = 0 1 € G} et donc G est stable pour le produit matriciel.
B p p/p
Enfin, pour p € R*,
TR0) - T/u 0
1 = 1 € Gy
0 - 0o — !
H 1/u
0 u - 0 u
l 0 = L o | € Gj et donc G est stable pour le passage a I'inverse.
H 1/u

Finalement, G{ est un sous-groupe de (GL2(R), x).

Les transformations affines considérées associent (0,0) a (0,0). Ces transformations s’identifient & leur partie linéaire.
Ensuite, il est connu que I'application qui & une application linéaire associe sa matrice dans une base donnée est un
isomorphisme de 1’algébre (L(P),+, ., o) sur 'algébre (M2 (R), +, ., x). Il en est de méme de sa réciproque. Par restriction,
I’application considérée est un isomorphisme de groupes.

I11.3. Transformations affines conservant Z

a) L’homothétie h de centre O et de rapport 2 est une bijection affine vérifiant h(Z) C Z. D’autre part, h(Z) = (2Z)? #
7? = Z. Donc, si h(Z) C Z, on n’a pas nécessairement h € G,.

b) G, est contenu dans GA(P) et 1d € G,. De plus, si h et k sont dans G3, alors h(k(Z)) = Z et donc hok € G, et si
he Gy, h ' (Z2) =h"T(h(Z)) = Z et donc h™! € G,. Donc, G, est un sous-groupe de GA(P).

c) Soit h : (x,y) — (ax+by+c,dx+ ey +f) avec (a,b,c,d, e, f) € Z° et [ae —bd| = 1. On a déja h(Z) C Z. Soit alors
(n,m) € Z. Pour (x,y) € R?, les formules de CRAMER fournissent

_ 1
ae —bd

a n—c¢

Y= d m—f

B ax+by+c=n _ 1 n-c b
h(x,y)—(n,m)@){ dx+ey+f=m (:)X_aebd’ m—f d

Puisque ae — bd € {—1, 1}, le couple (x,y) obtenu est dans Z. Ainsi, V(n, m) € Z, 3(x,y) € Z tel que h(x,y) = (n,m) et
finalement h(Z) = Z.

Réciproquement, soit h : (x,y) — (ax + by + c,dx + ey + f) avec ae — bd # 0 tel que h(Z) = Z. Déja, h(0,0), h(1,0)
et h(0,1) sont dans Z et donc ¢, f, a+c, d+f, b+c, e+ f sont des entiers relatifs puis (a,b,c,d, e, f) € Z°.
Ensuite, si t est la translation de vecteur (—c,—f) et sih/ =toh,ona h(Z)=Z & h'(Z) = Z.

Maintenant, le systéme h/(x,y) = (1,0) a une solution dans Z? fournie par les formules de CRAMER telle que (ae—bd)x = e
et (ae — bd)y = —d. Donc ae — bd divise d et e. De méme, le systéme h’(x,y) = (0,1) a une solution dans Z? et donc
ae — bd divise a et b.

Mais alors, pour tout (x,y) € Z?, ax+by est divisible par ae—bd de méme que dx+ey et donc Z? = h'(Z?) C (ae—bd)Z?
et en particulier Z C (ae — bd)Z. Ceci impose ae — bd = +1 ou encore |ae — bd| = 1.

I11.4. Le groupe I
a) Soit (x,y) € Z*.

x=0 x=0
{ X 3y 1 x—y 0 @{ Wy _o © eyl =(0,0)ou (x,y) =(0,1)
et
y=0 y=0 B L
{ X2—3xy+y2+x—y20 <:>{ X2+X:O <:>(Xay)_(0ao) ou (Xay)_( 1a0)

Donc P; et P, existent et sont uniquement définis : P; est le point de coordonnés (—1,0) dans Ro et P, est le point de
coordonnées (0,1) dans Ry.

Soient (a,b,c,d, e, f) € R® puis f; la transformation (x,y) — (ax + by + ¢, dx + ey + f).
e f1(0) =P; & (c,f) =(—1,0). On prend donc c = —1 et f =0.
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e f1(P1)=0& (—a—1,—-d) =(0,0). On prend donc a =—1et d =0.
140 e 11
f =1 —-1,-] = b=3ete=1.
o f1(I) = <:><5 ,5) <55)<:> Jete=
Il existe une unique transformation affine f1 répondant aux contraintes de I’énoncé a savoir la transformation f1 : (x,y) —

Soient (a,b,c,d, e, f) € R® puis f, la transformation (x,y) — (ax + by + ¢, dx + ey + f).
e f2(0)=P2 & (c,f) =(0,1). On prend donc c =0 et f =1.
e f2(P2)=0& (b,e+ 1) =(0,0). On prend donc b =0 et e = —1.
a —d—1 11
.fz(IJ—I<Z><g,T+1)—< 55)@0—]6td 3.
1l existe une unique transformation affine f; répondant aux contraintes de I’énoncé a savoir la transformation 2 : (x,y) —
(x,3x —y +1).

. D’aprés la question II1.3.c), f1 et f2 sont deux

D’aprés ce qui précéde, { X1=—x+3y—1 et { X2 =x

Y1 =y Y2 =3x—y+1
éléments de Gs.

D’aprés la question III.1.c¢),

1 1 1 1 3-V5y  3+V5,
— X1 +Y)—==—| —=(X+Y +3 + Y+ -] —
{x1=—x+3y—1 o N <f )= 5> <2\/_ 25 )
v1=y 3—+5 3 5 1 3- 3
\/_X1+ +\/—Y1+— \/_X+ +\/—Y+—
25 25 5  2V5 2V5
7—3 5
AN Xi14+Y = 2\/_ X+ +2\/_Y
3—v5)Xi +(3+V5)Y1 = (3—V5)X+ 3+ V5)Y
7—3 7 3
v = +\f os multiplicati 3—V5 et divisi 4
= 735 7_3 \/— (aprés multiplication par 3 — et division par 4)
Xi+Y = +Y
2 2
7+3f
X1 .. . . .1
& y 7 3 \/— (vérification immédiate)
’ 2
7-3V5 R
avec = . De méme,
(7 +3V5)/2 2
1 1 1 1
— X2+ Y2)——-=—4=(X+Y)—=
{XZZX . 5( 2+ Y2)—¢ \/5( )= %
=3x — 3—+v5 3 1 1 3— 3
Yz =3x—y+1 \/_X2+ +\fY ——3(—(X+Y)——> Vo X+ £V + +1
2v/5 2V5 5 V5 5 2V/5 2V5

X2+Y,=X+Y
(:){ B—V5)Xa+ B+ V5)Y.=3+V5)X+(3-V5)Y

& { X2 =Y (vérification immédiate).
Y; =X

D’aprés la question I1.2.e), f1 et f2 sont deux éléments de Gy qui de plus sont des symeétries et d’aprés la question II1.3.c),
f1 et f2 sont deux éléments de G;. Finalement f; et f, sont deux éléments de G; N G, qui sont des symétries.

b) Les éléments de T distinct de Id sont de la forme ffl‘ o.. .of;‘: oup e N* (i1,...,1p) €{1,2}P et (e1,...,&p) € {1, 1}P.
Puisque f]_1 =fy et fz_1 = f2, ceci se résume aux produits fi, o...of;, oup € N*, (i1,...,1,) €{1,2}" et de plus, i1 # iz,
i #13, ..., ip—1 # ip C’est-a-dire les produits du type

(I) fiofyof;...0of10fy = (f] sz)k, kEN*,

(H) (f] o fz)k ¢} f], ke N,

(III) (fy 0f1)*, k € N*

(IV) fao (f1 o f2)*, ke N.
Maintenant, pour k € N*, (f, o f1)* = (1‘2_1 01‘1_1 )k = (f1 of2) ¥ et donc les types (I) et (III) se résument aux applications
de la forme (f; o f2)¥, k € Z*.
D’autre part, pour k € N, (f] o fz)k ofi =f10 (fz o f1 )k =f,of,0f10 (f] o fz)ik =fyo0 (f] o fz)ik*l (Ofl —k — 1 décrit
Z* quand k décrit N). Par suite, les types (II) et (IV) se résument aux applications de la forme f; o (f1 o f2)*, k € Z.

={(f1 of2)¥, k € Z}U{f, 0 (f1 o f2)¥, k € Z}.
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A
¢) Comme a la question II1.2.f), T" et Ty sont des groupes isomorphes. Ensuite, A1A; = < 0 ) et donc pour k € Z,

>| = O

Kk —k
(A1AL)k = ( 7\0 Agk ) et Az(A1AL)K = ( )\Ok ?\0 ) Par suite

. . A0 0 Ak
M ={(A1A2)%, ke Z}U{A2(A1A3) ,kEZ}Z{( 0 Ak),kEZ}U{<)\k 0 ),kEZ}.

Puisque A €]1, 400l les matrices ci-dessus sont deux & deux distinctes et donc, par isomorphisme, chaque élément h de T’
correspond & un et un seul des deux cas (i) et (ii) et Uentier relatif intervenant dans la décomposition de h est unique.

d) Soit ¢ un morphisme de I' dans H tel que ¢(f1) = ay et d(f2) = az. Soit h un élément de . Ou bien il existe un unique
entier relatif k tel que h = (f1 of,)¥ et dans ce cas, on a nécessairement ¢(h) = (¢ (f; )d)(fz))k = (a7a,)¥, ou bien il existe
un unique entier relatif k tel que h = f, o (f; o f2)¥ et dans ce cas, on a nécessairement ¢(h) = d(f2) (d(f; )cb(fz))k =
az(ajaz)¥. Ceci assure l'unicité de ¢.

Réciproquement, soit ¢ application de I' dans H définie par les égalités précédentes. Soient k et k’ deux entiers relatifs.
o ¢ ((frof) o (frof)) =0 ((f1of2) ) = (a1a2)*"¥ = (@raz) (ara2)¥’ = ¢ ((f1 0 12)%) & ((F1 0 F2)*').

L (fz o(frofz)*o(fr0 fz)k,) =¢ (fz o(f1o fz)k“‘,) = ax(ar1a)*** = ax(araz)*(araz)¥
= (f20(fiof2)) ¢ ((f1of2)*).

e Ensuite,
~sik€Z, (frofa)kofro(fiof) =(f20f1) Xofo(fiofa)k =fo(fiofy) o (fiofy)k =f0(f1ofy)k ¥
~sik >0, (frofa) ofro(fiofy) =(f1of) Tofio(fiof) =fio(faof) " o(fyofr)k.
=fyofs0fi0(f1of) KT o(f; ofz)k, =1fy0(f10f2) To(f; sz)k’—kﬂ =f0(f; sz)k’—k
Dans tous les cas, on a (f; 0 f2)%ofs 0 (f1 02)% =150 (f; o fa)k k.

. L o, . ’
Dans ce calcul, seules ont servi les égalités f2 = f3 = Id. Comme a? = a3 = 1, on a donc aussi (ajaz2)*az(ajaz)* =
/ .
az(ajaz)® ~F puis

¢ ((fof2)efro(fiof)) = (f20(frof2)¥ ) = azl@ra)* ™ = (maz)*az(araz)
= ¢ ((f1of2)%) ¢ (f20 (frof2)).

o b(f20(f1of2) o fro(fiof2) ) =d(f20fr0(f10f2) %) =d((fi o f2)* *) = (a1a2)* * = azaz(arax)*" "
= az(a1az)*az(araz)® = d(f2 o (f1 o f2)*)b(f2 0 (fy 0 f2)*).

En résumé, V(hi, hy) € T2, d(hyohy) = ¢(hy)dp(ha) et donc ¢ est effectivement un morphisme de I dans H. Ceci montre
Pexistence de ¢.

’

ITI.5. Utilisation de I' pour engendrer une infinité de points de S

a) G; N Gz est un sous-groupe contenant fi et f et donc contenant encore le groupe engendré par f; et ;. Donc
I' € G1 N G;. Ceci signifie que pour tout élément h de I', h(C) = C et h(Z) = Z. En particulier, pour tout élément h de
I', h(S) C S ou encore S est stable par T.

On rappelle que f est la transformation affine qui au point M de coordonnées (x,y) dans R associe le point de coordonnées
(—x 4+ 3y — 1,y) et f, est la transformation affine qui au point M de coordonnées (x,y) dans Ro associe le point de
coordonnées (x,3x —y + 1). Donc fq o f est la transformation qui au point M de coordonnées (x,y) dans Ry associe le
point de coordonnées (—x +3(3x —y+1)—1,3x—y+1)=(8x—-3y+2,3x—y+1).

On en déduit que M(2,1)r, puis M2(15,6)r, puis M3(104,40)r,. On retrouve ainsi les couples solutions obtenus a la
question I1.2.c).

b) Soit k € Z. On note (X, Yx) les coordonnées de My dans R;.

D’aprés la question III.1.c), les coordonnées de O dans Ry sont <\/§18L 5, \/510_ 5). On a alors
V545 V545,
( Xk ) _ ( Ak 0 ) 10 _ 10
Yk 0 Ak V5-5 \/5_5)\—“
10 10
puis d’aprés la question III.1.a)
1 1T 1445 1-5 1
- —= X Y —_ = = Ak Afkf_
YAt VAN T 5
3—v5 3 5 1 5-1 5+1 1
Yk = \/_Xk+ +\/—Yk-|-—:\/_ Ak—\/_+ Ak 4+ —
2V5 2V/5 5 10 10 5
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On note alors que pour k € Z, le point M_y se déduit du point My par la transformation affine s qui au point de coor-
données (x,y) dans Ro associe le point de coordonnées (—y, —x). s est la symétrie orthogonale d’axe la droite d’équation

Yy =—x.
c) Pour tout réel x, 5x% +2x + 1 =4x% + (x +1)2 > 0 et donc ¢1 et ¢ sont définies sur R. Soit (x,y) € R?.

d1(x) :y(z)l(l +3x— /1 +2x+5x2) =y VI+2x+5x2=1+3x—2y

2
S14+2x+5%% = (14+3x—2y)? et T4+3x—2y >0

S+ (6(1=2y)—2)x+(1—=2y)> —1=0et1+3x—2y >0
Sx?—By—Tx+y?—y=0et1+3x—2y >0

SR v sy e
e iy YT 14 30—2y > 0 (car 5y? — 2y +1 = 4% + (y— 1)% > 0).

= X

SNt o | . VA =2y +1
Maintenant,1+3x—2y:1+33y 1+ iy er]_zy:Sy 1+£3 259 y+1_
_1_ 2_)
Sl 3V25y YT etsisy—130,

Sib5y—1<0, alors

1352 _2
sgn (51_4 1-3 25y Y +]> =sgn ((5y — 1)2 = 9(5y? — 2y + 1)) = sgn(—20y? + 8y — 8) = — car
A'=42—-20x 8 <0.

5y —1-3y5y2 -2y +1
2

ne convient jamais.

< 0 et par suite x =

5y —1—3y/5y2 -2 1

Donc pour tout y, L zy Ll
5y —1 \/5y2 —2 1
Sisy—130, M _1F3 = Ll

>0etsiby—1<0,

5y —1+3y/5y2 —2 1
sgn<y * 2” y*)-sgn(9(5y22y+n(Synz)—+-

5y —1+3/5y2 -2y +1 . o
Y Y Y convient. On a montré que pour tout réel y, il existe un réel x et

2
5y —1+3y/5y2 -2y +1
5 )

Donc, pour tout y réel, x =

un seul tel que ¢(x) =y a savoir x =

3x —T14+v5x2 —2x+1
= = —d1(—x).

¢®1 est une bijection de R sur R et de plus Vx € R, d)f] (x)

2

Soit (x,y) € R%. D’aprés ce qui précéde,

1
d)z(x):y(:)z(1+3x+\/1+2x+5x2):y(:)\/1+2x+5x2:2y—1—3x
_ [e7
:3y 1+ iy 2y+]et2y7173x20

3y —1—4/5y2 -2y +1

2

& X

=X

3x —1—vbx%2 —2x+1
= —2(—x).

&2 est une bijection de R sur R et de plus Vx € R, (1324 (x) =

2

Cy et C2 ne sont pas vides. De plus, pour x € R, ¢1(x) = d2(x) & V1 +2x+5x2 = 0 ce qui est impossible. Donc
C1 NCy = @. Enfin, si M est un point de coordonnées (x,y) dans R,

1
M€C<:>xzf3xy+y2+xfy:O<:>y27(3x+1)y+x2+x:0<:>y:z(3x+1:I:\/5X2—|—2x+1)
S MelCpUuls.

Ainsi, Cy et C; sont deux ensembles non vides et disjoints dont la réunion est C et donc Cq et C; forment une partition de

C.
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M;

Cy

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

d) Une équation de C dans le repére R est x? —3xy+y2+x—y = 0. Une équation de C dans le repére Rq est 5XY+1 = 0.
C1 est la partie de C telle que 1+ 3x — 2y > 0 et C, est la partie de C telle que 14 3x — 2y < 0. Or, d’aprés la question
IL.1.c),

3 3 3—-vV5_ 345 2
T4+3x—2y=1+—-—=(X+Y)—=Z— - Y-Z=X_Y.

Donc, dans le repére Ry, C a pour équation 5XY 4+ 1 =0 et C; est la partie de C telle que X —Y > 0 et C, est la partie de
C telle que X—Y < 0.

1
Maintenant, d’aprés la question II1.4.a), (Xq,Y7) = ()\Y, XX) et (X2,Y2) = (Y, X). Donc

MeCi &5XY+1=0etX=Y>0&5XY2+1>0et X =Y, <0& (M) € (s,
et donc aussi, puisque f;l =f, M e(Cy & fa(M) € Cy. Par suite, f2(C2) =Cy et £2(C1) =Ca.

X
Ensuite,MeC<:>5XY+1:0<:>57\Y17]+1:O<:>5X1Y1+1:O<:>f1(M)eCetdoncf1(C):C.

D’autre part, pour x € R, si M(x, $1(x)) est un point de C; et si on note (x1,y1) les coordonnées de 1 (M),

1+ 3x — 1+ 2x + 5x2

T143x1—2y1 =14+3(—x+3d1(x) = 1) = 2b1(x) =7d1(x) —3x—2=7 > —3x—2
~ 15x +3 —7V1 4 2x + 5x2
N 2

Si15%x +3 <0, alors 14 3x; —2y; < O et si 15x +3 > 0, sgn(1 + 3x; — 2y7) = sgn((15x + 3)2 —49(1 4 2x + 5x?)) =
sgn(—20x%? — 8x —40) = — car A’ =42 — 20 x 40 < 0.
Ainsi, pour tout point M de Cy, on a 1+ 3x7 —2y7 < 0 et donc f1(Cq1) C Ca.

En remplacant —/T + 2x + 5x2 par v/1 + 2x + 5x2, si M(x, ¢2(x)) est un point de Cy,

15x + 3 4+ 7v/1 4+ 2x + 5%2
) >

14 3% —2y; = 0

et donc 1 (M) est un point de Cy. Donc, f1(C2) C Cq1. En résumé, f1(C1) C Cz et f1(C2) C Cq1. Mais alors C; = f1(f1(C2)) C
f1(Cy) et donc f1(C7) = Cy. Puis, f1(C2) =C;. On en déduit encore f1 o f2(C1) =Cy et f1 0f2(C2) =Cs.

Puisque Mg = O € Cq, les My = (f1 0 f2)%(My), k € Z, appartiennent & la courbe C; puis les Ny = f2(My), k € Z,
appartiennent a la courbe C;.
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Partie IV : résolution de (X)

IV.1. Premier cas : P est élément de C; et n >0

a) Po =P € (Cy et si pouri e N, P; € C], alors f; (Pi) €Cy puis Pi41 = (f] o fz)fl (Pi) = fz(f] (Pi)) € Cy. Donc Vi € N,
P € (.

Soit i € N. On a f2(Piy1) = f1(Pi). L’abscisse de f2(Pi41) est celle de Py, 1 & savoir «i 1 et done, puisque f2(Pii1) € Ca,
Bit1 = dalaxiy1).

L’ordonnée Biy1 de f2(Pis1) est aussi celle de f1(Pi) ou encore celle de P;. Puisque P; € C1, d2(xi11) = Bix1 = Bi =
b1 (o) et finalement, o1 = (1)51 odi(ey).

VieN, aipr =5 (P1(a)) et By = b1 (o).

b) Les graphes tracés a la question I11.5.¢c) montrent que les fonctions ¢ et by sont strictement décroissantes sur R. Par
suite, la fonction c])g1 est strictement décroissante sur R puis la fonction (1)2_1 o1 est strictement croissante sur R. On sait
alors que la suite (o )ien est strictement monotone (car Vi € N, sgn(atit2 — xit1) = sgn(d)g1 (b1 (xi41)) fd)gl (b1(xq))) =
sgn(oiy1 — «4)). De plus,

sgn(o — ao) = sgn(db; ' (d1(x0)) — o) =sgn(d2 o ;' o d1(n) — P2(n)) = sgn(dr(n) — d2(n))

=sgn(—V1+2n+5n?) = —.

Donc la suite (& )ien est strictement décroissante. Si cette suite est minorée, elle converge vers un certain réel o vérifiant
o = d);l od1(a) (car ch] o ¢7 est continue sur R) ou encore ¢z(a) = ¢q(a). Mais ceci est impossible car ¥x € R,

d2(x) — P1(x) = V1 4+ 2x +5x2 > 0. Donc

la suite (&4)ien est strictement décroissante et non minorée.

0 n’est donc pas un minorant de la suite (&i)ien. On en déduit que {i € N/ o < 0} est une partie non vide de N. Elle
admet un plus petit élément que 1'on note k. Puisque «p =m > 0, on a k > 1 et par définition, k est un entier naturel
non nul tel que o <0 < 1.

c¢) Le point Pyx_1 est un point de C; d’abscisse strictement positive et entiére. Comme ¢ (1) =2— V2 ¢ 7Z,ona a1 =2
Puisque la fonction c[)z_1 o ¢ est croissante sur R, on en déduit que

2-v4

5 0.

ae =y odr(o—1) = by o di(2) =, (1) =
Par suite, ax < 0 < oy et donc &y = 0 puis Bx = ¢1(0) = 0. Finalement, P, = O puis O = Py = (f; o f2) " ¥(P) et donc
P = (fj 0f2)%(0) = My.

d) Les solutions de (X1) sont les couples (n, ¢q1(n)), n € N* o de plus ¢1(n) est entier. D’apreés la question IIL5, tout
couple de coordonnées d’un point My, k € N*, est une solution de (L1) et d’aprés ce qui préceéde, toute solution de (X1)
est un couple de coordonnées d’un point My, k € N*. Donc les solutions de (Z£7) sont les couples de coordonnées des points
My ou k décrit N*.

IV.2. Deuxiéme cas : P est élément de C; et n <0
a) D’aprés la question IIL.5.c), p1(n)=p =>n = (1)1’1 (p) = —n = ¢1(—p) et donc P’ € (5.

b) Puisque n < 0, on a p = ¢p1(n) < 0. Ainsi, Pabscisse de P’ est strictement positive et P’ est élément de Cy. Donc
il existe k € Z tel que P/ = My. Maintenant, d’aprés la question II1.5.b), si s est la symétrie par rapport a la droite
d’équation y = —x, P = s(P’) = s(My) = M_y. Encore une fois P est I'un des My, k € Z.

IV.3. Troisiéme cas : P est élément de C;

f2(P) est un élément de Cy & coordonnées entiéres. D’aprés les questions, IV.1 et IV.2, il existe k € Z tel que f2(P) = M.
Mais alors, P = f2(My) = Ny.
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