SESSION 2008
CAPES EXTERNE

MATHEMATIQUES 2

A - UNE ESTIMATION A LA TCHEBYCHEV

I. Une minoration de la fonction 7

A.L1l.
1

(1—x)*"dx = {1(1 x)a} = 1
a

0 a

1
A.l.1.a) Soit a € N*. I(1,a) = J
0

1
Vae N* I(1,a) = —.
a

(1 —x)a~P

sont de
a—>b

A.1.1.b) Soient a et b deux entiers naturels tels que T < b < a. Les deux fonctions x — xP et x — —

classe C' sur [0, 1]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

1 1

b b1 p(1=x) P 1 b1 b
I(b—i—],a)zJ x°(1T—x)4"°" " dx = [x } + J x°T (1T —x)4"° dx
0 a—b o a—b,
b ]
=0+ be_1(1—x)“_b dx (carb>0eta—b >0)
a—b ),
b
= I(b
i (b,a)

A.1.1.c) Soient a et b des entiers naturels tels que 2 < b < a.

b1 b2 1 - (b—1)! _ bl(a—b)!
I(b,a) = P — X - X o X a—11“’a)_ T a—m=T - ba

A.l2.

A.1.2.a) Soient a € N* et y €]0, 1[. La formule du bindme de NEWTON permet d’écrire

1 1 /a—1 a 1
J (1 —x+xy)e! dx:J' (Z (a;])ykﬂ —x)“_]_kxk> dx = Z (]a{_:)ykq LU —x)e kxR dx

A.1.2.b) Mais on a aussi
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a a
1 1
A.1.2.c) Soit a € N*. D’aprés ce qui précede, Yy €]0, 11, Z (a ]) Tk, a) = Zykq. Ainsi, les polynomes
k=1 N R
< (a—1 1 o
t— Z t* TI(k,a) et t — — Z t*~1 coincident en une infinité de valeurs de la variable. On en déduit que ces
k—1 a
k=1 k=1
—1 1
polyndmes sont égaux et donc ces polyndmes ont les mémes coefficients. Par suite, Vk € [1, af, (E ])I(k, a) = —.
— a

Ainsi, si a et b sont deux entiers naturels tels que 1 < a < b,

A.L3.

A.1.3.a) Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que 1 < b < a. En développant (1 —x)%~® par la formule du
binéme de NEWTON, on obtient

1 a—b 1 a—b
I(b, a) :J x0—1 (1 7X)a—b dx = Z(*”k (a;b> JO xb—1+k dx = Z(”k<a;b) k]ﬁ

0 k=0 k=0

A.1.3.b) Par suite,

gy a—b\ A
_ k(9T a
I[(b,a)A, = g (-1 ( « )k—l—b'
Pour chaque k € [0,a—b], k+b €{b,...,a} C{1,...,a}. Par suite, pour chaque k € [0,a — b], Aq est un multiple de

est un entier relatif et finalement un

A = —b
k + b et donc k+ab est un entier. Mais alors I(b,a)A, = Z (1)k<a )

a
— k Jk+b

)

b
€ N* ou encore 'entier b( ) divise I'entier A,.
a

> 0.

entier naturel non nul car I(b, a)A, =

A.1.3.c) Ainsi, _Ba_
b(@

A.1.4.a) Soit k > 1. On sait que les multiples communs & 1, 2, ..., k sont les multiples du PPCM de 1, 2, ..., k & savoir
Ayx. Comme Ay 41 est un multiple commun & 1, 2, ..., k, Ax41 est un multiple de Ay.

A.l4.

2 2
Soit n > 1. D’aprés la A.L3.c), <TT:) divise Ay, et d’aprés la remarque précédente, Azy divise Ajna1. Donc n< TT:)
2
divise Ayn1. Ensuite, d’aprés la question A.1.3.c) appliquée 4 a =2n+1et b =n+1, on a directement (2n+1) < TT:) =
n+1 .
(n+ ”(n—i—1 ) divise Aopni1.

A.1.4.b) Puisque 1 X (2n+1) + (=2) x n =1, le théoréme de BEZOUT permet d’affirmer que les entiers n et 2n+ 1 sont
premiers entre eux.
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A A
Zntl st un entier multiple des entiers n et 2n + 1. Mais alors I'entier Intl ot

2n ’ 2n
n n
multiple du PPCM de n et 2n+ 1 a savoir n(2n + 1) puisque n et 2n + 1 sont premiers entre eux. Finalement, Ay, 11 est

2
un multiple de n(2n + 1)(::)

D’aprés la question précédente,

A.l.4.c) Soit n > 1. Pour k € [0,n — 1],

(211) (2n)!

k41 k+D)!2n—k—-1)! 2n—k 2n+1 n+1 1

= - - 1> =14 —>1,

n )i N - T
k (2n —k)!

k!
2n n n 2n n n n
' - < .
etdonc(k><<k ]) Ainsi, < )<< ) <<n_]><(n>etenpartlcuher,VkE[[O,nﬂ,(k> (n)

0
2
D’autre part, pour k € [n+1,2n], (]:L n “x <) caran—xe [0,n —1]. Finalement,
2 2
vn e N*, Vk € [0, 2n], ( “) < (::)

A.1.4.d) Soit n € N*. D’aprés la question précédente,

4n(1+1)2nzzn<2“><zzn<2“> (2n +1)(2“)
N N k \k:0 n n

k=0
. . 2ny . - 2n
A.1.4.e) D’aprés la question A.1.4.b), n(2n+1) o divise Ao 41 et en particulier, Ayni1 = n(2n+1) o > n4n.

A.1.4.f) Soit n > 9.
e Sin est impair, il existe k > 4 tel que n = 2k + 1. D’aprés la question précédente,

An = Agiq > k48 =k22k =k2n1 > 2 x 201 =2,
e Sin est pair, il existe k > 5 tel que n = 2k. D’apreés la question précédente,
A =An >0 12 (k=141 = (k—1)22%2 = (k—1)2"2 >4 x "2 =™,
Donc, Vn > 9, A, > 2™. Ensuite,
A7 = PPCM(1,2,3,22,5,2x3,7) =22 x3x5x7=420>128 =27,

et
Ag =PPCM(1,2,3,2%,5,2x3,7,23) =23 x 3 x5 x 7 =840 > 256 = 28,
Yn>=7, A, = 2m.
A.L5.
A.l.5.a) Sment n > 1etp e P. On sait que vp(An) = Max{vp(k), 1T <k < n}. Soit kg € [[1 n]] tel que vp (An) =vp (ko).
Alors pVr (ko) divise ko (meme si p n’est pas un facteur premier de ko car dans ce cas, p¥r (ko) = 1),
En particuher, pVr(An) = pvelke) < ko < m.

Yn e N, ¥p e P, pr(An) <,

A.1.5.b) Soient n > 2 et p € P. Si p > n, p n'est diviseur premier d’aucun des entiers k € [2,1n] et donc n’est pas un
diviseur premier de A,,. Par suite, p¥»(4n) = 1. Donc

ATI — Hpvp(An) — HPVV(A )
peEP psn
Le résultat reste vrai si n =1 car les deux membres sont égaux a 1.

A.1.5.c) Soit n > 1. Le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n est ().

DoncAn_llp J<nxnx...xn=n™m",
%,—/
psn (n)
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vn e N*, A, < n™m,

A.l.6.

A.1.6.a) Soit n > 7. D’aprés les questions A.L5.b) et AL4f), n™™ > A, > 2™ et donc m(n)Inn > nln2 puis

nn) > (mgﬁ.

vn > 7, n(n) > (an)ﬁ.

A.L6.b) 7(6) = 3 et (In2)- = 2.3.... Donc 7(6) > (In2) -,

s In6 s In6
n(5) =3 et (In2)— =2,1.... Donc (5) > (In2)—.

In5 In5
7(4) = 2 et (In2)—— — 2. Done 7(4) > (In2)—-.

In4 In4
m(3) =2et (lnz)i =1,8.... Donc (3) > (1n2)i.

In3 In3

n(2) =1et (1n2)1niz — 2. Donc 7(2) < (1n2)1ni2.

vn >3, m(n) > (an)%.
n

IT - Une majoration de la fonction 1
A.IL1.

b
A.I1.1.a) Soient a et b deux entiers naturel tels que 0 < 5 <a<hb.

Puisque g < a, on a encore b — a < a et donc le produit b(b—1)...(b — a+ 1) est divisible par chacun des nombres
premiers p tels que a < p < b puis le produit b(b—1)...(b—a+ 1) est divisible par H P.

a<p<b
Ensuite, le produit b(b—1)...(b— a+ 1) est divisible par a! car b(b—1)...(b—a+1)=al x (Z)
Enfin, a! n’est divisible par aucun nombre premier strictement supérieur & a et donc a! est premier & un tel nombre
premier. Par suite, a! et H P sont premiers entre eux.

a<pgb

Mais alors b(b—1)...(b—a+1) est divisible par le PPCM de a! et H P a savoir al H p puisque ces deux entiers
a<p<b a<p<b

b
(a) bb—1)...(b—a+1)

HD: a I »

est un entier naturel ou encore

sont premiers entre eux. Par suite,

a<p<b a<p<b
b
H p divise < >
a
a<p<b
. b 1 1
A.JL.1.b) Soit m > 1. Posonsa=m+1etb=2m+1. Alorsb—a=m >0 et a-5 :m—i—]—m—z =5 > 0. La
2 1

question précédente permet alors d’affirmer que H p divise ( ::_;_L : )

m+I<p<2m+1

2m+1 2m+ 1 2m+1
A.Il.1. it m>1. = = )
¢) Soit m (m+1) <(Zm+1)—(m+1)) < m )

A.IL1.d) Soit m > 1.

2m+1
2m+1 2m+ 1 2m+1 2m+1
2( ):( )+( )< E ( ):(]+])2m+1:22m+1,
m+ 1 m m+ 1 = k
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et donc <2m +1
m—+ 1

A.IL.1.e) Soit m > 1.

2 1 2 1
L’entier H p divise 'entier <1;n:—] ) et en particulier H p < (nTj] > < 4™,

m+l<p<2m+1 m+I<p<2m+1

) <22m —4m,

N

ym>1, [ p<4™

m+1<p<2m+1

AIL1.f) e H p est un produit vide et donc est égal a 1. Par suite, H p <4 =4". D’autre part, H p=2<16=4%

p<l psn P2

e Soit n > 1. Supposons que Yk € [1,2n], H p < 4%. Alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la question précédente
p<k

H p= H p| x H P <4n+lx4n:42n+1.

p<2n+1 p<n+1 n+l<p<2n+1

Enfin, 2n + 2 est un entier pair supérieur ou égal a 4 et en particulier 2n + 2 n’est pas premier. On en déduit que

H p= H P < 42T1+1 < 42T1+2'
p<2n+2 p<2n+1

Le résultat est démontré par récurrence.

A.I1.2.
+oo k m m
AdL2.2) Soitm>1.e™ =) —& > etdomeml > = (=)
k=0
A.IL.2.b) Soit n > 2. Notons p1 = 2, ..., Pr(n) les nombres premiers inférieurs ou égaux a n et rangés dans l'ordre

croissant. On a immédiatement par récurrence : Vk € [1,t(n)], px = k et donc d’aprés la question B.IL.1.f),

7t(n)
(M) <nm)l=J]k<]]pe=]]p<4m

7T(n)
puis par stricte croissance de la fonction In sur 0, +oo[, t(n) In(nt(n)) — t(n) = In ((7‘[(;)) ) < In(4™) =nln4.

vn > 2, n(n)In(n(n)) —t(n) < nin4.

A.I1.3.

A.I1.3.a) La fonction f : x +— xInx — x est dérivable sur [T, 400 et pour x > 1, f'(x) =Inx. Pour x > 1, on a f'(x) > 0

n
et donc la fonction f est strictement croissante sur [1, +oo[. Maintenant, classiquement ng > Inmo et donc e1 0 > 1.
nno

On en déduit que f (elno ) < f(nt(ng)) < noIn4. Or,

N MNo
Mo Mo Mo Mo Mo Mo Inln Mo
fle =e In(e —e =e In =eng(1— ,
In Mo In Mo In Mo In Mo In Mo In Mo In Mo
Inl Inl In4 —In4 Inl
et donceng [ 1— nnTo <noIn4 puis 1 — nnTo <n—et enfin e~ < nnnol
Inngo nng e e Inng
. Inx . , 1—Inx . , ..
A.I1.3.b) La fonction x — ~ est dérivable sur [1,4oo[ et pour x > 1, f'(x) = R La fonction f’ est positive sur

1
[1, €] et négative sur [e,+ool. On en déduit que la fonction f admet un maximum en e égal a f(e) = —. Ainsi,
e
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VX > ]) - <
X e
Inl 1 —In4 1
En particulier, (puisque Inng > In3 > 1), rll T < — puis e 1 < — et finalement e < 1+ In4. Puisque e =2,7...
nno e e
et 1+1n4 =2,3..., on aboutit & une contradiction. Donc ¥n > 3, t(n) < ell.
nn
vn >3, n(n) < e
Inn

B - AUTOUR D’UN THEOREME DE MERTENS

I. Une formule de Legendre sur la valuation p-adique de n!

B.I.1. Soit k un entier naturel p* >n & k > log, n & k > [log, nl+ 1 (méme si log, n est un entier). Donc ko existe et

ko = [log, n] +1.

De plus, puisque p® =1<n, onako > 1.

B.I1.2.
B.I1.2.a) Soit k € [0,ko — 1]. Pour a € [1,n],

a € Uy, = p*t! divise a = p* divise a = a € Uy.
Donc Yk € [0,ko — 1], Uys1 C Uy. De plus, puisque k < ko — 1, on a T < p* < n. Mais alors p* € Uy. D’autre part, p**!
ne divise pas p* et donc p* ¢ Uy 1. Finalement Vk € [0,ko — 1], Uy g Uy.
Soit k > ko. Alors p¥ > p¥° > n et donc Va € [1,n], p* > a. En particulier, p* ne divise aucun des entiers a tels que
1 < a<netdonc Uy est vide.
B.I1.2.b) Soit k € N. Vi = [1,n] \ Uk. On déduit alors de la question précédente que si k € [0, ko — 1], Vi g Vi1 et si
k > ko, Vi = [1,n].
B.I1.2.c) Un facteur premier de n! est un diviseur premier de I'un des entiers a tels que 1 < a < 1.

Sia =1, vp(a) n'est pas définie et on prendra v, (a) = 0 ce qui est cohérent avec la notation 1 = H p¥r (M Ainsi, Dentier

peEP
a =1 est dans Qg et dans aucun autre Qy, k € N*.

Soit a € [2,n]. Puisque vp(a) est uniquement défini, a est dans exactement un Qy, k € N. Maintenant, si k > ko,
P >n > aet donc k # vy, (a). Par suite, a est dans exactement un Qy, k € [0, ko —1]. Enfin, chaque Qy, 0 < k < ko —1,
est non vide car Vk € [0, ko — 1], Qx = Uy \ Uy11 avec Upyq g Ug. On a montré que {Qy, ..., Qx,—1} est une partition

de [1,n].
B.1.3.
B.1.3.a) Soit k € N. Pour a € [1,n], d’aprés une propriété admise dans le préambule,
a€ Q& vpla) =k & pkdivise a et p**! ne divise pas a & a € Ug et a € Vi1 & a € Uy N Viey 1.
Donc Oy = Uy N Vi1
B.1.3.b) Soit k € N. Uy est I'’ensemble des multiples de p¥ qui sont éléments de [1,n] et donc

#Uk = #{q € N/ 1< gp* <nlk.
. X 1 n n . n
Maintenant, pour q € N, 1 < gqp gnéﬁgqg—k<:>1§q§ 1? . Donc #Uy = 1? puis #Vx =n — T?

. n n
Enfin, puisque U1 C Uy, #Qy = #Ux — #Ux1 = [T?} - L)H_] }

B.1.4. D’aprés une propriété admise dans le préambule,

vp () = v, <f[ a> =3 vla) :kf < > Vp(a)> :kof <k 2 ]>

a=1 a=1 k=0 \aeQy k=0 aeQy
ko—1

= ) k#O =) k#Oy
k=0 k>0
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n
Ensuite, puisque {—k] =0 pour k > ko,
P

— k { n ] (les sommes sont finies)

3
"k k+1
k>0 LP k>0 hl

n n n
SAARIER
1 LP > P i1 P

Yn>2,VpeP,vp(nl) = Z

k>1

I1. Un théoréme de Mertens

1
B.IL.1. Soient n > 2 et p € P. Pour k € N*, [lk] < — et done, puisque 0 < — < 1,
Pl T p p

1 —14+1
Y B B N S

k Kk . _ _ _
=Ly s el op o1 p—1 p plp—1)
)
D’autre part, vp(n!) = Z [lk} > {E] > T 1.
K1 P P P

B.II.2. Soit n > 2. On a vu que si p > n, p n’est pas un facteur premier de n! et donc v, (n!) =0.
Donc n! = H pyrm) — H p¥r (™) puis In(n!) = Z vp(n!) Inp.

pEP psn psn

1 1

D’aprés la question précédente, Z vp(n)lnp < Z (% + ﬁ) Inp = nZ IITD +n Z ﬁ et aussi

psn psn psn psn

n |
Z vp(n!)Inp > Z (— — 1) Inp =mn Z L n Z Inp (il y a au moins une inégalité stricte puisque la somme
psn psn psn psn

contient le terme correspondant & p = 2 avec In2 > 0).

B.I1.3.
1
B.I1.3.a) D’aprés un théoréme de croissances comparées, L o] <—> et donc la série de terme général L, r>1,
2T r—=+oo T2 2T
+o00
converge. Posons alors S = Z zlr
r=1
+o0 +oo +o0
T T T+ 1 1 1
r=1 r=2 r=1 1——
2
et donc S = 2.
B.I1.3.b) Soit r > 1.
1 1 1 1 1 1 , .
Z py e N Z (ﬁ — H) =5 T w T (somme télescopique).

27— T<m<g2" 27— T<m<g2"
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1 In2
On en déduit que U, < In(2") | Z T - rznr )
27 T<mg2"

In2 In2
T; . Mais d’aprés la question B.I1.3.a), la série de terme général T; ,

B.I1.3.c) Pour tout entier 1 > 1, 0 < U, <

“+o0 +o00
T > 1, converge. Il en est de méme de la série de terme général U, et de plus, Z U, <In2 Z 2—1 =2In2 =1In4.
r=1

r=1

. Inm 1 .
B.I1.3.d) D’aprés un théoréme de croissances comparées, ————— = 0| —— |. Donc la série de terme général
m(m—1) m—+oo m3/2
2]1

Inm
Z m(m—U) .

m=2

Inm

i Inm converge, la suite extraite
_ _ nver uite extral
m(m—1) m(m—1) -, &6

n

, M > 2, converge. Puisque la suite <
m=2

converge et a méme limite. Donc

A n 27 n +o0

1 1 1
Mmoo ym _mm oy ) om0 g u, =5 u,
mm—1) no+oo mm—1) no+oeo m(m—1) n— +oo

m=2 r=1 \m=27-1+1 r=1 r=1

LM

< In4

B.IL.3.e) Soit u € [0, +ool[. La formule de TAYLOR-LAPLACE a l'ordre 1 appliquée a la fonction t — In(1+t) sur intervalle
[0, u] fournit

u Y (u—t) 1 Yu—t
In(1+u) 1n1+1+0+J0 TS e dt=u JO 0102 dt<u

La méme formule & 'ordre 3 fournit

u? (Yt (u—t)? 2 u? (" (u—1t)? u?
In(1 =u——= dt=u— — dt>u——.
) =u== *L 2 Cros Y2 *L Gt 74772
o u? . 11 1 1
En résumé, vu > 0, u — — < In(1 +u) < u. En particulier pour n € N*, — — — < In(1+4+ =) < — ou encore
2 n  2n? n n
1 1 5 1 1 1 1 1 1
1l——<nln(14+—)<1.Deplus, pourn>I,n“>netdonchn|(1+—|)>——-—>———=—
2n n n n 2n2 " n 2n 2n
+ uk
Remarque. Seuls les u €]0, 1] sont utilisés. Pour un tel u, I’égalité In(1 4+ u) = Z(fﬂk? et les inégalités classiques
5 k=T
sur les sommes de séries alternées fournissent immédiatement u — 5 <ln(1+4+u) <u
1N — — N — _
B.I1.3.f) ¢ Pour n = 2, n(2l) - 2In2—-2+1) = 1%—1 =0,4... Ainsi, le réel 0, = In(2}) (2111122 2+1) est élément
n n

In2
de [0, 1] et vérifie In(2!) =2In2—2+4+1+4+6;1n2.
e Soit n > 2. Supposons qu'il existe 65, € [0,1] tel que In(n!) =nlnn—nm+1+ 6, Inn.
In(m+D)H)—((n+ 1) Innh+1)—n+1)+1)
.On a
Inn+1)

Soit 9T‘L+] =

In(n+1H)H)—((n+DInnh+1)—n+1)+1)=Inn!)—mln(n+1)+n
=nlhn—-—n+1+06,Inn—nlnh(n+1)+n

=1—nln (1 +%) +0nInn+1)—0,(In(n+1) —Ilnn)
1 1
=l—-nln(14+—)+0,Inm+1)—0In(14+—].
n n

et donc
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09n1n<]+l) 1n<1—|—l>
n o |1 ™/

n+ = Un -

1—nln (1—1—1) —0nln <1+l)
n n >0

en—H = en +

In(n+1) In(n+1) In(n+1)
1n<1+1)
2 In2
> N A7 2
2O |1 In(3) 1n39“/0’
et aussi
1 1
T—mln(1+—)]—0,In(1+—
Onit = On + n n
n+1 n ln(n+1)
1 0,
m m 1 1
7f9 1—
"t ) < 2n1n(n+1)>+2nln(n+1)
1 1 1 1 1
<1-— < <letdonel— — >
) T mnme ) M mmm ) S zms S etdonel = s m Ty 2 Y

=1

Le résultat est démontré par récurrence.

Inp = Inm
B.I1.4. D’aprés la question B.I1.3.d), — < ——— < In4 et d’aprés la question B.IL3.f), In(n!) >
p q ) %p(p—ﬂ mZ:zm(m—” p q )

nlnn —n + 1. La question B.I1.2) permet alors d’écrire

nlhn—n+1<In(n!) < Z—+ Z <n Z—+n14

p<n ‘p<n p<n

et donc Z np >Ilnn—1 —1n4+% >Inn—(1+1n4).

psn

B.I1.5. De méme,

n(n!) + Z Inp | (d’aprés 11.B.2))

psn psn

1
=— | In(n! ||
- n(n!)+In P
p<n

M
=|§
A

1
< T—l(nlnn —n+1+Ilnn+1In(4")) (d’aprés AIL1.f) et B.IL.3.f))

=lnn+n4-1+— L +lnTn

<lnn+mnd4-—-1+ % + % (d’apres A.I1.3.b))

<Inmn+In4.
i Inp o . np )
En résumé, pour n > 2, —1 —1n4 < Z — —Inmn < In4. Ainsi, la suite, Z —Inn est bornée ou encore
p<n pn

n>2

S B2 nyoq),
P

psn
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1
I1I. Le comportement asymptotique de Z —

<P/
B.III.1.

B.III.1.a) La fonction t — t In? t est strictement positive et croissante sur |1, 4+00] (produit de deux fonctions strictement

positives et croissantes sur |1, +oo[). Donc la fonction t — W est décroissante sur ]1,4+oo[. Pour k > 3, on a alors
n

1 k 1
—— < ——— dt puis, pour n > 3,
KInZ k JH tm2t TP

n ] n k ] n ‘I +o0 ] 1 oo 1
< dt = dt < dt= |—— =,
];klnzk ;Jk] tin®t L tin?t L tin’t [ hlt]z In2

n
1 1 1
puis pour n > 2, E ——— < ——— 4+ ——. Ainsi, la suite des sommes partielles de la série & termes positifs de terme
T T &S klnfk 2?2 In2

1 . .
général T n > 2, est majorée et donc cette série converge.
nin“n

k+1 1 1 k 1
De mé k>3, __dt< < —_ dt pui n >4
€ meme, pour Jk thnt Kok Jk71 thnt puis pour

no g 1o no
— dt< < —dt<g< | — dt.
L tint ];klnk L tint L tint

1o 1
On en déduit que pour n > 4, Inlnn —Inln3 + 2 < ]; ok <Inlnn—Inln2 + TVh Puisque ngrfoo Inlnn = +oo,
n—1
la minoration précédente montre que lim Z ]
p a n—+oo =2
n—1

L’encadrement montre quant a lui que la suite <Z —— —Inln n) est bornée et donc que

1
ik = 400 et donc la série de terme général o n > 2, diverge.

klnk
k=2

B.III.1.b) Quand n tend vers +oo,

Un41 —Un =

nlnn Inn - nlnn —ln Inn

Inn+1 <1+1>

n n —

—Inln(n+1)+Inlhn = ] _1n<1n(n+1)> ] n
ninn

- |1 - - -
nlnn o + Inn nlnn nlnn 2n21nn+0 nZlnn

Tt (L
1 noomz %\nZ) | < 1 1 < 1 ))
= Zhn ' ° <n21nn) '

B.III.1.c) On sait que la suite (un)n>3 et la série de terme général un1 —un, 1 > 3, sont de méme nature. Puisque

1 . . .
Unil1—Uy = O (—2 , la série de terme général un 41 —un, N > 3, converge et il en est de méme de la suite (un)n>3.
n— +oo

n—1 n—1

D il exist éel £ tel —— —Inl = { 1 tel = Inl ) 1).
onc il existe un réel £ tel que ];klnk nln = + 0(1) ou encore tel que kgzklnknﬂﬂm nlnn+ €+ o(1)

B.III.2.

n

1 5(k)Ink
B.II1.2.a) Soit n > 3. On note 6 la fonction caractéristique de P. En remarquant que Ph(n) = Z =P _ Z u

k )
p<n k=1
une transformation d’ABEL fournit
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n—1

1 ¢« d(klnk 1 pn) 1
s xm_lnn+;¢(k)<m ln(k+1)>

1nk1n(k+1) Inn Ink In(k+1)  Inn

1
— n—1 In <1 +—)

k=1

1
In (1 +_)
a Zlb Ink In ki]) +T(TT? (car (1) = 0).

B.II1.2.b) D’aprés le théoréme de MERTENS (B.IL.5)

ln(1+%) ln(1+%) 1n<1+%) 1n<1+%)
P(k)————4— = (Ink + O(1)) — +

Ink In(k+1) Ink In(k+1)  In(k+1) © Ink In(k +1)
1 1

1n<1+E)+O " 1n(1+E) 1 |
I "Ik n(k+1)  kinlk

() —— ()
=—ln ]+_ —+O .

Ink k In <1+1) kIn” k

1 /1 1 1 1 /1 1 1
=k <£+O (ﬁ)) (1 +0 <—k1nk)> =k <£+O <—klnk>> (1 +0 (m))

1 1
~ klnk +0 <1n2k> '

B.III.3. On déduit des questions précédentes que

kIn?k

y o= Zw <1+;) o)

et Ink In(k+1)  Inn
n—1 n—1 +o0
1 1 Inn 4+ O(1) 1
= — O =Inl { 1 O N+1 1
>Rt (ln2k>+ — nlnn+0+o(1)+ ) (m k>+o()+ +o(1)
k=1 k=1 k=1
+oo 1
=Inlnn+A+o(l)ouA=1L0+ (0] + 1.
m > (i)
Il existe A € R tel que Z - e Inlnn+A+o(1).
psn
n
B.II1.4. On effectue de nouveau une transformation d’ABEL en notant que pour n > 1, Z 5(k) (ou o désigne

~

toujours la fonction caractéristique de P). Pour n > 2,

(k)

¢ > 0 et que la série de terme
Kk+1) klnk’ KInk d

Si maintenant il existe ¢ > 0 tel que 7t(n) ~ Cﬁ’ alors
n

= 7k

diverge, un théoréme de sommation des relations de comparaison permet d’affirmer que E m ~
n—+0oo
=1

1
énéral
général .= —

n—1

- ¢ ) e 1. .
g Knk clnlnn (d’aprés la question B.IIL.1.c)).

http ://www.maths-france.fr 11 © Jean-Louis Rouget, 2010. Tous droits réservés.



1
— ~ Inlnm, on en

n 1
Ainsi, 8’il existe ¢ > 0 tel que 7t(n) ~ c——, alors — ~ clnlnn. Comme d’autre part, Z
Inn P n—+oo

p n—o+o0

p<n psn

déduit que ¢ = 1.

IV. Une application a I’étude des entiers possédant de grands facteurs
premiers

B.IV.1. D’aprés la question B.IIL.3,

Z _:Z:_)fz:—) = Inlnn+A+o(1)—Inlnyvn—A+o(1)

=Inlnn—1In <%lnn) +o(1)=1In2+o(1).

. 1
Wi, ) =l

Vn<pgn

B.IV.2.

B.IV.2.a) Si p > m, un éventuel facteur premier de n distinct de p est un facteur premier de m et est donc strictement

inférieur & p. Donc p = P*(n). Ensuite, /1 = /mp < /p? = p et donc n € A. Enfin, si p < 1, alors 1 = mp < x et
m

donc n € A(x).

Réciproquement, supposons que p = PT(n) et n € A(x)). Alors, mp < x puis p < —. D’autre part, puisque n € A et que

3=

p=P*f(n), p>+/n=,/mp puis p?> > mp et finalement p > m.
On a montré que (p =P (n)etn e A(x)) &m<p < %

B.IV.2.b) Si on pose n =mp = m'p’, la question précédente montre que p = P*(n) =p’ puis m = g =m’.

B.IV.2.c) D’apreés la question a), les éléments de A(x) sont les entiers de la forme mp od p est un nombre premier et m

X
est un entier tel que m < p < e et d’aprés b), pour chaque entier n de A(x), il existe au plus un couple (m,p) tel que p

. m N 4
est premier, n=mpet m<p < ? D’oit le résultat.

B.IV.2.d) Soit x > 2. D’aprés ce qui précéde, a(x) est le nombre de couples (m,p) ot p est un nombre premier et m est

. X . . . p
un entier naturel non nul tel que m < p < —. Maintenant, si p est un nombre premier donné, pour m € N*,
m

X

m<p<%(:)m<petm< Sm<p—Tletmcg [%} (:)m<m1n<p—1,[%]>.

P
Ainsi, pour chaque p € P, il y a min (p -1, [% ) entiers m tels que I'entier n = mp soit dans A(x). Donc

- ot ) - Eomo-1 )

p<x

ip > {X} 0
carsip >x, |—| =0.
P

B.IV.3.
B.IV.3.a) Soit x > 1. Puisque p — 1 est un entier,
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=yxet @

Vx> 1, Vx < @(x) < x+1. I

B.IV.3.c) Soit x > 1. Puisque v/x < @(x) < v/x + 1, il existe au plus un nombre premier p tel que v/x < p < @(x).
S’il n’existe pas de nombre premier dans l'intervalle ]\/x, @(x)], I'inégalité p < @(x) est équivalente a I'inégalité p < 1/x.

A5
x

(x) < 14+ /1 +24\/§+4x ] +\/(12+2\/§)2 _ 2+22\/§ _ Rt

B.IV.3.b) Soit x > 1. ¢(x) >

D’aprés la question B.IV.3.a), si p < /X, min (‘p -1, {%]) =p—1T1etsiy/x<p<x, min (‘p -1, [%}) = LE)]
Dans ce cas, a(x) = Z p—1)+ Z [%]

PVX VX<pgx

S’il existe un nombre premier py dans |1/X, @(x)], alors a(x) = Z -1+ po—1+ Z [f} . Il s’agit alors de
p<VX @(x)<p<x P

vérifier que [l} =po—1.
Po

X X X
o — < — =/x<ppetdonc |—| <po—1T.

Po \/)—( \/_ Po |:p0:| Po
e X1 = @(x) est solution de I’équation X* — X — x = 0. L’autre solution X vérifie Xo@(x) = —x et X2 + @(x) = 1. Par
suite —— — —X2 = @(x) — 1. Mais alors x > x @(x)—1>po—1 et donc [l} >po—1.

@(x) Po  @(x) Po
Finalement, on a de nouveau a(x) = Z pP=-1)+ {l} + Z {f} = Z -1+ Z {f]
pP<VX po @ (x)<p<x P pP<VX VX<p<x P

welak= Y (p-1+ 3 m

PV VX<p<x

oI o x
[V VS A

P . 1 _
. On en déduit que XLHFOO < Z (p—1) =0 et donc que

PV

B.IV.3.e) Soit x >9. Ona Y <f - 1> <

VX<p<x

[f} < Z X avec Z 1 = 7t(x) — m(v/x) < 7(x). Donc

VX<p<x VX<p<x VX<pLx

1T 1 X 1
s Z Bl X

VX<p<x VX<p<x Vx<p<x
. . . . 1 R . . m(x)
Maintenant, d’aprés la question B.IV.1, lim E — = In2 et d’aprés la question A.I.3, lim —— = 0. On en
X— +00 p X— 400 X
VX<p<x
1 X X

déduit lim - —| =In2 —| =xIn2 .

éduit que lim E [p] n2 ou encore que E [ ] x1n2+ o(x)

VX<pLx VX<px

B.IV.3.f) D’aprés les questions précédentes, a(x) = o(x) +xIn2 + o(x) et donc @ =1In2+o(1). En particulier,

i M o,
n— +oo n
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