SESSION 2009
CAPES EXTERNE

MATHEMATIQUES 1

I - Intégrales de Wallis et formule de Stirling

I.1. Intégrales de Wallis.

T T 7
I.1.a) Soit n € N. L’application x + 5~ x est un C'-difféomorphisme de [O, z] sur lui-méme. En posant t = 5= X, on
obtient

’ cos™ (E ft) (—dt) = Jﬂ/z sin™(t) dt.

/2
W, = J cos™(x) dx = J
2 0

/2

I.1.b) Soit n € N. Pour x € [O, g}, cos™(x) — cos™ 1 (x) = cos™(x)(1 — cos(x)) > 0 avec égalité si et seulement si x = 0

s s
ou x = 5 Ainsi, la fonction x — cos™(x) — cos™ ' (x) est continue, positive et non nulle sur [O, E] . On en déduit que

/2
Whn —Whyi = J (cos™(x) — cos™ 1 (x)) dx > 0,
0

Ainsi, Yn € N, Wi 11 < Wy, et donc

la suite (Wy )nen est strictement décroissante.

T
I.1.c) Soit n € N. Les deux fonctions x ~ sin(x) et x = cos™*'(x) sont de classe C' sur [O, z} On peut donc effectuer

une intégration par parties et on obtient

/2 /2
2 J sin(x) x (n+ 1)(—sin(x)) cos™ (x) dx

Wiz = J cos(x) x cos™ 1 (x) dx = [sin(x) cos™ ! )],
0 s 0
:O+(n+1)J' sin?(x) cos™(x) dx (carn+1>1)
0
/2
=n+1) J

0
= (n‘l'”(wn*WnJrZ)»

/2 /2
(1 —cos®(x)) cos™(x) dx = (n+1) <J' cos™(x) dx —J' cos™2(x) dx)
0 0

1
et donc (N +2)Wn 2 = (n+ 1)W,y, puis Wy 2 = (2 1 2) Wh.

1
VneN, Wyag = <i> W,..

n+2
/2 T /2 5
L1.d) W, :J 1dx=5 et Wi :J cos(x) dx = [—sin(x)]]/* = 1.
0 0
e Soit p € N*.
_2p—1 2p-3 1 C(2p)x(2p—=1)x(2p—2) x (2p—3) x...x3Ix2x1 7
Wop = =5 = X g3 XX gWe = (2p) X (2p—2) % ... x4 x 2)2 2

o @2ptm (2p) 0w
T (222 2 (p)22°

ce qui reste vrai pour p = 0.

e Soit p € N*.
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_2p 2p—2 2., (2p) x (2p—2) x ... x4 x 2)?
Wi = > o W T G i x @) < 2p = 1 X x3x 2]
227 (p!)?
“prny

ce qui reste vrai pour p = 0.

2p)! = 227 (p)?

Vp S N, WZ‘p = 2219( )2 2 et W2p+] = m

I.1.e) D’aprés la question I.1.c), pour tout n € N, (n + 2)W, 11 = (n + 1)W,, puis, en multipliant les deux membres par
Wi, M+2)Wh i oWhi1 = (M+ 1)W1 Wy Ainsi, la suite ((n+ 1)W1 Wy )nen est constante. On en déduit que pour
T

7
tout entier naturel n, (n + 1)W1 Wn = WiW, = — et donec Wy, (W,

2 T 2mt1)

7T

VTL S N, Wn+]Wn - m

I.1.f) Soit n € N. Tout d’abord Wy > 0 (intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle).
Ensuite, d’apres la question 1.1.b), Wy 12 < Wi < Wy, En divisant les trois membres de cet encadrement par le réel
strictement positif W, on obtient (& l'aide de la question I.1.c))

1o ntl Wao  Wan _ Wa |

1— = = <
n+2 n+2 Wha Wh Wh

1 W,
Comme lim 1— —— =1, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim nil
n— +oo n+2 n— +oo n

=1 et donc que

W W,,.
n%+

T _mT
2n no+oo 2(n+1)

Wn:\/VTTzl - 1

n—+oo n

I.1.g) D’aprés les questions question I.1.e), =Wn W, 1 ~ W2, et puisque Wy, > 0,

[ 7
W, ~ — et en particulier lim W, =0.
n—+oo ZTL n—+oo

1.2. Formule de Stirling.
1.2.a) Soit n > 2.

e (m—1)m—1 —\" 2 1 1
vnzln(un—un_ﬂ:ln(n:f/ﬁx n(ni])!enz ):1n<e(nT) >:1+(n—z)1n<1—g).

Par suite,
v — 1 + — l _l — L — L +o0 l = 1 +
n—+oo 2 n 2nZ 3n3 n3 12n2 n?2
L
Vo e 12n2 %\ R2)
1

1.2.b) En particulier, v, = O <?) et on en déduit que la série de terme général v,,, n > 2, converge absolument et

mn— +00

donc converge.

n n
Maintenant, pour n > 2, Z Vi = Z (In(uk) — In(ug—1) = In(un) —In(wy) = In(un) — 1 (somme télescopique). Donc,
k=2 k=2

vn > 2, In(uy) =14 vy et la suite (In(uy,)) converge. Posons { = 11111 In(u,) puis K = e > 0.
n—+oo
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u, =enlun) 5 et =K.

n— +oo
. L. nle™ n\n
Puisque K n’est pas nul, on peut alors écrire —— =u, ~ Kouencoren! ~ K (—) Vvn.
n“\/T_L n— +oo n— —+oo e

1.2.c) D’aprés la question 1.1.d),

2p
2p
K(=) V2
N (e) b
2 2

Pt Hap2 (E)ZP (V)2

T T T
D’autre part, d’aprés la question I.1.g), W, ~ v et on en déduit que = %

potoo 2,/P Kv2

_ (2p)!
- 22v(p!)?

W2,

et donc que K = v2m.

Finalement,

I1.3. Une autre application des intégrales de Wallis.

1.3.a) Soit (x1,...,xn) € R™.

(X1, Xn) EBn &x3+ ...+ X2 1+ x5 <RPExT— ... —x2  <R¥etxd <RP—x§—...—x%
(car x4 ...+x2 1 +x2 <RP=xF+...+x2 ; <R?
E (X100, Xn1) €EBretxi <R —xf—...—x2
(X1,.+.yXn—1) € Bn_1
& et
—\/Rz—x%—...—xf,_] < Xn < \/Rz—x%—...—xTzF1

Montrons alors par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, B, est contintiment paramétrable.

e 37 = [-R, R] est contintiment paramétrable.
e Soit n > 2. Supposons que B, soit contintiment paramétrable. D’aprés ce qui précéde,

n—1

Bn={(x1,...,xn €ER™/ (x1,...,%Xn_1) € Bn_1 et —\/Rz—x%—...—xfﬁ] <xn<\/R2—x%—...—x2 1.

Comme By _1 est continiment paramétrable par hypothése de récurrence et que les deux fonctions (x1,...,%Xn_1) —

—\/RZ —x3— . =xE et (X1, Xno1) \/RZ —x% —...—x%_, sont continues sur By_1 (car la fonction

(X1,...,Xn_1) — R% — x% — = Xifl est continue sur Bn_7 a valeurs dans R* et la fonction y — /Y est continue sur

R™), on en déduit que By est contintiment paramétrable.

vn € N*| B,, est continiiment paramétrable. I

1.3.b) Soient A > 0 et m € N. La fonction ¢ : t+~ Asint est de classe C! sur [—g,
T T

On a montré par récurrence que

g] et la fonction x — (A2 —x2) %

est continue sur @ ([ D = [-A,Al. On peut donc poser x = @(t) et on obtient

2’2
A m /2 /2
J (7\27x2)7 dx:J (A2 —A%sin?t)% Acost dt:7\m+]J' (1 —sin?t)7 cost dt
—A —7t/2 —mt/2
/2
= A+ J cos™* 1t dt
—7/2
/2
=2Am+! J' cos™ 1 t dt (car la fonction t — cost est paire)
0
=20 T Wi,

1.3.c) Soit n > 2.

e D’aprés la question 1.3.a),
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1
= ZJ J (R? —x3 — X4 1) % dxy ... dxn_
Bn—1
1
_2W1J...JB (szxff...fx,zlq)zdan...dx].
n—1
La formule proposée est donc vraie quand k = 1.
K X
e Soit k € [1,n — 2]. Supposons que V,, = 2¥ (HW1> J ) J (R2 —x3 — ... —xA_ ) ? dxn_x...dxs. D’aprés la
i=1 B
question précédente,
2.2 2 5
JJ' (R*—x7 — ... = x5 1) 7 dxn_x...dx
ank
\/Rz—x%—...—xﬁ7k71 K
:JJ J (Rz—x%—...—xifk)zdxn_k AXn—k—1...dx;
Bn_k_1 —\/Rz—x%—...—xﬁik71
k+1
:JJ 2(\/R2x%...xﬁk]) Wikt | dxn—x—1...dxq
Bn—k—l
kil
= 2Wy i1 J (R2=xT— ... = X3_(eny) 2 dxn_g—1...dx1,
B (k+1)

et donc

k+1

k+1
2
V= 2k <| |W1>J'...L (Rz—x%—...—xfl,(km) dxn_(s1) .- - dx1.
n—(k+1)

i=1

Le résultat est démontré par récurrence sur k.

R
1.3.d) V; :J dx; = 2R =W, x (2R)".
R

Soit alors n > 2. Le résultat de la question précédente appliqué & k =n — 1 fournit

n—I1 R
V, =21 (H Wi> J (RZ —xH)™12dx,
i=1 —R

vn € N*, V, = (2R)™ (HW)

i=1

e Soit k € N*. D’aprés la question I.1.e), Vi € N, WiW; 1 = 2(17:[_1) On en déduit que
2k k
Vox = (2R)%* (H Wi) = (2R)** H Wop_1Wayp
i=1 p=1
k
2R)ZRpk gk
= (2R)3* ” _ = —Rk,
(2R) }:[1 2 x (2p) 22kK! k!

7.[k
Wk € N*, Vo = -R¥.
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e Soit k € N*.

2K+
Vaxt1 = (H Wi) (2R)ZHT = <HW> K x 2RWai 41
im1

22K (k)2

— Vo x 2REE
2R )]

(d’aprés la question 1.1.d))

_Rk R 2K g K KR2k-+1
1 2k +1)! 2k +1)! ‘

En tenant compte de Vi = 2R, on a montré que

k!

kR2k+1
2k + 1)

Vk € N, V2k+1 = 22k+1

Remarque. On pouvait aussi ne pas utiliser la question I.1.d) en écrivant

2k+1 k
Wariq = <H W) (2R) 2k+1 HWZpWZp—H (ZR)Zk'H.
p=1

En particulier,

2 4 o3 ™
Vi =2R, V2 =7R ,V3:§7'[R etV4:7R.

1.3.e) D’apres la formule de STIRLING,

k Rk
VAL CR L)

k! k— 400 k k
<E> 21k

= exp (—klnk+ kln(emR) — %lnk— ln(\/ZTt)),

1
Comme, lim —klInk+ kiIn(emR) — 5 Ink — In(v27) = —o0, on en déduit que klim Vo =0.
— 400

k— 400

Ensuite, d’aprés la question 1.1.g),

T
Vv = 2RW Vv ~ 2R, [=—=V
2k+1 2k Vo~ 22k 1) 2k
et comme kEI—}r—loo 72(2]{7:_ 7 = kEI—}r—loo Vs =0, on a encore kLirfoo Voxs+1 =0.

1.3.f) Les deux suites extraites (Vax) et (Var41) sont convergentes et ont méme limite. On en déduit que la suite (Vy)

converge et de plus lim V, = lim V3 =0.
lim V., =0. I
n— +o00

n— 400 k— 400
1.3.g) Soit n € N*. On a V,, # 0 puis d’aprés la question 1.3.d),

n+1
<H W) (2P)n+!
Vn+1
= = 2RW,,.
Vn
Hwi (2P)n
i=1

Puisque la suite (Wp )nen est strictement décroissante de limite nulle, il en est de méme de la suite (2RW;, )nen et donc il
existe un rang ny € N* tel que pour n > ny, 0 < 2RW,, < 1. Soit np = Min{n; € N*/ ¥n > ny, 0 < 2RW,, < 1} (ng existe

V,
car {n1 € N*/¥n > ny, 0 < 2RW,, < 1} est une partie non vide de N). Alors, pour tout n > no, T{/H =2RW, < 1 et

n
donc, puisque Vi > 0, Va1 < Vi. La suite (Vi )nen+ est donc décroissante & partir du rang ny.

V,
Sing =1, la suite (Vn)nen+ est décroissante. Sinon, ng > 2 puis 2RWy 4 v ™0 > 1 par définition de ng. Mais alors,
Tlo—]

pour 1 <n < ng— 1, puisque la suite (2RW,,) est décroissante,
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V,
"L 2RW, > 2RW,, g > 1,
Va

et donc, pour T<n<nyg—1, Va1 = Vy.

En résumé, la suite (Vi )nen est soit décroissante, soit croissante jusqu’a un certain rang ng puis décroissante.

n

V,
1.3.h) Puisque la suite < ntl > est décroissante,
neN*

V, 1
(Vi)nen+ décroissante & Vn € N*, nl <1l& E <18 2RW; <1 & R =
Vn V] 2
1
La suite (Vi )nen+ est décroissante si et seulement si 0 < R < 7
1.3.i) Supposons R = 1. Soit n € N*.
V, 1
M S 1S 2We 1 W, > =,
Vn 2
Maintenant, d’aprés la question 1.1.d),
24 %22 26 8 1 6! m 2x3x4x5x6 @ 5m 1
W:72—2—2—tW: —_— = —:_:,4.. =
5T T3 120 15729 76T 26622 262232 X373 704 <3
V V;
Par suite, e >1et <. Donc, si R =1, alors ng = 6.
Vs Vs

II - Polynémes et nombres de Bernoull:
I1.1. Définitions.
II.1.a) Soit P € R[X]. Le polynéme Q cherché est nécessairement une primitive du polynéme P.
Pour x € R, posons donc Qp(x) = JX P(t) dt (Qo est la primitive de P qui s’annule en 0). Qo est un polyndéme et les
primitives de P sont les polynémes Qoz Qo + A, A € R. De plus,

1 1 1
J Q(t) dtzO(:)J' (Qo(t) +A) dt:O(:)?\:—J' Qo(t) dt.
0 0 0

1

Ceci montre 'existence et 'unicité d’un polynéme Q vérifiant Q' =P et J Q(x) dx a savoir le polynéme Q tel que
0

X
J P(t) dt> dx.
0
II.1.b) e By existe, est un polynome et est uniquement défini.

e Soit n € N*. Supposons avoir démontré l’existence et 'unicité du polynéme B;,_1. Alors, d’aprés la question précédente,
1

il existe un polynome By, et un seul tel que B/, =nB,_1 et J Bn(x) dx =0.
0

X

vx € R, Q(x) = L P(t) dt — J; (

On a montré par récurrence 'existence et I'unicité de la suite de polynomes (By )nen.

IL.1.c)  Bo(X) =1 et by = 1.

1
1 1 1
e Il existe a € R tel que B1(X) =X+ a. Deplus,O:J' (x + a) dx:eraetdonc az—z.ParsuiteBﬂX):X—z et
0
1
b] :72
! 11
o B5(X) =2B1(X) =2X—1 et donc il existe a € R tel que B2 (X) = X2 — X+ a. De plus, 0 :J (x> —x+a) dx = gfz—l—a
0
1 1 1
et donc a = c Par suite B2(X) = X% — X + 3 et by = c
1 3 1
e B{(X) =3B2(X) = 3X2 —3X + 7 et donc il existe a € R tel que B3(X) = X3 — ZXZ + §X+ a.
1
3 1 1T 1 1 3 1
Deplus,OzJ'O (x3—§x2+zx+a> dXZZ—EJquLaet donc a = 0. Par suite Bg(X):X3—ZX2+zXetb3:O.

e B/(X) =4B3(X) =4X3 — 6X? + 2X et donc il existe a € R tel que B4(X) = X* —2X3 + X? + a.
1 1 1 1

1
1
De plus, 0 :JO (x472x3+x2+a) dx = gfz—i—g—i—aet donc a:f%. Par suite B3(X) :X472X3+X27% et

b4 - 7%
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Bo(X) =1, B (X) :x-%, B, (X) :xz—x+1€, B3(X) =x3—%x2+%x et B4(X) =x4—zx3+x2—%.

bO:]ab1:_%ab2: b3:08tb4:—3]—0.

u—

ga

I1.2. Premiéres propriétés.

I1.2.a) By et de degré O et si pour n € N*, B;;_; est de degré n — 1, alors B/, = nB,,_; est de degré n — 1 € N puis B,
est de degré n. On a mongtré par récurrence que

vn € N, By, est de degré n. I

I1.2.b) Soit n > 2.

I1.2.c) Soit n € N*. On note tout d’abord que pour k € [1,n], BY¥ =nm—1)...(n —k+1)Bp_x = WB“”‘ ce
qui reste vrai pour k = 0 puis n = 0.
La formule de TAYLOR pour les polynémes permet alors d’écrire
_ _ : k
_Z _Z(n—k)! k' Z( ) DX
k=0 k=0 k=0
vneN,Vx eR, By(x) =
I1.2.d) Soit n > 1. LedlteJ]B (t) dt = 0 fo 'ti MY e 5 ot dome b i ) Onk
1 1 = urni = n =— .
S R )kt RS AN I
On retrouve
b1 by 1
by=—(2Xx —+—]=-.
* 02 ( 7t 3) 6
o bs by  bo) 1 1 1
bs b2 b1 bo 1
bg=—(4x—= — +4x I
* b4 < X Tex g A ) ( 3 z 5> 30
puis
B ba bs b by | bo\ 1 1
b5 b b3 bz 1 bo 1 1
e bg (6><2+15 3+O ) + 15 % 5 +6 X = 7) (0 6+0+2 2+7) "l

1
b5=0€tb625.

™M=

II.2.e) by = 1 est un rationnel et si pour n > 1, on a Vk € [0,n — 1], by € Q, alors by, = —

()i
= k) k+1

n
Soit n € N. Les nombres (k) bn_k, 0 < k < n, sont rationnels et donc le polynéme B, est a coefficients rationnel.

montre par récurrence que Yn € N, b,, € Q.
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11.2.f) e Cy(X) = Bo
e Pourn > 1, C/ (X)

T
e Pour n > 1,J Cn(x) dx:(f1)“J'
0 0

Par unicité de la suite (B )nen, on en déduit que vYn € N, C,(X) = B (X) et donc

(X) =1.

(=" 1(1 —X) = (*U“”TLBanU —X) =nCn_1(X).

Bn(1—1) dt:(—])“J By (1) x —du = 0.
1

vneN, By(1—X) = (—1)"Bn(X).

1
11.2.g) Soit n € N. D’aprés ce qui précéde, Bony1(1 — X) = —Bon41(X) (%). En évaluant en =

2’
1 1
—an+] z et donc an+] z =0.

Soit 1 € N*. En évaluant en 0 les deux membres de 1’égalité (x), on obtient aussi Bon1(1) = —B2n1(0). Mais d’aprés
la question I1.2.b), pour p > 2, on a By (1) = By (0) et en particulier, puisque 2n+1 > 1, Byny1(1) = Bon41(0). On en
déduit que Bn1(0) = —B2n+1(0) et donc que b1 = Bany1(0) =0.

1
on obtient By 41 (E) =

1
vn €N, Boni1 (Z) =0 et Vn € N, bans1 =0.

I1.3. Etude des variations de B, sur [0, 1].

I1.3.a) On sait que l'intégrale d’une fonction continue positive et non nulle est strictement positive. Donc si P est un
1

polynéme non nul et positif sur [0, 1], J P(t) dt > 0. De méme si P est un polynéme non nul et négatif sur [0, 1],

0
1

1
J P(t) dt < 0. Dans tous les cas, J P(t) dt # 0.
0 0

I1.3.b) Pour n > 1, on note &, la liste des six propriétés de 1’énoncé.

WA NI R AR
4 2 6) 12 '

1
o (=117Ba1) = (~1)'Ba(0) = 5 <Ot [1)'B: (5
N 1 : .
—[(x—=] + == et donc la fonction (—1)'B, est strictement

2
Ensuite, pour x € [0,1], (=1)"B,(x) = — (xz —x+ = 3 7

1 O\| —
=N =N~
Il

1 1

croissante sur |0, 7 et strictement décroissante sur | =, 1} . De plus, (—1)"B; est strictement négative sur [O, 7~ ﬁ [U

1 1 1 1

— 4+ ——, 1| et strictement positive sur |- — —, = + ——|.
]2 V12 } P {2 V12’2 \/12]

1 1
Puisque ((—1)"B3)’ = 3(—1)"B2, on en déduit que la fonction (—1)"B3 est strictement décroissante sur [O, 7~ ﬁ}
strictement croissante sur [— 1 1] + ] } et strictement décroissante sur [— + L 1} Enfin, d’aprés la question
2 V12’2 Va2 2y T e e

11.2.g), (—1)'B3(0) = (—1)'B3(1) = (—1)'Bs <;>_o_

Donc, &2; est vraie.
e Soit n > 1. Supposons &, vraie.

(=)™ " Boniz)’ = (2n+2)(—1)"""Bons1 = —(2n+2)(—1)"Ban 1. Par hypothése de récurrence, la fonction (—1)"Boy 41

l] avee (7])nan+1 (O) = (—])nan+1 <l> -

est strictement décroissante sur [0, ®2n, 1 1] et strictement croissante sur |on 1, 7 7l

1
0. Donc la fonction —(2n+2)(—1)" B2, 41 est strictement positive sur ]O, 7 [ De méme, la fonction —(2n+2)(—1)"Ban 41
1
est strictement négative sur } z,] [

1 1
On en déduit que la fonction (—1)" "By, ., est strictement croissante sur [O, Z} et strictement décroissante sur [z, 1].

1

Ensuite, J' Bon(x) dx = 0 et d’aprés la question I1.3.a), la fonction (—1)""'B,, 2 ne peut étre de signe constant sur
0

1
[0,1]. On ne peut avoir (—1)"*"Ban 12 (Z) = 0 car alors la fonction (—1)""1B,,, serait négative sur [0,1]. De méme,

1
on ne peut avoir Bon (0) = B2, (1) = 0 car alors la fonction (—1)" "By, 42 <—> serait positive sur [0, 1].

2
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Dome, (—1)™ 1 Bansa(0) % (—1)™+ Banss G

pas de signe constant sur [O, %}, ona (=)™ 1 Bnu2(0) = (1) "Byns2(1) <0et (=) "Bynga (%) > 0.

1
) # 0 et puisque la fonction est strictement croissante sur [O, z} et n’est

(=)™ "Bans3)’ = (2n + 3)(—=1)"*""Bans2. Mais d’aprés ce qui précéde, la fonction (—1)™*'By,42 est continue et

1 1
strictement croissante sur [O, ﬂ et vérifie (=)™ Byni2(0) x (=)™ "Bonsa (E) < 0. On en déduit que la fonction

(=11 B4 2 s’annule une et une seule fois sur ]O, [ en un certain réel réel xon 43 et de plus, la fonction (—1)" "By

2

est strictement négative sur [0, xyn43[ et strictement positive sur ]OCZH+3, 7| Mais alors, la fonction (—1)"*'Ban 3
1 1

est strictement décroissante sur [0, dzn 3] et strictement croissante sur |:O(2n+3, 7 De méme, puisque Vx € {z, 1],

Bont3(x) = —Bany3(1 —x), en posant Paniz = 1 — oansi3, la fonction (—1)"*+1By, 43 est strictement croissante sur

1
[E’ [52n+3} et strictement décroissante sur [Bans3, 1].

Finalement, il existe deux réels ayn13 € |0, 7 7
décroissante sur [0, xon 3], strictement décroissante sur [0on 43, Ban+3] et strictement décroissante sur [B2n43,1]. Enfin,

les égalités (—1)™" "' Byny3(0) = (=)™ "Bonsz(1) = (=)™ " Bongs (%) = 0 sont connues.

1
et Banys € }—,1 [ tels que la fonction (—1)"*'B,y, 3 soit strictement

Le résultat est démontré par récurrence.
I1.3.c) D’aprés la question précédente, Vp € N*, (—1)P*Tb,, > 0 et donc Vp € N*, le signe de by, est (—1)PF1.
11.3.d) Graphes.

1+ 1T
Banz B2n71
] ‘/=
1 1
1+ 1T
BZn an+1
| —
1 1
I1.4. Une application arithmétique.
I1.4.a) Montrons par récurrence que ¥n > 1, ¥x € R, By 1(x) — Bn(x) = nx™~ 1.
1
e Pour tout réel x, By (x + 1) < ) — <x — z) =1=1xx° La formule & démontrer est donc vraie quand

n=1.
e Soit 1. > 1. Supposons que Vx € R, By, (x) — By (x) = nx™~'. Alors, pour tout réel x,

(Bnt1(x+1) =Bni1(x)) = (n+1)(Bn(x + 1) = Bn(x)) = (n+ T)nx™"!
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Par suite, il existe un réel a tel que pour tout réel x, By41(x) — Bn(x) = (n+ 1)x™ 4+ a. Maintenant, n + 1 > 2, et donc
Bnt1(1) — Npuit1(0) = 0 d’apres la question I1.2.b). En évaluant en 0, on obtient 0 = (n+1)0"+a=a (carn > 1) et
donc pour tout réel x, Bnyi(x+ 1) —Bpii(x) = (n+1)x™.

On a montré par récurrence que

¥Yn € N*, Vx € R, By (x) — Bn(x) =nx™1.

1
II.4.b) Soient N € N et p € N*. D’aprés la question précédente, pour k € [0, N], kP = — (Bp+1(k+ 1) —Bp11(k)) et

donc

N n
1
Sp(N) =D K === > (Bpsi(kt1) = By (K))
k=0 p k=0
= DLH (Bp+1(N+1) —Bp4+1(0)) (somme télescopique)
1
= ]9—4-1 (Bp+1(N+1) —bpy1)

B (N+1)—b
VN € N*, ¥p € N*, 5, (N) = 2ol pii LARN

N):BZ(NJH)—bz:(N+1)2—(N+1):N(N+1)

II.4.c) e Pour N e N, $4

—

2 2 2 '
2N3 24N N 2N
OPOUI‘NEN*,SZ(N):%((N+1)3—§(N+”2+%(N+”) — +36N + — (N+1é( +”
N4 +2N3 + N2 N2 2
oPourNeN*,S3(N)=%((N+1)4—2(N+1)3+(N+”2): = 1 - (Nf” :
N(N +1 N(N+ 1)(2N +1 NZ(N +1)2
VNGN*,SNN):%,SZ(N): (N+ é( D o sy = N 4+ )

I1.5. Une application analytique.

I1.5.a) Soit t € R*. D’aprés la formule de STIRLING,

PP
Ll / 2
‘bZD‘ th (7‘[6) ]67Tp th -2 i P
(2p)! " Pt /2p\?P n)
<?) VAT

bap

|b2p|
m
(2p)!

i
oo (2p)!

Par suite, si [t| < 2m, t2P = 0 et dans ce cas, la suite ( t2p> est bornée (toute suite convergente est

b b
bornée) et si [t| > 27, lim ﬂtzl’ = 400 et dans ce cas, la suite ( 2P t2p> n’est pas bornée. Comme d’autre part
p—+oo (2p)! (2p)!
b b, th
Vp > 1, ﬁthﬂ =0, la suite ( :U ) est bornée si [t| < 27t et non bornée si [t| > 27t. On sait alors que la série
! R !

n

entiére de terme général a pour rayon 27t.

I1.5.b) Soit t €] — 27, 27(.

(En)(En) -2 (E ) Za (S 0o )

n=1 n=0 n=1 \k=1 n=1
S ] n I A .
= ] (Bn(1) —bn) t™ (d’aprés la question I1.2.c))
n=1 "

Par suite,
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+oo

t bnt™
vt €] = 2m, 2n\0}, —— = > :

et —1 n!

n=0

Remarque. On peut prolonger la fonction f : t — - par continuité en 0 en posant f(0) = 1. L’égalité précédente

reste alors valable pour t = 0.

I1.5.c) Pour tout réel x et tout réel t €] — 27, 2t[\{0},

+00 n T Al n
. n—k k —_
-y (Z e )tn_ > (Z (k)bn_kx ) i
n=0 \k=0 n=0 k=0
+o0
B n
_ “(X') (d’apres la question 11.2.c))
~—=
vt 6] o 27.[[\[()} Vx € R teXt B f Bn(X)tn
y WV ’ et —1 - n! '

I1.5.d) Ceci montre déja que R > 27t ot R est la rayon de convergence de la série entiére précédente. De plus, les calculs
précédents restent valables si on remplace si on remplace le réel t €] — 27, 2rt[\{0} par un complexe z tel que z # 0 et
|z| < 27t. En notant D(0, 271), le disque ouvert de centre 0 et de rayon 27,

Xz B n
Vx € R, Vz € D(0,27) \ {0}, :eﬁ = %

+o00

Bn(x)z" ze
Z n!

ez —1 ez —1
n=0
la somme d’une série entiére doit étre bornée sur tout disque fermé contenu dans son disque ouvert de convergence, on ne
peut avoir R > 27 et finalement R = 2.

Xz

Maintenant, pour x € R et |z| < 27, . Or

tend vers +oo quand z tend vers 2im. Comme

IIT - Fonction ¢ de Riemann et nombres de Bernoulls.
III1.1. Fonction (.

1
II1.1.a) Soient k € N* et s > 0. La fonction x — "y est continue et décroissante sur ]0, +oo[ et donc sur [k, k + 1]. Par

suite,

1 1 k+1 1 k1 g Al :
| ], wes] weew

Vs >0, VkeN*, — <

(k+1)s

+oo 1
Il est alors connu que 'intégrale J — dx converge si et seulement si s > 1 et de méme la série de terme général s
10X
k > 1, converge si et seulement si s > 1.

1 1

II1.1.b) La fonction  est définie sur |1, +ool. Soient s et s’ deux réels tels que 1 < s < s’. Pour tout n > 2, on a Y < vy
+o0 +oo
. 1 . L : /
(car la fonction x — — est strictement décroissante sur R) et donc E - < E — puis ((s’) < {(s).
nx > ns 5 ns
n= n=

On a montré que

la fonction ( est définie et strictement décroissante sur 1, +ool.

II1.1.c) Soit s > 1. D’aprés la question a),
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+i 1 +0o k+1 1 +oo 1
Us)—1=Y — < J Lax<y Loqs)
k=1 (k+1)¢ k=1"k ) k=1 )
+00 k41 1 +o0 1 +o0

Malsl;J'k ;dx—J'1 —d _[_(S—UXS—‘L :s_]etdonc

1 1

Vs > 1, <((s) < +1
s—1 z—1

Par suite, Vs > 1,1 < (s —1)¢(s) < 14 (s — 1) et le théoréme des gendarmes montre que lir1n+(s —1)¢(s) = 1 ou encore
s—

que ¢(s) ~

. En particulier, lim ((s) = 4oo0.
s—1+ s — 1 s—1+

et lim ((s) = 4oo.

s—=1+ s — 1 s—1+

1
II1.1.d) Soit a > 1. Pour tout s > a et tout n € N*, =

1 L :
:EgmetdOnCVnEN*)Sup{‘E"82(1}<F.

Puisque a > 1, la série numérique de terme général —, n > 1, converge et donc la série de fonctions de terme général
n
fn @ s — e N*, converge normalement et donc uniformément vers la fonction ( sur [a, +ool.
n

e Soit a > 1. Chaque fonction f,, est continue sur [a,+oo[ et la série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge
uniformément vers la fonction ¢ sur [a, +oo[. Donc la fonction ¢ est continue sur [a, +oo[. Ceci étant vrai pour tout a > 1,
la fonction ( est continue sur ]1, 4+ool.

e La série de fonction de terme général f,,, 1 > 1, converge uniformément vers la fonction ( sur [2,+oo[. De plus, chaque
. . . . 1sin=1
fonction fp, n > 1, a une limite quand s tend vers +oo & savoir lim f,(s) = { i . D’apreés le théoréme

s— 400 Osin>2
d’interversion des limites, la fonction ¢ a une limite réelle en 400 et

+00
lim ((s) = lim f(x)=14+0+0+...=1.

s— 400 s— +o0
n=1

La fonction ¢ est continue sur |1, +o0o[ et lir+n ((s) = +oo.
S— +00

_1\yn+1
III.1.e) Soit s > 0. La suite (% est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. Donc, la

-1 n+1
série numérique de terme général %, n > 1, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.
n
Ensuite, pour s > 1,
+o00 +o00 +o0
1 (=1)n+HT 1+ (="
is)—8ls) =) — e my
n=1 n=1 n=1
B i’" 21 &
- s~ 9s—1 hs
= e sy
1
= 557 (s,

et donc

II1.2. Calcul de ((2p).
1

1sin=0
Osin>1

II1.2.a) Soit n € N. ¢o(Bn) = J
0

Bn(x) dx = {

1
Soit k € Z*. ¢ (Bo) = J e 2™ qx = 0. Ensuite, les deux fonctions By et x — e 2™ sont de classe C' sur [0,1]. On

0
peut donc effetuer une intégration par parties et on obtient
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1 —2ikmx 1] 1
_ 1 —2ik7mx _ 1 € 1 —2ik7mx _ 1 | 1 — 1
Ck(B])—JO (x z)e dx = [(x 2) Ziknh—i_ZiknLe dx = S \313 +0= P

Soit n > 2. Une intégration par parties fournit

1
B’ —2ik7x d
, + Tk Jo n(x)e X

e—Zikﬂx 1 1
—2ikm

Bn(x)e 2™ dx = [Bn(x)

1
=0+ nn J Bn—1(x)e ?"™ dx (pour n > 2, By(1) = Bn(0))

2ikm J,
n
2ik Ck(anﬂ
. n n—1 2 n! . .
On en déduit que ci(By) = Tk X Tk X Tk x ck(B1) = ~ Tk ce qui reste vrai quand n = 1.
Tsin=20
VTLGN,CO(B) {OSln >1"
0sin=0
Yk e N*, Vn €N, cx(Bn) = n!

II1.2.b) Tout d’abord, si k € Z et n € N, puisque B,, est & coefficients réels

1 1
ck(Bn) = J Bn(x)e 2™ dx = J B (x)e? ™ dx = c_ (B ).
0 0

Par suite, pour n et m entiers naturels non nuls

1
| BaBn(x ax= ¥ S8 (B)

0

ez
=co(8n)co(8m)+l§ (eBrlew(Bm) +c(Bule-k(Bm))
i m) + ck(Bn)ck(Bm))
P
- ; ((Zrilk!n)“ (Ziz;!)m * (2127!1) (— 21k7r ) i e 21k7r ntT(n_”m)
!
III.2.c) En particulier, pour p € N*, J; B1(x)B2p 1 (x) dx = (2p —1): (Eﬁ%;(nzp_]) i(2p) = (_”2:1(12:2; ”!C(Zp).

D’autre part, une intégration par parties fournit

! Byp(x)]' 1 (! 1
J, B 008100 dx = B0 P | [ ) e o (B2 (1)Bap(1) — B (0B 0)

_ by
2p

e (=1)PH(2p — 1)) b2y et 2P ooy g bay (20027
On en déduit que 22 T,2p ¢(2p) = Z et donc ((2p) = (—1) — (2pr (=1) 2 (2p)
Vp € N* C(z ) _ (_‘I)p+1 bﬁ (27'[)2]9
by (2m)? Am?
HL2.d) e ((2) = 2270 = T =T
by 2m)*  len’ e

.« () =-

2 24 T 30x2x24 90
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0(6) be (2m)° 26m° m°
[ ] = — = = —
2 720 42 x2x23456 945

+o00
(7])n+1 B 7 1 B 7.[2
. ZT_e(z)_ <12—1) c(2)_1—2.

n=1
+oo (7])n+1

n=1

+00 n
.Zw:e(6):<]_l)c(6):ﬂxﬂ_6:ﬂ.

+o00 +o00 +o00

1 1 1 ™'\ 1 w?\  n?
'nZ_Om_E<nZ_1¥+nZ_1T “2\v"12)" %
+00 +o0 +00

11 1 (™' 1/t 7 oA\ 15 ot o
'nZ_Om_§<nZ_1F+nZ_1T “2\2078%%) "6 %0 "%

R YL N (Ll O O sl
L (n+1)F T 2\945 32 945 64 945 ~ 960"

II1.2.e) D’aprés la question IIL.1.c), lirf ((2p) = 1. Par suite, d’aprés la formule de STIRLING,
p— +00

(2p)! B e
22p=1p2p p— 400 22p=lp2p

z_v)“ P
( ])p+1< T

2
bop = (—1)PH! = (=1)P*! (3) P Témp.

e

IT1.2. Application numérique.
II1.3.a) Soient s > T et N > 1.

& = ! o0 +oo —
E 1 § n 1 + 1 1 N] s
< J = dx _J — dx= [_7]} = .
n=N+1 ne n=N+171 x* N X3 (S — 1)Xs N s—1

II1.3.b) Soient € > 0 et s > 1. Pour tout entier naturel non nul N,

N ] —+o00 ] N],s
=2 = X wssT

n=1 n=N+1

puis

au! NI-s 1 1 1\ Vs

0< — — NS™ N :
i T;n5<€<:sf1<€:> o ><£(s1)>
1 1/(s=1)

On peut prendre Nog = E + 1.

e(s—1)

, L1 &
II1.3.c) Pour s = 6, on obtient en posant Ny = E < 5—) +1,0< o5 Z 06 < € et donc

§ 6 §
n= n=

On choisit e de sorte que 945¢ < 1072. Par exemple, on peut prendre e = 1074,
1
5x 10—4

de 7® 4 1072 prés par défaut.

5
1
On obtient No = E ( 5 ) F1=E (\5/2000) +1=5. Par suite, A = 945 )_ — est une approximation rationnelle

5 5
I11.3.d) Par suite, /|945 Z Le < 70 < sqrt[6]945 Z le +1072 ou encore 3,141... < m < 3,146... et donc 3,14 <
n n

< 3,15. On a obtenu m=3,14...
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IV - Formule de Stirling généralisée.

IV.1.
m" 21 n+5
0 ) () !
IV.1.a) Soit n > 1. =L — n+1) x € —e (L) . Soit alors N 3 2.
Qn n-+ 1 n+ n! n -+ 1
< ) 2n(n+1)
e
N—1
InQOn=InQ; + Z (InQyy1 —InQy) (somme télescopique)
n=1

N—-1

cnane S (e () ) e (1 (e ) (22))
1nQ1+Z< < ]>ln<]+%>)'

IV.1.b) Soit t €] — 1,11\ {0}.

1 1 1 1 +0o0 ( ])n Tin n 1tn 1 +00 (_])n—]tn
R RENE) TR SR

n=1 n=1
+oo +oo _ +oo
(=)™ " (=T 1 1
_ =1 S L n
n+1 +Z 2n +Z( ) n+1 2n
n=0 1 n=1
+o00 n—1
— n n
=1+ (V5T
n=1
. 1 1 . .
Ainsi, si pour t €] — 1,+00[, on pose @(t) = ¥+§ In(T+1t)sit£A00sit=1 , alors Vt €] —1,1], @(t) = 1+
+oo n—1
Y et
— 2n(n+1)
~ IR Il
Puisque |(—1) I ) A hee Im , le rayon de convergence de la série précédente est 1.

IV.1.c) Soient N > 2 puisn € [1,N —1].

1 1 N_v k-1 1
(e (18) 2o () - E e m e

k=1
et donc
© et k—1 1 N 1 séri
InOn=In0Q; + Z Z mﬁ (somme de N — 1 séries convergentes)
n=1 \k=1

N-—-1
1 1 1 1
k+17 § Q § k+17 o § o
=In0y + Z 2k(k+1) < — ) e 2k(k +1) o

K

n>N
IV.1.d) La fonction C est décroissante et positive sur |1, 4o0[. Donc, la suite ({(k))x>2 est décroissante et positive.
5 k k—1 k2 —(k—1)(k+2) —k+2

o - = <0.D 1 it
P2k (k+2) 2k(k+D)  2k(k+T1)(k+2)  2K(k+T)(k+2) one la suite
—1 o . o :
est décroissante et positive. On en déduit que la suite
Zk( k>2

D’autre part, pour k >

K+ 1)

C(k)) est décroissante et positive
) k>2
en tant que produit de deux suites décroissantes et positives.

2k(k + 1

—1
Enfin, kLiTOO C(k) =1 d’apres la question I11.1.d) et donc kLH}rloo m&(k) =0.
k—1
En résumeé, la suite <(1)k“ 7C(k)) est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant.
2k(k+1) k>2

k—1
Donc la série de terme général (—1)k+! m&(k), k > 2, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.
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IV.1.e) Pour N > 2, on peut donc écrire

On 0+ Y 1K - 3 e K :
nQOn =l 1+g(—) e D gg

k=2 N
1 & k—1
k+17 _ k1K=
an1+Z R k;( U Sty RN
IV.2.
IV.2.a) Soient n > 2 et k > 2.
n+1 n
1 1 1 1 1
— dx < — =Ri(N Z — J — dx + ——
n>NJ Xk n>N nk >N+ n n>N+1 no1 XK Nk
etdocJ'WO] dx<R(N)<J+OO] dx—i—1 ou enfi
n — < < — —— ou enfin
N XK K N XK Nk
1 1 1
< —.
onne T S RN S T T RE
IV.2.b) Soient p >3 et N > 2.
+o00
k—1 1 1
ki —_
g( RASTe ey ZZkk—H ZZkk+1 ( 1)Nk1+Nk)
_ Z Z k=T 1
Zkk-i-] Nk Nk=T Zkk-l—] Nk
1 +o00 1 +o00 1 1 +o00 1
< +) i = +Rp(N)
= k = P
NPT = ki 1) = NE T NPT = (k1)
c Ly 1 1 L1
Nl & k(k+1) - (p—T)NP=T - NP
et donc NP—2 f( 1k —1 R(N)<]+OO 1 + ] +1
n 1) < — —.
et LU N & 2k(k+1) - (p—TN = N2
+00 k 1
. . p—2 X - N)| =
Par suite, NEIEWN kZ:p( 1) 72k(k—|—1)R k(N)| =0 et finalement

IR LIV Y (L
é 2k(k+1) NS oo O (NP2>'

IV.3. D’aprés la formule de STIRLING, lim Qp =1 et donc th In (Qn) = 0. Ensuite, d’aprés la question précédente
N— +o0 — 400

+00 1

k
Z (—1)*=———Rk(N) = o0(1). En passant a la limite quand N tend vers 4+oco dans 1’égalité de la question IV.1.e),
= 2k(k+1) N— +o0

on en déduit que

+o00
0= _lim 1n(QN)zln(Q1)+Z(f1)k+‘k7*]c(k)+o,

N= fo00 = 2k(k+1)
et donc que
+oo
k—1 e 1
(k) =In(Q1) =In | ——= | =1— 5 In(27).
3 gy =m0 =t () <1 J e
IV.3.a) On en déduit aussi que pour tout N > 2,
+o00
k—1
_ 1k
1n(ﬂn)—g( S 7y ReN)
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IV.3.b) Soit p > 1. D’aprés la question IV.2.b)

p+1

p+1
k—1 1 k—1 1
In(Qn) = flki 7RN = —1)*——— Ry (N — .
o (On) k;( P ey RN+ Z P e R )N%mk;( e R )+O<NP>
1
Par suite, si les suites (R2(N)), ..., (Rp+1(N)) admettent des développements limités en N a lordre p, il en est de méme

de la suite (In (Qn)).

2—1 1 R2(N 1
IV.3.c) D’aprés ce qui précede, In (QN) N (71)2mR2(N) +o (N) N 2](2 ) +o <N)

1
Maintenant, d’aprés la question IV.2.a), pour tout N > 2, — < Rz(N) < — + —5. Par suite, lim NRz(N) =1 et donc
N N N2 N> +o0
1

1
R2(N) N N +o0 (N) Par suite,

1 1
m(On) = m“(N)

Mais alors

1 1 1 1
j— II’IQN — e = _—
On=em e eXp<12N+O<N>) Na+oo]+12N+o<N)

ny\n 1 1
I = (= —
™ e (e) 27Tn(]+12n+o<n))'

IV 4.

IEREA 1
IV.4.a) Soit N € N*. N = (— — —> (série télescopique convergente). Par suite,
n

1 1 1 1 1 1 1
R N——: _ _— = _ — — e — =
2(N) N an <n n+1) T;(nz n+n+1>

IV.4.b) Soit N > 2. Puisque la fonction x 2t est continue et décroissante sur ]0, +oo[, on a
x2(x

+oo ] n+1 ] ] n ] “+o00o ]
—_— = _ < 7< —_—— = - .
JN 2t & ZJ x2(x+1)dx\n>ZNn2(n+1)\ZJ R Ton y JN_1 ) &

n>N-" n>N"

1
Z nZn+1)

n>N

Maintenant,

oo 1 feo 1 1 ™ 1 1
_ = — — = =|——+In(1+ - =——-In(1+ =
JN XZ(XJF”dX JN (XZ X+X+1)dx {X—'—n( +X>L\1 N n<+N>
1 . 1
No+eo 2N2 T OA\NZ
“+o0o
etdoncaussiJ' ;dx = ;qLo ; = L+o L Par suite
Nop X2 (x+ 1) Notoo 2(N—1)2 (N—1)2 ) No+oo 2N2 N2 J° ’
1 1 1
RN Sentmete (m)

1
Ensuite, d’aprés la question IV.2.a), R3(N) N N2 +o <N2>' Mais alors,

CRiN) Rs(N) 1 AR 1 1
n (On) = =33 12 to\N ) nTe 2NN TNz O\ N2

1 1
Nt 12N 1 ° (W) ’

puis
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Q = e L + L =1+ L + L + L
NN PP TN TOA\NZ) ) T TN T 2geNz TN )

n\m" 1 1 1
o= (=) V -4y _
n (e) 27Tn(1+12n+288n2+0<n2)>'

1
IV.4.c) On veut effectuer un développement limité de QN en N alordrep > 1.

p+1
k—1 1
On écrit déja Qn N exp <é(—])kak(N)> +o (W) Il s’agit alors d’obtenir un développement limité
1
de QN en N a lordre p de chaque Rg(N), 1 <k <p+1.
1

On démarre avec la question IV.2.a qui fournit Ry (N) Nre (KT)
—+0o0 —

1
(k— 1)NK—1

1 1
de Ri(N) — W Puis on réitére pour obtenir le terme en N

1
NF +o0 <Nk—1 > puis on obtient la différence

Ry (N) — comme somme d’une série que 'on compare & une intégrale généralisée pour obtenir un équivalent
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