SESSION 2010
CAPES EXTERNE

MATHEMATIQUES 2

Partie I : Série génératrice d’une suite (a,)

1) Propriétés algébriques
1.a) e x est une loi interne dans K.

o Soient (an)nen et (bn)nen deux éléments de KN,

n n
(an)nen X (bn)neny = <Z akbnk> = <Z anlbl> = (bn)nen X (An)nen
k=0 neN =0 neN

Donc x est commutative.

o Soient (an)nen, (bn)nen €t (cn)nen trois éléments de KV,

((an)nen X (bn)nen) X (Cn)neny = < Z apbq> X (Cn)nen = Z Z apbg | cnox
n neN

k=0 \p+q=k neN

n
= Z Z apbgCn_k —< Z apchr>
neN

neN p+q+r=n

Ensuite, en échangeant les roles des suites (an)nen, (bn)nen €t (Cn)nen et puisque X est commutative,

(an)nen X ((bn)nen X (€n)nen) = ((bn)nen X (Cn)nen) X (An)nen = < Z bpcqar>
neN

pP+q+r=n

p+q+r=n

= < Z apchr> = ((an)nen X (bn)nen) X (cn)nen.
neN

Donc x est associtative.

e La suite X° = 1 est la suite de terme général 8,, 0, n € N, ot1 /delta; ; est le symbole de KRONECKER. Soit a = (an )nen
un élément de KY. Pour n € N, le terme de rang n de la suite a x 1 est

n
E akén—k,o = Un.
k=0

Donc ¥n € N, (a x 1), = a, puis a x 1 = a. Puisque x est commutative, on a aussi 1 x a = a. Ainsi, Va € KV,
ax1=1xa=aetdonc 1 est élément neutre pour X.

o Soient (an)nen, (bn)nen et (Cn)nen trois éléments de KV,

k=

n n n mn
(Z QCn K+ Y bkCn—k> = (Z akcn—k> + (Z bkcn—k>
k=0 k=0 nen k=0 nen k=0 nen

= (an)nen X (cn)nen + (bn)nen X (cn)nen,

((an)nen + (bn)nen) X (cn)nen = (An + bn)nen X (Cn)nen = << (ax + bk) an)
0 neN

et de méme, puisque X est commutative, (cn)nen X ((An)nen + (bn)nen) = (cnlnen X (@n)nen + (Cn)nen X (bn)nen.
Donc x est distributive sur +.
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(KN, 4, x) est un anneau commutatif d’élément unité X° = 1.

Remarque. La notation XP est cohérente. En effet, on vérifie que

n
- pour (p,q) € sz (6n,p)n€N X (‘Sn,q)neN = Z Sk pOn—k,q = (6p+q,n)n€N-
k=0 neN
- en particulier, pour p € N*, (0n 1 )ﬁeN = (8n,p) ey de sorte que si on pose X = (&n,1)

- pour (p,q) € N2, on a alors XP x X9 = XP+d,

alors (on,p) XP.

neN neN —

1.b) Soient a = (an)nen et b = (byn)nen deux éléments non nuls de K. Soient p = Min{k € N/ ay # 0} et ¢ = Min{k €
N/ by # 0} (p et q existent dans N car toute partie non vide de N admet un plus petit élément).

P+q
Le terme de rang p + q de la suite a X b est Z aixbpig—k. Dans cette somme, si k < p alors ax = 0 puis axbpg—1 =0,
k=0
P+q
etsik>p,alorsp+gq—k<p+qg—p=(etdoncb,iq_x =0 puis axbyq—x =0. Il reste Z akbpiq—kx =apbg #0.
k=0

Donc au moins un des termes de la suite a X b est non nul et finalement a x b # (0).

En résumé, un produit d’éléments non nuls de K¥ est non nul et donc

(KN, +, x) est intégre.

1.c) Soit @ = (an)nen un élément de KN.

e Supposons ap = 0. Alors, pour tout élément b = (by)nen de KN, (a x b)o = ap x bg = 0 et en particulier, pour tout
élément b = (bn)neny de KN, a x b # 1. Dans ce cas, (an)nen est un élément non inversible de KN,

e Supposons ag # 0. Soit b = (by )ney un élément de K.
n ] n
axb=T&VneN, ) abn k=08n0& aobo=TetVneN, by=——> arbn .
ao
k=0 k=1
Montrons par récurrence l'existence (et 'unicité) de chaque bn, n € N.

1
- Pour n =0, ’équation apbo = 1 équivaut & bp = —. Donc by existe (et est uniquement défini).

ao
n+1
- Soit 1. > 0. Supposons acquises I'existence (et I'unicité) de by, by, ..., by. Alors by = —— Z axbn1_k existe
ao
k=1

(et est uniquement défini).

En résumé, il existe une (unique) suite b = (by )nen telle que a x b =1 et donc a est inversible.

V(an)nen € KN, (an)nen est inversible pour x si et seulement si ag # 0.

1.d) (KN, +,.) est 'espace des suites & coefficients dans K muni des opérations usuelles. Donc

(KN, +,.) est un espace vectoriel.

Remarque. La famille (XP),en est libre mais cette famille n’est pas une base de KN car n’est pas génératrice de K. La
famille (XP)pen est est une base de I'espace vectoriel (K[X], +,.) le sous-espace vectoriel des polynomes a coefficients dans
K.

2) Eléments inversibles

2.a) Il s’agit de vérifier que (1—X) x Z X" =1.1—Xest lasuite a = (1,—1,0,0...) et Z X™est lasuite b= (1,1,1,...).
n=0 n=0

Or, (a x b)g = apbg = 1 puis pour n € N*,

n
(axb)p = Z axbn_x = agbn +ajbn_ 1 =1x+(—1) x1=0.
k=0

Donc a x b =1 ou encore
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2.b) Soit a € K\ {0}. Il s’agit de vérifier que (1 —aX) x Z a™ X" =1.1—aXest lasuite A =(1,—a,0,0...) et Z a™ X"
n>0 n>0
est la suite B = (1,a,a?,...).

Or, (A x B)g = ApBo = 1 puis pour n € N*,

n
(AXxB)n=) ABu 1k =ABy+ABy1=1xa"—axa™'=0.
k=0

Donc A x B =1 ou encore

YaeK\{0} 7= =) a"

n>0

2.c) Soient a et b deux éléments non nuls de K tels que a # b.

a—b)1—ax T-bX b-a (1—-aX)1-bX)  b—a(l—aX)(1—bX)
1
T 0 —aX)(1—-bX)

< a) 1 < b ) 1 1 —a(1-bX)+b(1—aX) 1 b—a

3) L’opérateur de dérivation

3.a) D est bien une application de K~ dans lui-méme. De plus, si a = (an)nen et b = (b )nen sont deux éléments de KN
et A et n sont deux éléments de K,

D(Aa+ub) =} (n+1)(Adns1 +ubn)X" =AY (n+ DaniX® +p ) (n+1)bnX™ =AD(a) + uD(b).

n=0 n>0 n>0
Donc
D ¢ Z(KY).

3.b) (Attention, il ne suffit pas de vérifier que la formule proposée est vraie pour les éléments de la famille (XP),en car
cette famille n’est pas génératrice de 'espace vectoriel (KN, +,.)).

Soient A et B deux éléments de KY.

+00 oo
D(A) xB+AxD(B)=| Y (n+Nan X" | x <Z an“> + D anX™ | x (Z(n+1)bn+1X“>
n=0

n=0 n>0 n=0
n n
= Z (Z(kJr ”ak+1bnk> X"+ Z (Z ar(n —k + 1)bnk+1> X"
n=>0 \k=0 n>0 \k=0
n+1
= <Zkakb )X +Z<Zakn k+] n— k+1>
nzo0 = n=o0

n+l n+1
Z <Z kakbn, )X +Z (Z akn k+] n— k+1>
n>0

n>0

n+1
m+1) <Z axbnii- k)
0

A x B)

Il
3
V

—_

3.c) Soient A un élément de K" et B un élément inversible de K.
A A A
D(A)_D(Bx §> =D(B) x E+BXD(§>’

et donc

Ay 1 A _ D(A) xB—A xD(B)
D(§> =3 X (D(A)—§ xD(B)) = 52 .
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. . 1\ _ —pD(B)
. Plus généralement, pour p € N*, D <B_p) = g1

1

D(B
Remarque. En particulier, D (—) =— (B)

B2

B

4) Quelques exemples

1 1 A N
4.a)W:D<ﬁ):D Y XM =) (n+1X™

n>0 n>0
1 (p—1)

. * —1 _ _ —
4.b) Soit p € N*. DP <]—>_1 X2x...x(p ”(1—X)P BRTES L et donc

1 1 _ 1 1 e (p—
=T :(pi])!Dp 1(1X):(p1)! ((D—U!+Zn(n—l)...(n—(P—l)Jrl)X » ”)

nzp

B n! ne(p—1) _ m+p-—-1D!, . n+p—1\n
=2 (D—1)'(n—p+1)lx =2 (p—U!n!X _Z< n )X'

n>0 n>0

. 1 B n+p—1\n
VpeN,(]X)p—Z( N )x.

n>0

4.c) Soit A un élément de K.

X ZanX X ZX —Z<k00k>x-

n=0 n=0 n=0 =
4.d) En particulier, si A(X) 1 on obtient
. n particulier, si = ————, on obtien
p 3 (] _X)p7
P\ 1 O =xp = o (P =T yn
Z n T (1=XpHt T 1=X _Z .k _Z Z k ’
n>0 n>0 \k=0 n>0 \k=0

n
k —1
Ainsi, les suites (<n + p>) et (Z ( +: )) sont égales et donc
" neN k=0 nenN
= (k+p—1 n+p
Vnen, ) < > = ( )
= k n

Partie IT : Séries génératrices et suites récurrentes

1)
1.a)

AX)=) anX"=) anX"=) anu X" =) (2an +n)X™!

n>0 n>l n>0 n>0
=2X ) anXM 4 ) XV =2XA(X)+ ) nX™=2XA(X) + ) (n+ )X
n>0 n>0 n>l n>0

=2XA(X) + X2 ) (n+1)X"

n=0
b) Il exi is réels 1 X) =2 b ¢
1.b) 1l existe trois réels a, b et c tels que A( )_1—X+ T-X)2 +1—2X'
. (1/2)?
=1 1—2%x)A(x) = ————— =1.
AR N | VA
12
=1 — 2 = = —
ob]—ilj%(] x)“A(x) T3 1.
e —— = lim xF(x):afEet donc a = 0. Finalement,
X— +00 2
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X2 1 1
(1—X)2(1—-2X)  1-2X (1—=X)2°

XZ
1.c) D’aprés les questions II.1.a), I.4.a) et 1.2.b), A(X) = 2XA(X) + X? Z (n+1)X™ =2XA(X) + %z et donc
n=0
A(X) = X2 o =) 2" —(n+)X"
C(1=X)2(1=2X) 1-2X (1=-X)2 ’
n>0
et donc
yneN, a, =2"—n—1. I
2)
2.a)
FOX) =) FaX"=X+ > FaX"=X+ )Y FoaX"2 =X+ ) (Fuyr +Fo)X™H?
n=0 n>2 n>0 n=0
=X4AXD) Fapa X" X2 Y FaXpy =X+ ) FaX"+X2 ) FuXn
n>0 n>0 n>l n>0
=X+ (X+ X*)F(X),
X 1 5 1—+/5
et donc F(X) = T X2 Les racines du trindme x2 —x—1 sont o = +2\/_ et oy = 2\/— (on note que &1 + a2 =1
et oty = —1). Maintenant
LR B (1 — a2)/V5 X kx
\/5 T—oi X 1—o0X _1—(0(1+062)X+061062X2_1—X—X2_ '
Donc
1
2.b) On en déduit que F(X) = — Z (o] + a3 ) X™ puis que
5 n>0
n n
1 1+5 1-V5
Fo=— )
Yne N, T ﬁ<< . >+< . ))
3)

3.a) U est un sous-espace vectoriel de CY. De plus

e ¢ est une application de U/ dans C*.
e Soient (u,v) € U? et (A, u) € C2.

GAU+ pv) = (Auo + 1o, ..., Auk—1 + uvk—1) = Aluo, ..., Uk—1) + 1(vo, ..., vk—1) = Ad(u) + ud(v).

e Soit u € Kerd. Alors, up =...=ux_1 =0et Y > 0, Uni+kx = A1Un+k—1 + ...+ axun. Montrons par récurrence que
vneN, u, =0.

- C’est vrai pour n € [0,k — 1].

- Soit n > 0. Supposons que Vp € [0,k — 1], unyp = 0. Alors unix = a1unik—1 + ...+ axun =0.
On a montré par récurrence que si u € Kerd, alors uw = (0). Donc ¢ est injective.
e Soit (&g, ..., &k_1) € C*. Soit u I’élément de CN défini par up = o, ..., Ux—1 = 071 et VYN >k, Up = QjUn_1 +...+
QpUn_k- Alors u est un élément de U tel que d(u) = (xg, ..., xXk_1).
Ceci montre que ¢ est surjective.

Finalement,

¢ est un isomorphisme de U sur C*. I
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En particulier, dim(i/) = dim(C*) =k

Tsin=0
3.b) Posons by, = —ansil <n<k desorte que P = Z b X",
Osin> k + 1 n>0

Soit alors n > k. Le coefficient de X™ dans I’écriture développée de Q(X) x S(X) est

n k k
E bpun_p = E bpun_p =Un — E apun—p =0.
p=0 p=0 p=1

Donc, P est un polynéme de degré au plus k — 1.

3.c) Puisque ax # 0, les racines de (E) sont non nulles. Soit alors z € C*.
1
(z—z))% .. (z—2p)% =2 — (12 T+ ...+ ay) = 2K (1 —ﬂf...fﬁ) =2z*Q <—>7

et donc, puisque 1 + ...+ &, =Kk,

Q(X) =Xk <¥Z1) (YZP> ’ =(1—zX)*" ... (1—2z,X)%

= (—z1)%" .. (—zp)*P (Xl> <Xl) p:fak <Xl> (Xl) ' (car dom(Q) = —ay).

Z1 Zp Z1 Z'P
.. P(X) : , . : - P(X) :
Ainsi, W est une fraction rationnelle. Puisque deg(P) < deg(Q), la partie entiére de o) est nulle et puisque les

1 1 P(X
racines de Q sont — d’ordre «1, ..., — d’ordre «, (%) peut s’écrire sous la forme

Z1 Zp W

3.d) On en déduit que

i=1 n>0 n>0 \i=1 =

n+j—1

—1
Maintenant, pour i € [1,p] puisj € [1, «], <n+) ) = < P

> =M+j—1)n+j—2)...(n+1) est un polyndme
s ) n+j—1 . )

en n de degré j— 1. Done, pour i € [1,p], Ri(n) = (Z Ay 0 est un polynéme en n de degré au plus o; — 1 ou

encore tel que deg(R;) < ;. Ainsi, il existe des polynomes Ry, ..., R, tels que Vi € [1,p], deg(Ri) < a4 et

e N

p

Par identification des coefficients, on en déduit que Yn € N, u,, = Z Ri(n)zi ot Ry, ..., Ry sont des polyndmes tels que
i=1

Vie [[],‘p]], deg(Ri) < .

3.e) V = Vect ((Z?)neN, MmzP)nen, - -, (noiT 21 )nen, - -+, (Z2p)nen, - . -, (NP =120 )neN))- Donc V est un sous-espace de

CY de dimension au plus o1 + ...+ &, = k.

D’apreés la question précédente, U C V et d’aprés la question 3.a), dim(U/) = k. Donc k < dim(V) < k et finalement
dim(V = k.
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En résumé, U et V sont des sous-espaces vectoriels de CN vérifiant & C V et dim(U) = dim(V) < +o0. On en déduit que

u="y.

Partie III : Nombre de partitions d’un ensemble

1) Les différentes partitions de S en deux classes sont {{1},{2, 3,4}}, {{2},{1, 3,4}}, {{3},{1,2,4}}, {{4},{1,2,3}}, {{1,2},{3,4}},
{1,3},{2,4}} et {{1,4},{2,3}}. Donc

2) Soient n € N* et k € N*.

. n—1 n-11_ [ n-1 n-1]1_ [ 14+0sin=1 __ [ n ] _ [ n .
'Slk_l’{k1}+k{ k }_{ 0 }*{ k }_{0+1sm>2 _]_{1}_{k}(ﬂya
une seule partition de S en une classe a savoir {S}).

e Supposons maintenant k > 2.

. n—1 n-11 _ , [n
sin=t {02 beR{ M =o={ R
I n—1 n—-11_ [ 1+0sik=2 [ 2] | n
‘S”‘—Z{k1 }*k{ K }_{O—i—Osik >3 _{k}_{k}

- Supposons n > 3. Soit s un élément donné de S. Il y a deux types de partitions de S : les partitions qui contiennent
le singleton {s} (type I) et les partitions qui ne contiennent pas le singleton S (type II). De plus toute partition de S
appartient & un et un seul des deux types ci-dessus.
Une partition du type (I) s’écrit {s, P} ot P une partition de S\ {s}. Il y en a autant que de parttitions de

o a1 n—1
S\ {s}, c’est-a-dire K1
Dans une partition du type (II), s « n’est plus seul ». Une telle partition est obtenue en partitionnant ’ensemble S\ {s}

—1 } partitions de S\ {s} en k parties

en k parties puis en incorporant 1’élément s & I'une de ces k parties. Il y a { " K

. .. . . . . . . —1
puis pour chacune de ces partitions il y a s choix possibles de la partie a laquelle appartient s, soit au total k { Ei 1 }

partitions du type (II).

. n|_ [ n-—1 n—1
Doncdanscecasauss1,ona{ K }—{ K—1 }—l—k{ K }

On a montré que
« n| [ n-=1 n—1
Y(n, k) € (N*)?, {k}_{k—1}+k{ K }

3)
3.a) Soit k > 1.

n n=0
. o X
3.b) Soit k € N*. D’aprés ce qui précede, Ay (X) = ] kXAk 1(X).
Maintenant, Ag(X) = Z { 8 }X“ =1404+0+...=1. On en déduit que
n>0
X X X Xk
Ax(X) = x Ao(X) =

T—kX “T—(k=D1X “T1=X

-
H (1 —mX)
m=1
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k
1
3.c) Posons P(X) = H (1 — mX) puis F(X) = ——-. P est a racines simples. Donc la décomposition en éléments simples

o P(X)
K (08
de F(X) s’écrit T _ avec, pour 1 <1 <Kk,
; 1—1X
-1
or = Tl (1 —=mx)F(x) = : my (r—1)(r—2)...(r—(rrj1))(r—(r+1))...(r—k)
nl;lr (-7)
(7])k7r.rkf1 (7”kfr.rkf1

=N =2)... ==+ =1 (k—=7)  (r=D!(k—1)!
3.d) Dong, pour k € N*|

nyn oAl x) — XK 1 gk k A 1
Z{k} = Ar(X) = X" x Zr—] ) T oX

r=1

4)

4.a) Supposons n < p. Si f est une application de E vers F, card(f(E)) < card(E) < card(F) et en particulier, f(E) # F.
Donc f ne peut étre surjective.

sip>n, S(n,p) =0.

4.b) Supposons p =1 ou encore card(E) = card(F). Si f est une application de E vers F, on sait que f est surjective si et
seulement si f est bijective. S(n,n) est le nombre de bijections de E sur F & savoir n!.

vn € N*, S(n,n) =nl

4.c) Soient 1 > 1 puis p € [1,n]. Une surjection f de E sur F définit de maniére unique une partition de E en p parties :
si pour k € [T, pﬂ on pose Sy = ' ({k}), alors (Sq,... ,Sp) est une partition de E en p parties. Inversement, une partition
de E en p parties définit p! surjections deux a deux distinctes car il y a p! possibilités d’associer a chacun des éléments

S1, ..., Sp d’une partition de E en p parties chacun des éléments de F. Donc, S(n,p) = p! { ; }

Vn e N*, Vp € [1,n], S(n,p) :p!{ g }

Partie IV : Nombre de dérangements

1) &7 ={Id}. Mais Id a un point fixe et donc d; = 0.

S, ={Id, t1 2} ot T7 2 est la transposition qui échange 1 et 2. Seule 17 > est sans point fixe et donc d; = 1.

63 ={Id,T1,2,713,,72,3,C1,C2} ott ¢y est le cycle (23 1) et c; est le cycle (3 12). Seuls ¢y et ¢ sont sans point fixe et
donc d3 = 2.
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di=0,d,=1et d; =2. I

2)
2.a) Soient n € N puis k € [0,n].

e By est I'ensemble des permutations sans points fixes de {1,...,n} et donc card(Bg) = dn = (g) dn_o.

e Sin =0, B, = By et donc card(B,,) = card(Bp) =1 = (2) dn_n. Sin > 1, B, est ensemble des permutations de

{1,...,n} qui admettent n points fixes et donc B,, ={Id} puis card(B,,) =1 = (2 dn_n.

e Soient n > 2 puis k € [2,n — 1] (si n € {0,1}, il n’y a plus rien & dire). Soit o un élément de By. Si P est 'ensemble
des k points fixes de o, la restriction o’ de o a{1,...,n}\ P, est une permutation de {1,...,n}\ P car est une application
injective de I’ensemble fini {1,...,n}\ P dans lui-méme. De plus, ¢’ ne peut avoir de point fixe.
Ainsi, la donnée d’un élément de By définit de maniére unique un couple (P,¢’) ou P est une partie de {1,...,n} a k
éléments et 0’ est une permutation sans point fixe de 'ensemble {1,...,n}\ P a n — k éléments.
Inversement, un couple (P,0’) ou P est une partie de {1,...,n} & k éléments et ¢’ est une permutation sans point fixe

de I'ensemble {1,...,n}\ P & n — k éléments définit un unique élément de By. Il y a <E> choix possibles pour P et pour
chaque choix de P, il y a dn_x permutations sans point fixe de {1,...,n}\ P. Donc card(By) = (n) dn_x.

Maintenant, (Bg,...,By,) est une partition de &,, et donc

n! =card(6,) =

n n n
. n n! Pk .
2.b) Soit N, n! = dy = —— x k! t d ———=1.P t
) Soitne N, n kgzo (k) " E IEE——Y x klpx et donc kE:O CEAT ar suite,

E(X) x P(X) =) (Z (nvkk)!> Xm= Y X ﬁ

n>0 \k=0 n>0

2.c)

n>0 n>0 n k=0
:1+Zl zn ™M) (—1)x xﬂ:1+§ l(1f1)“X“ 1
n! k n! ’
n>1 k=0 n>1

T B (=" o
et donc X =E(—X) = Z Xm.

2.d)

k=0 k=0
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Partie V : Nombre de Catalan

1) Chemins de Dyck

1.a) Pour p € [[0,2n[, notons (p,yy) les coordonnées du point s,. Pour chaque p € [0,2n—1], on a yp4+1 =yp = 1. Donc
Yp et Yp4+1 sont des entiers de parités contraires. Puisque yo est un nombre pair, on en déduit que les yop,, p € [0, 1], sont
des nombres pairs et les Yzp+1, p € [0,n—1], sont des nombres impairs. En particulier, puisque 0 est pair, Vp € [0,n—1],
Y2p+1 # 0. Mais alors, k (C) ne peut étre impair et donc k (C) est pair.

1.b) En remontant ’axe des abscisses d’une unité vers le haut, on voit que tout chemin de DICK (so,...,S2n) un chemin
de Dick tel que k(C) = 2n définit un unique chemin de DICK (s},...,s%, ;) quelconque joignant les points s; = (1,0)
et s5,, 1 = (2n—1,0) et réciproquement. Il y a cy_7 chemins de DICK quelconques (s{,...,s5,, ;) et donc il y a cn_1
chemin de DICK (sg,...,S2n) tels que k(C) = 2n.

1.c) Soit p € 1,1 — 1]. Un chemin de DICK (sg,...,S2n) tel que k(C) = 2p « est la réunion » d’un chemin de DICK

(s0,...,52p) tel que k(C) = 2p et d'un chemin de Dick (szp,...,S2n) quelconque joignant les points sy, = (2p,0) et
San = (znao)

D’aprés la question précédente, il y a cp—1 chemins de DICK (so, ..., s2p) tel que k(C) = 2p et pour chacun de ces chemins,
il y a cn—p chemins de Dick (szp,...,52n) quelconques joignant les points s>, = (2p,0) et spn = (2n,0). Il y a donc
Cp—1 X Cn—p chemins de DICK (so,...,s2n) tels que k(C) = 2p.

1.d) Soit n > 1. Pour p € [1,n], on note C, I'ensemble des chemins de Dick C tels que k (C) = 2p. {Cy,...,Cn} est une
partition de l’ensemble des chemins de DICK de longueur 2n et donc

Cn = Z card(cj) Z Cj—1¢n—j (avec la convention co = 1).
j=1

2) Expression des nombres de Catalan
1

1 1
2.a) Tout d’abord, (é) (—4)° =1, <%) (—=4)" = —2 puis pour n > 2,

() ()

1 2\2 )\ (™1 (2n—3)x...x3x]1

n_ (_1\n92n _ (_1\92n

(31)(—4) (12 . S e <
__zn(Zn—z)><(2n—3)><(2n—4)><...><3><2><1_ 2(2n—2)!

n2n—2)x (2n—4) x ... x 2 T Tnin—1)!
2 (m-2
T on\n-1)

ce qui reste vrai quand n =1, et donc

2.b)

(1—=2S(X) + (S(X))2) + X = —(1 —=2(1 —2H(X)) + (1 —4X)) + X = H(X),

N —

3)
3.a) D’aprés la question 1.d)

X x C Z Cn Xn+] X+ Z <Z Cxk—1Cn— k) Xn+] X+X2 Z <i Ck—1cn1(k1)> anl

n>0 n>l1 = n>1 \k=1
e
=X+X2 ) <Z ckcn_1_k> XM =X4+X2 ) (Z CkCn_ k) X™ =X+ (X x C(X))2.
n>1 \k=0 n>0
3.b) Posons alors S1(X) =1 —2XC(X Z spX™. Alors
n>0

(S1(X))2 =1 —4XC(X) +4(XC(X))? =1 —4(XC(X) — (XC(X))?) = 1 —4X.

Comme d’autre part, s) =1—0 =1, on en déduit par unicité de S que S;(X) = S(X) et donc que
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o o 2 (M) T2\ .
CX) = 1 =5X) = 5 1]+T§)n+1(n)x _Zn+1(n)x'

n>0

1 2
Par identification des coefficients, on en déduit que pour tout entier naturel n, ¢, = " < TT:) . Maintenant, pour n > 1,
2n n\  (2n)! (2n)! ~ (2){n+1)—m)  (2n)! 1 2n e
n n—1/" n2 m=1Inh+1 nl(n+1)! T nln+1)! n+l\n) TV

et donc

VneN*,cn—<2n)( m )
n n—1

http ://www.maths-france.fr 11 © Jean-Louis Rouget, 2010. Tous droits réservés.



