SESSION 2011
CAPES EXTERNE

MATHEMATIQUES 1

Probléme 1 : construction de triangles

1. On note I le milieu de [BC]. On sait que A est nécessairement 'image de M par I’homothétie de centre I et de rapport
H
3 ou encore A est nécessairement le point tel que IA = 3W[. Réciproquement, soit A ainsi défini. A n’est pas sur la droite
1—
(BC) car sinon M =1+ §IA est sur (BC) ce qui n’est pas.

Ensuite, d’aprés le théoréme du barycentre partiel, M = bar(A(1),1(2)) = bar(A(1),B(1),C(1)) et donc le point A
convient. Il existe donc un point A et un seul tel que M est le centre de gravité du triangle ABC.

2. Si M n’est pas sur la médiatrice de [BC], le probléme n’a pas de solution. Supposons dorénavant que le point M soit
un point de la médiatrice de [BC] et distinct de I. Le cercle de centre M et de rayon MB passe par C. Le point A est
nécessairement sur ce cercle et réciproquement tout point A de ce cercle, distinct de B et C convient. Ainsi, si M est sur
la médiatrice de [BC], le probléme a une infinité de solutions.

A

____g_____

es]
(@)

3. ler cas. Si le triangle MBC est rectangle en M, le point M est ’orthocentre du triangle MBC ce qui assure ’existence
d’un point A & savoir A = M. Réciproquement, si le point M est 'orthocentre du triangle ABC, on a nécessairement
(MC)L(AB) et donc (AC)//(MC). Le point A est donc nécessairement sur la droite (MC). De méme, le point A est
nécessairement sur la droite (MB) et finalement A = M puisque les droites (MB) et (MC) sont sécantes en M. Ceci assure
I'unicité du point A.

2éme cas. On suppose dorénavant que le triangle MBC n’est pas rectangle en M. Notons I, | et K les pieds des hauteurs
du triangle ABC issues respectivement de A, B et C si un triangle ABC solution existe. Le point I est donc nécessairement
le projeté orthogonal du point M sur la droite (BC).
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Si M est Porthocentre du triangle ABC, puisque le triangle MBC n’est pas rectangle en M, le point M ne peut étre le point
J. Puisque la droite (M]) = (B]) est perpendiculaire a la droite (AC) = (JC), le point ] est nécessairement sur le cercle
de diametre [MC] et aussi sur la droite (BM). Le point ] est donc nécessairement le point d’intersection distinct de M du
cercle de diamétre [MC] et de la droite (MB). Ceci assure I'unicité d’un point J tel que (BM)_L(CJ). Réciproquement, le
cercle de diamétre [MC] et la droite (MB) ont le point M en commun. S’ils n’ont que le point M en commun, la droite
(MB) est tangente en M au cercle diameétre [MC] et donc la droite (MB) est perpendiculaire a la droite (MC) ce qui n’est
pas. Donc la droite (MB) coupe le cercle de diameétre [MC] et en un point J distinct de M. Ce point d’intersection n’est
pas le point C car les points M, B et C ne sont pas alignés. Ainsi, le point | est tel que (BM)_L(C]J). En résumé, il existe
un point J et un seul tel que (BM)L(C]J).

Le point A est nécessairement sur la droite (MI) et sur la droite (CJ). Si ces droites sont paralléles, la droite (CJ) est
perpendiculaire & la droite (BC) et a la droite (BJ). On en déduit que les droites (BJ) et (BC) sont paralléles puis confondes.
En particulier, le point M est sur la droite (BC) ce qui n’est pas.

Donc les droites (CJ) et (MI) sont sécantes ce qui assure l'unicité du point A. Réciproquement, le point A ainsi défini est
tel que (MA)L(BC) et (MB)L(AC). Donc le point M est 'orthocentre du triangle ABC. Ceci assure 'existence du point
A.

Dans tous les cas, il existe un point A et un seul tel que M est 'orthocentre du triangle ABC.

4. Unicité. On sait que M doit étre le point de concours des bissectrices du triangle ABC. Soient (Dg) et (Dc) les
symétriques respectives de la droite (BC) par rapport aux droites (MB) et (MC). Le point A est nécessairement sur (Dg)
et (D¢). Maintenant, ces deux droites ne sont pas confondues.

En effet, dans le cas contraire, puisque B € (Dg) et C € (D), on aurait sipg)((BC)) = (Dg) = (BC) et donc M € (BC)
ce qui n’est pas. Donc, (Dg) et (Dc) sont ou bien strictement paralléles, ou bien sécantes ce qui assure 1'unicité du point
A.

Existence. Puisque le point M doit étre le point de concours des bissectrices du triangle ABC, on doit avoir
0 < CBM +BCM = 5 (CBA +BCA) = 90° — =2= < 90°.
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Cette condition équivaut a 90° < B/M\C < 180° ou encore M est strictement & 'intérieur du cercle de diameétre [BC]. Si
cette condition n’est pas réalisée, le probléme n’a pas de solution. Supposons dorénavant que M est strictement intérieur
au cercle de diameétre [BCJ.

Dans ce cas, les droites (Dg) et (D) sont sécantes en un point A et le point M est intérieur au triangle ABC. Puisque M
est le point de concours de deux des trois bissectrices du triangle ABC, M est le centre du cercle inscrit au triangle ABC.
Ceci assure l’existence de A quand la condition « M est strictement intérieur au cercle de diamétre [BC] » est réalisée.

Probléme 2 : autour du théoréme des valeurs intermédiaires

Partie I : préliminaires

1. Soit w une suite réelle décroissante, convergente de limite {.

Supposons par I'absurde qu’il existe ng € N tel que wn, < {. Puisque la suite w est décroissante, pour n > no on a
wn < Wy, < (. Par passage & la limite quand n tend vers 400, on obtient { < wyn, < { ce qui est impossible. Donc
vn e N, w, > L.

2. Théoréme des suites adjacentes

2.1 La suite u est croissante et donc la suite —u est décroissante puis la suite v —u est décroissante en tant que somme
de deux suites décroissantes.

2.2 La suite v — u est décroissante et converge vers 0. Donc d’aprés la question 1, ¥n € N, vi; —u,, > 0.

2.3 Pour tout entier n, v, > u, = up. Donc la suite v est décroissante et minorée par ug. On en déduit que la suite v
converge. De méme, la suite u est croissante et majorée par vo et donc converge.

2.4 Puisque les suites u et v convergent, on peut écrire lim w, — lim v, = lim (uy —vy)=0et donc lim u, =
n— 400 n— 400 n— +oo n— 400
lim v,.
n— —+oo

3. Suite et application continue

Soit € > 0. Puisque f est continue en £, il existe o > 0 tel que Vx € X, (|x — {| < a = |[f(x) — f(£)] < ¢). Puisque la suite u
converge vers {, il existe np € Ntel que vn e N, (n > ng = |[u, —{ < o
Pour n > nop, u, est un élément de X tel que [u,, — £ < « et donc tel que [f(uy) — f(£)] < &. On a montré que

Ve>0,Ing e N/VneN, (n>ny = [flu,) — (L) < ¢€)

et donc la suite (f(un))nen converge vers f({).
Partie II : propriété des valeurs intermédiaires

1. Démonstration du théoréme des valeurs intermédiaires

1.1 Montrons par récurrence que vn e Ny a< a, < bet a<b, <b.
e Puisque ap = a et bgp = b, ces encadrements sont vrais quand n = 0.

Soit n > 0. Supposons que a < a, < bet a<b, <b.

b b+b b b
a—;a\ On + On = Un+1 g%:b. Donc, si an41 :%etbnﬁ = by, ou si by :L—i_net

Alors, a = 2
Unt+l1 =Qn,onaa< dnt; <beta<<byy <b.

On a montré par récurrence que ¥Yn € N, a,, € [a,b] et b, € [a, b].
antbn  bn—a

. . n BN
1.2 Soit n € N. Dans le premier cas, on a byy1 — any1 = by — et dans le deuxiéme cas, on a

2 o 2
an+b bn—a b —a
b‘r1+1 — Un41 = % — an = % DOHC Vn (S N, bn+] —QAn41 = %
b—a

1.3 Par suite, Yn € N, b,, —an = et donc lirf bn — an = 0. Il reste & vérifier que la suite a est croissante et la

n— +o00
suite b est décroissante.

an+b bhn—a b—a L.
Pourne€N,onaans1—an =00U ang —an:%—an: n 5 AL pIES >0. Ainsi, Yn €N, apny1—an =0
et donc la suite a est croissante. +b b

a —a
PourmneN,onabyy1 —bnp=00ubni; —by = % — b, = —% < 0. Donc la suite b est décroissante.

Finalement, les suites a et b sont adjacentes.
1.4 Le résultat est immédiat si A = f(a) (¢ = a convient) ou si A = b (¢ = b convient). On suppose dorénavant

f(a) < A< f(b).

Montrons par récurrence que Vn € N, f(a,) < A et f(by) > A.
e Puisque f(ag) = f(a) < A < f(b) = f(bg), 'encadrement est vrai quand n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que f(a,) < A et f(by,) > A.

b b
Sif (Clnfﬂ) < A, alors any1 = L;Ln et donc f(an4+1) < A. Sinon, an1 = a, et donc f(an41) < A.

b
De méme, si f (Lﬂ> > A, alors by =

2

an +bn

7 et donc f(by 1) > A. Sinon, by, 1 = by, et donce f(bni1) = A.
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Le résultat est démontré par récurrence.

Puisque les suites a et b sont adjacentes, elles convergent vers une limite commune que I'on note c. De plus, Vn € N,
a<an <c<by <b. Puisque f est continue sur [a, b], les suites (f(an)) et (f(bn)) convergent vers f(c).

Maintenant, pour tout n € N, on a f(an) < A < f(by,). Quand n tend vers 400, on obtient f(c) < A < f(c) et donc
f(c) = A. Ainsi, il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) =A.

2. Application 1 : un théoréme de point fixe

Pour x € [a,b], posons g(x) = f(x) — x. g est continue sur [a,b] et de plus g(a) = f(a) —a > 0 (car f(a) € [a,b]) et
g(b) = f(b) — b < 0. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) = 0 ou encore tel que
f(c) =c.

3. Application 2 : premiére formule de la moyenne

b
g est continue et positive sur [a, b] et donc J g(x) dx > 0 avec égalité si et seulement si g est nulle.
a
b

Si g est nulle, ¢ = a convient. Sinon, g est non nulle et J g(x) dx > 0. f est continue sur le segment [a, b] et donc admet
a
un minimum m et un maximum M sur ce segment. Pour tout réel x de [a, b], on a m < f(x) < M puis mg(x) < f(x)g(x) <

flx) dx < J f(x)g(x) dx <

Mg(x) puisque g est positive sur [a,b]. Par croissance de 'intégrale, on en déduit que mJ
a

a
b

b
MJ' g(x) dx et donc, puisque J g(x) dx > 0,

a a

mg =2 5 <M
J g(x) dx
a
Puisque m et M sont des valeurs prises par la fonction f, continue sur [a, b], le théoréme des valeurs intermédiaires nous
b

|| #ex1g0) ax b b

permet d’affirmer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que ~*———— = f(c) et donc tel que J f(x)g(x) dx = f(c)J g(x) dx.
g(x) dx ¢ ¢

a

4. Application 3
4.1 Le résultat est immédiat si n =1 car ¢; = 0 convient. On suppose dorénavant n > 2.

1
Puisque f est continue sur [0, 1], la fonction f,, définie dans I’énoncé est continue sur [0,1 — E] . Ensuite,

n—1 n—1
k+1 k k
0=F(1)—f(0)=)_ (f(—n ) —f(;)) =) fu (;>
k=0 k=0
Si 'un des termes de la somme précédente est nulle, alors il existe ¢, € {O, 1— %} tel que fr(cn) = 0. Sinon, Vk € [0,n—1],
n

k = . [k k
fn (—) # 0 et puisque E fn <—) =0, les fn, <—) ne peuvent étre tous de méme signe. Dans ce cas, la fonction f,
n n
k=0

1
prend au moins une valeur strictement négative et une valeur strictement positive sur [O, 1— E] . Etant de plus continue

sur cet intervalle, la fonction f,, s’annule au moins une fois sur cet intervalle d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires.

1 1
Dans tous les cas, il existe ¢, € {O, 1— H} tel que f,,(cn) = 0 ou encore tel que f(cn) = fn <cn + T_l>

1
4.2 Soit o €]0, 1] tel que < ¢ N. Avec la fonction f de I’énoncé, on a f(0) = f(1) = 1. De plus, f est continue sur [0, 1].

Maintenant, pour x € [0, 1 — «a,

f(x + o) —f(x) = (—x — ax+x) [cos (2—7T) 1} = {1 — cos <2—7t>}
o« o

1 2 2
Maintenant, p ¢ 7 et donc cos <77:> # 1 puis « {1 — cos (T:)] # 0. Ainsi, f est un exemple de fonction continue sur
[0,1] telle que f(0) = f(1) et Vx € [0,1 — «f, f(x + ) # f(x).
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Partie III : réciproque du théoréme des valeurs intermédiaires

1. Un exemple

1 1

La suite | w—— converge vers O puis la suite | f | =—— tend vers 1 qui n’est pas f(0). Le théoréme
=+ 2nn =+ 2nm
2 neN 2 nenN
de la question 3 de la partie I montre que f ne peut étre continue en 0.
Soit [a,b] un segment de R avec a < b. Si 0 ¢ [a,b], f est continue sur 5a,b] et vérifie donc la propriété P. Supposons
maintenant que 0 € [a, b]. Vérifions que f([a,b]) = [—1,1]. Puisque la fonction f est impaire, on supposera sans perte de
généralité que a < 0 < b.

T T 1
Soient o € [—1,1] puis 0 = Arcsinx € [f—, —] La suite [ ——— est strictement positive et tend vers 0 quand
2°2 0+2nm/, -4
1

1
n tend vers +oo. Il existe donc ng € N* tel que a < 0 < ———— < b. Soit x = ————. Alors x € [a,b] et
0 + 2nom 0+ 2nom

f(x) = sin(0 + 2npm) = sin(0) = sin(Arcsin &) = «.

En résumé, Voo € [—1,1], Ix € [a,b]/ f(x) = «. En particulier, puisque —1 < f(a) < 1 et —1 < f(b) < 1, pour tout réel A
compris entre f(a) et f(b), il existe c € [a, b] tel que f(c) = A. Dong, f vérifie la propriété P sur tout segment de R bien
que n’étant pas continue en 0.

2. Une classe de fonctions qui vérifient P : un théoréme de Darboux

2.1 f est continue sur le segment [a,b] et il en est de méme de la fonction g. Par suite, g admet un minimum sur [a, b]
ou encore il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) = i[nf }g(x).
x€la,b

2.2 Si ¢ = a, alors pour tout réel x de ]a, b], f(x) —Ax = g(x) > g(a) = f(a) — Aa puis

M > A. Quand x tend

vers a, on obtient f'(a) > A ce qui n’est pas. Donc ¢ # a.
f(x) — f(b)

5 < A puis f/(b) < A ce qui n’est

De méme, si ¢ = a, alors pour tout réel x de [a, b, f(x) —Ax > f(b) — Ab puis
pas. Donc ¢ # b.

2.3 La fonction g est dérivable sur [a,b] et atteint son minimum en ¢ €]a, b[. On sait alors que g’(c) = 0 ce qui fournit
f'(c) =A.

. . o 0six#0 .
2.4 Soit f la fonction définie sur R par Vx € R, f(x) = leix—0 - f prend les valeurs O et 1 mais ne prend aucune
valeur dans ]0, 1. Puisqu’une fonction dérivée vérifie la propriété P, f ne peut étre la dérivée d’une certaine fonction F sur
R. Donc f n’admet pas de primitive sur R.

3. Une condition pour qu’une fonction qui vérifie P soit continue

On note tout d’abord que, puisque les convexes de R sont les intervalles, la propriété P équivaut a la propriété « 'image
d’un intervalle par f est un intervalle ».

Soient xo € I et ¢ > 0. Soient F = f~1({f(xo) — €}) et F/ = £~ 1({f(xo) + ¢}). Par hypothése, F et F/ sont deux fermés
de T et ces deux fermés ne contiennent pas xo. Donc x¢ est dans U = (I'\ F) N (I \ F/). Puisque F et F’ sont deux
fermés de I, I\ F et I\ F/ sont deux ouverts de I et il en est de méme de U. Par suite, il existe un réel o« > 0 tel que
IN]xo — o, %o + «[C W. INlxg — o, X0 + [ est un intervalle non vide contenant x¢ et puisque f vérifie la propriété P,
f(IN]xo — &, xo + «f) est un intervalle. Maintenant, f(IN]xg — o, xp + «[) contient f(xo) et ne contient pas f(xp) — ¢ et
f(xop) + €. Par suite, f(IN]xp — &, xo + «l)/subset]f(xo — ¢, f(xo) + €l.

On a montré que Vxg € I, Ve > 0, Ja > 0/ (Vx € 1), (Ix — xo| < & = [f(x) — f(x0)| < €) et donc f est continue sur I

Probléme 3 : quelques propriétés des polynémes de Laguerre

Partie I : étude de la famille (L,,)
1. Soit n € N. La fonction h,, est de classe C* sur R en tant que produit de fonctions de classe C* sur R. En particulier,
h,, est n fois dérivable sur R et donc L,, est bien défini.

2. Pour tout réel x, ho(x) = e~ puis Lo(x) = e¥e ™ = 1.
Pour tout réel x, hy(x) = xe ™ puis hj(x) = —xe ™+ e * puis L;(x) = e*(—xe * +e %) = —x+ 1.

1
D’aprés la formule de LEIBNIZ, pour tout réel x, hy(x) = x%e ™ —4dxe * +2e * et donc L;(x) = zxz —2x+ 1.
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3. Programme en MAPLE.

restart ; P :=(n,x)-> if n=0 then 1 else exp(x)/n !*diff(x) nxexp(-x),x$n end if;
P;
P(n,x);
poly :=proc(n)
local i :
for i from 1 to n do
L[i](x)=sort(expand(P(i,x)),x) ;
end do;
end proc;

4. Soit n € N. D’aprés la formule de LEIBNIZ

En particulier, L, est un polynéme de degré n.

5. Soit n € N.

5.1 Pour tout réel x, " (x) = nle *Ly (x) puis hit"™ (x) = nl(—=Ln(x) + L’ (x))e .
5.2 Pour tout réel x, hy11(x) = xhn(x).

5.3 Pour tout réel x,

Lot (x) = (nfmhﬁ”(x) - (nf”! (xhn) 1) (x) = meT’])!(xh;“”(xJ + (4 DY ()
= (nixﬂl (xnle (Lo (x) + L, (x)) + (m+ T)nle *L,(x)) = n: 3 (—Ln(x) + LA (x) + La(x)
X, X
= n_HLn(x) + (1 — n—H) La(x).

X X
L =—1/ 1—— ) L.
VTLGN, n+1 TL+] T‘L+< TL+]) n

6. Soit n € N. Pour tout réel x,
(M) () = (4 1) e *Lag1) (%) = (M4 DU Lo (x) + Ll (x))e ™.
Mais on a aussi
(R () = ()™ () = (X e ™ 4 (e 1x™e ™)™ (x) = (Rt + (4 1) ™Y ()
=—mn+1le *Lnt1(x)+ (n+1) x nl(—Ln(x) + L) (x))e ™.

Aprés simplification, on obtient —Ln 41 + L), ; = —Lni1 — Ly + L) et donc L), =L; —Ly.

neN L., =L, —L,.

: . : X 1 1 X
7. Soit n € N. D’aprés les questions 5.3 et 6, ona L), —L, =1/, , = n+1L'II/+ n—}—]LT/‘_ n+1Ln+ (1 _n——|—1) L.
X 1-—X
et donc L” + L.+ n Ly =0 ou encore XL," + (1 — X)L, + nL, =0.

n+1"" n+1 n+1

vneN, XL” + (1 =X)L}, + nL, = 0.
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Soit n € N*. D’aprés la question 5.3,
M+ 1)Lht1 + (X—n—1)Ly = XL}, et aussi nLy, + (X —n)L—1 = XL _;.
On retranche membre & membre ces deux égalités et d’aprés la question 6, on obtient

(M4 DLnst + (X =20 =1Ly — (X—1)Lnot = X(Ly — L},_;) = —XLa_1,

et donc (n+ 1)Lnst + (X —2n — 1)Ly +nln_q = 0.

vneN m+1)Lhy1 +X—2n—1)Ly +nlL, 7 =0.

Partie II : application & un calcul de somme de coefficients binomiaux

1. On a vu a la question 4. de la partie I que

2.

1
2.1f(x) = x""2sin =  x™20(1) = o(x™") et en tenant compte de f(0) =0,
x—0, x£0 xn+1 ) x50, x£0 x—0, x£0

f(x) o o(x™ ).

Maintenant, f est dérivable sur R* en vertu de théorémes généraux et pour x # 0,

1 1
f'(x) = (n + 2)x™* ' sin (Xn+1 ) — (n+1)cos (Xn+1 )

D’autre part, f(x) = o(x™*1) et puisque n +1 > 1, on a en particulier, f(x) = o(x). Ainsi, f admet en 0 un
X— x—

développement limité d’ordre 1. On en déduit que f est dérivable en O puis que f/(0) = 0.

1
n+1 _ :
Finalement, f est dérivable que R et pour tout réel x, f'(x) = (n+2) St (x”+1 ) (n+1) cos (x"“ ) six 70 )
0six=0

Vérifions maintenant que f’ n’admet pas un développement limité d’ordre 0 en O ou encore, vérifions que f’ n’a pas de
limite réelle en O.

Puisque

(n 4 2)x™*Tsin ( ) ’ < (M+2)x™1, on a lirr%)(n +2)x™ 1 sin ( ) =0. Donc lim f’(x) existe si
x—

xn+1 x—0, x#0

xn+1

et seulement si la fonction g : x — —(n 4+ 1) cos <n—+1> a une limite réelle en 0.
X

Les deux suites u, = et v, = ——————= tendent vers 0 quand p tend vers +oco. De plus,

1
n+]/2p7-[ e TE[ + sz[

glup) =—Mn+1) — —Mm+1)etgvp)=0 — 0#—(n+1).

p—+oo P—+oo
On en déduit que la fonction g n’a pas de limite en O puis que la fonction f’ n’a pas de limite réelle en 0. Finalement, la
fonction f/ n’admet pas un développement limité d’ordre 0 en 0.

2.2 Si f est n fois dérivable en 0, alors pour tout k € [0,n], f(n=K) est k fois dérivable en 0 et en particulier, pour tout
k € [0,n], f("=%) admet un développement limité d’ordre k en 0, son développement de TAYLOR-YOUNG. On note que la
partie réguliére du développement limité a Pordre k en 0 de f(™~¥) s’obtient en dérivant n — k fois la partie réguliére du
développement limité & 'ordre n en 0 de la fonction f.

3.

3.1 h,, est de classe C* sur R et en particulier, h,, admet un développement limité a tout ordre en 0. Ensuite,

N Xk N xk+n
hn(x) =x"e ™ o x™ (Z(]) o +o(x )) o Z(fﬂk o +o(x™MN).

k=0

3.2 En dérivant n fois, on obtient

N
n+k I xk
— E +o(xM).
x—0 k!

k=0
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3.3 Ensuite,

p=0 P
1 ¢ k ~1)P
Par unicité des coefficients d’'un développement limité, on en déduit que Vp € N, — Z (n i > <p) = (=1) (n)
TPl k pl \p
1 ¢ k
sips<n ; g <n i ) (i) =0 si p > n. Finalement

S e TH R M A

Partie III : étude des polynémes de Laguerre comme base orthonormée

1. Soit (P,Q) € (R[X])?. La fonction x — P(x)Q(x)e ™ est continue sur [0,+oo[. De plus, d’aprés un théoréme de
1

croissances comparées, P(x)Q(x)e™ = o (—2
X— +00 X
2

convergente et donc convergente puis que @(P, Q) existe dans R. Ainsi, la fonction ¢ est bien définie sur (R[X])<.

+o00
). On en déduit que l'intégrale J' P(x)Q(x)e™™ dx est absolument
0

2. @ D’aprés la question précédente, @ est une application de (R[X])? dans R.

e Soit (P,Q) € (R[X])%. @(P,Q) = J'+OO P(x)Q(x)e ™ dx = J'JrOO Q(x)P(x)e ™ dx = ¢(Q, P). Donc ¢ est symétrique.
0 0

+oo +oo

P1(x)Q(x)e™™ dx et J P2(x)Q(x)e™™ dx

e Soient (P1,P2,Q) € (R[X])3 et (A1,A2) € R2. Puisque les intégrales J
0

0
+o00

sont convergentes, on sait que l'intégrale J' (A1P1(x)Q(x)e™™ + A2P2(x)Q(x)e™ ™) dx est convergente puis, par linéarité
0
de l'intégrale

+o00 +o00

Pi(x)Q(x)e ™™ dx + Az J P2(x)Q(x)e ™ dx

?\1<P(P1,Q)+?\2(P(P2,Q)=?\1J' \

0

+o0
_ L (ATP1(x) £ A2P2(x))Q(x)e ™ dx = (AiPy +AsP2, Q).

Donc ¢ est linéaire par rapport & sa premiére variable puis, par symétrie, @ est bilinéaire. En résumé, ¢ est une forme
bilinéaire symétrique sur (R[X])?.

+o00
e Soit P € R[X]. Par positivité de 'intégrale, @ (P,P) = J P?(x) dx > 0. De plus,
0
+o00
o(P,P)=0& J' P?(x)e ™ dx = 0 & Vx € [0, +oo[, P?(x)e ™ = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)
0

&S Vx € [0,+00[, P(x) =0 & P =0 (polynéme ayant une infinité de racines).

Finalement, ¢ est une forme bilinéaire, symétrique, définie et positive sur R[X] et donc ¢ est un produit scalaire sur R[X].

“+o00
3. Pour n € N, on pose I, = @(Lp, X™) = J x"e X dx.

0
Soit n € N. Soit A > 0. Les deux fonctions x — x™t! et x — e * sont de classe C! sur le segment [0, A]. On peut donc

effectuer une intégration par parties qui fournit
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A N A A
J x" e ™ dx = [—x”“e*"]o +(n+ 1)J x"e X dx = —A™M e ™A 4 (n+ 1)J x"e ™ dx.
0 0 0

D’aprés un théoréme de croissances comparées, on a Alim A le™? = 0 et donc, quand A tend vers 4o, on obtient
—+0o0
Ini1 =M+ D,
+o00
Ainsi, Vn € N, I;, 11 = (n+ 1)1, et donc, en tenant compte de Ip = J e * dx = 1, on en déduit par récurrence que
0

pour tout entier naturel n, I,, =nl.

vneN, o(Ly,X™) =nl.

4. 4.1 Soit n € N. Le résultat est clair quand n = 0 avec Qo = 1. On suppose dorénavnt n > 1.
Montrons par récurrence finie que Vk € [0,n], 3Qx € R[X]/ Vx € R, h;k) (x) = x"*e™*Qy(x).

e Pour tout réel x, h&o)(x) =h,(x) =x"e * =x""Ce % x 1. Le résultat est donc vrai pour k = 0 avec Qo = 1.
e Soit k € [0,n — 1]. Supposons que IQy € R[X]/ Vx € R, h&k)(x) =x""*e *Q(x). Alors, pour tout réel x,

R () = (= k)T e Qu(x) — e Qilx) X Fe QY (x) = x™ KT ([ — k — x)Qilx) + xQL(x)

= x" e Qi (x)

avec Qr41 = (N —k —X)Qk +xQy € RX].

Le résultat est démontré par récurrence.

+o0 —1)0 [t
4.2 Soient n € Net P e R[X]. Sin=0, ¢(Lo,P) :J Lo(x)P(x)e ™ dx = (=1) J héo)(x)P(O)(x) dx. Le résultat est

0
donc vrai quand n = 0. On suppose dorénavant n > 1.

—1)p [t
Montrons par récurrence que Vp € [0,n], ¢(Ln,P) = ( n') J h( P (x)PP)(x) dx
+Jo

+o0 ex (_”O
e o(L,,P) = J Ehﬁ:‘)(x)P(x)e_" dx = Th&“_o)(x)P(x) dx. Le résultat est donc vrai quand p = 0.

O . .
e Soit p € [0,n—1]. Supposons que @(L,,P) = y hy (x)P'P)(x) dx. Soit A > 0. Les deux fonctions hy

¢ Jo

et P(P) sont de classe C' sur le segment [0, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

A

= (ADH e "Quop-1(A) =071 Qnp 1 (0) —J

h(n=p=1) (x)pPH+1) (x) dx) (d’aprés 4.1)
0

A

B (Ap“ e Quop1(A) -

hn=P=1(x)p(P+1)(x) dX) (carp+12>1).
0

Maintenant, d’aprés un théoréme de croissances comparées, lim APF] e_AQn_p_1 (A) =0 et donc, quand A tend vers
A— 400

400, on obtient

DY e 1)y plp) D e (p 1)) ypp )
¢(Ly,P) = X hy (x)P (x) dx = ——— hy (x)P (x) dx.
n! 0 n! 0
Le résultat est démontré par récurrence.
. (=n™ [ (n)
5. En particulier, Yn € N, VP € R[X], ¢(Ln,P) = = ha(x)P'™ (x) dx.
*Jo

Soient n et m deux entiers naturels tels que m < n. Alors, puisque L, est un polynéome de degré m < n, @(L,,Ly) =

7] n ptoo
( n!) Jo hn(x)Ll(ff) (x) dx = 0. On en déduit que les polynémes L, sont deux & deux orthogonaux.
—n
. Donc

Soit n € N. D’aprés la question II.1, L, est un polynéme unitaire de degré n et de coefficient dominant
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o(Ln,Ln) = =1 J+OO hn(x)L n)(X) dx = (=1)" J'*OO xMe ¥ x n! x (=" dx

0 " n!lJ, n!

= —J x"e * dx = 1 (d’aprés la question II1.3).

Finalement, V(m,n) € N2, @(Ln, L) = 8n,m et donc

(L) nen est une famille orthonormée de (R[X], @).
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