SESSION 2013
CAPES EXTERNE

MATHEMATIQUES 1

Probléme 1 : nombres irrationnels
Partie A : quelques exemples de nombres irrationnels

1. V0 =0 et /T =1 sont entiers. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Supposons que /1 soit rationnel.
2

a a
11 existe deux entiers naturels non nuls a et b tels que v/n = 5 ou encore tels que n = b Sib =1, alors y/n = a est un

entier. Si b > 2, tout facteur premier de a® ou de b? apparait & un exposant pair dans la décomposition primaire de a?
2

ou de b2. Il en est de méme pour tout facteur premier de n = ce qui signifie que n est un carré parfait ou encore que

b2
/1 est un entier.

On a montré que si 4/n est rationnel, alors y/n est entier. Par contraposition, si /1 n’est pas entier, alors y/m est irrationnel.

2. Soit p un nombre premier. p est en particulier un entier supérieur ou égal a 2.

Montrons que /p n’est pas entier. Dans le cas contraire, il existe un entier naturel n > 2 tel que \/p = n ou encore tel que
n? = p. Cette égalité est impossible par unicité de la décomposition en facteurs premier car le nombre premier p apparait
4 un exposant dans le premier membre de cette égalité et & un exposant impair dans le second. Donc /p n’est pas entier
puis /p est irrationnel d’aprés la question précédente.

In2 ) ) " n2 . . ) " . )
3. 3 est un réel strictement positif. Supposons que 3 soit un rationnel strictement positif. Il existe deux entiers
n n
In2 a
naturels non nuls a et b tels que 3" b ou encore tels que bln2 = aln3 ou encore e?"? =
n
2% = 39, Cette égalité est impossible par unicité de la décomposition en facteurs premiers car 2 et 3 sont des nombres

aln3

e ou enfin tels que

n
premiers et car a > 0 et b > 0. Donc 3 est irrationnel.
n

4.
4.1 e Pour tout entier naturel non nul n, upy1 —un = m > 0. Donc la suite (un)neN* est strictement croissante.
e Pour tout entier naturel non nul n,
e v = 1 N 1 1] :n(n+1)+n—(n+1)2
M+ M+ xn+1)! nxnl nmn+1) x (n+1)!
= ! < 0.

T+ 1) x (m+1)!

Donc la suite (v ), . est strictement décroissante.

neN

e Enfin, lim (vph—unp)= lim —— =0
n—-+oo n—+oo N X N!

Donc les suites (Un)nen et (Vi )nen sont adjacentes.

La suite (un)nen tend vers e en croissant strictement et donc pour tout entier naturel non nul n, u,, < e.
La suite (Vi )nen @ méme limite que la suite (un )nen et donc la suite (v )nen tend vers e en décroissant strictement. On
en déduit que pour tout entier naturel non nul n, v,; > e. On a montré que

neN u, <e<vp.
En particulier, ug < e <vyq.

4.2 Soit q € N*. D’aprés la question précédente, q! x q X uq < q! X g x e < q! X q X vq, ce qui s’écrit encore

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2011. Tous droits réservés.



<p><q'<1+qZ

W|-D

2

! ql
Pour tout entier k € [0, q], q— est un entier et donc q Z — est un entier. Ainsi, Uentier p x q! est strictement compris

o
entre deux entiers consecutlfs Ceci est une contradlctlon et il était donc absurde de supposer e rationnel. On a donc
montré que e est irrationnel.

Partie B : une preuve de l’irrationalité de 7
1.

1.1 Soit n € N*. Pour tout réel x,

(x(a —bx)"!
(n—"1)!

1.2 Soit n € N. La fonction x +— |Py(x)| est continue sur le segment [0, 7t] et admet donc un maximum sur [0, 71].

P/ (x) = % x n(a —2bx) x (x(a—bx))* ! = (a — 2bx) = (a—2bx)Pn_1(x).

a
Le trindme du second degré x — x(a — bx) est positif sur [0, 71] et s’annule en 0 et en — = 7.

T
Donc la fonction x — |[x(a — bx)| = x(a — bx) atteint son maximum en 5= % et ce maximum est égal &

2
a a
a—b— ) —.
2b ( 2b 4b
a
Mais alors, par croissance de la fonction t — t™ sur R™, la fonction x +— |Pn(x)| atteint son maximum en I et ce

maximum est égal &

1.3 Soient n € N et x € R.

() (3 (b () - R o - S g

1.4 Soit n € N. Pour tout x € [a,b], a—bx > 0. Donc I, est I'intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle. On
en déduit que I, > 0.

2 n
T
1.5 La série de terme général — <E) , € N, converge et a pour somme me®’ /4 En particulier, son terme général

4b
Soit n € N*. D’aprés la question 1.2,

” , ™1 [(a?\" n (a?\"
0< In :JO Pn(X)SlnX dx < JO E (E) x 1dx = E (E)
2

n
T [a
Puisque — <E) tend vers 0 quand n tend vers +oo, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que la suite (I )nen

converge et que lim I, =0.
n—-+oo

w (a?\"
= <—> tend vers 0 quand n tend vers +oo.
n!

2. Soit k € N. En dérivant k fois les égalités de la question 1.3, on obtient

vn eN, ¥Vx € R, (—UkPT(lk) (% —X) = Pﬁk)(x)-

Pour x = 0, on obtient en particulier P%k) (%) = (-1 )kPﬁlk)(O).

2.1 et 2.2 Soit n € N. D’aprés la formule du bindéme de NEWTON,
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non n 1
Pn(x) = ’;—, > <n> (—1)Pa™ PHPxP = Z = <“) PnTPHPXNTP
o P
2n

T (L RIS

p=n p—n
D’aprés la formule de TAYLOR, on sait alors que pour tout k € [0,n — 1], P (0)=0 puis, pour k € [n,2n],

1
PRY(0) = k! x —'< " >(—1)k“a2”kbk”.
nl\k—n

k!
Pour k € [n,2n], — T est un entier et donc P (0) est un entier. En résumé, pour k € [0, 2n], PT(lk) (0) est un entier relatif.
a

Puisque Pn (—

b) = (—1)kPn (0), PT(lk) (%) est aussi un entier relatif.

2.3 Soient n € N puis k un entier naturel supérieur ou égal & 2n + 1. P, est un polyndéme de degré 2n et donc PT(lk) =0.
a a
En particulier, PT(lk)(O) = PT(lk) (E) = 0. Dans ce cas, PT(lk)(O) et PT(lk) (E) sont des entiers relatifs.

On a montré que Vk € N, PT(lk) (0) et PT(lk) (%) sont des entiers relatifs.

3.

3.1. Une double intégration par parties fournit

us

E) + P, (0) +J P/ (x)cosx dx

7T 7T
I, = J P (x)sinx dx = [—Py (x) cos x5 +J P/ (x) cosx dx = Py, (b
0 0

0

=P, (%) + P (0) + [P} (x) sinx]y — J:P”(x) sinx dx.

Plus généralement, aprés 2n intégration par parties, on obtient

— s
= Z (e p(2 ( ) + gL P2 (O)) + £J' P2 (x) sinx dx
k=0 0
ot les nombres ¢y et ¢, on k € [0,n— 1] et ¢ sont éléments de {—1, 1}. De plus, P,, étant un polynéme de degré 2n, piZn
(2n)!
n

et donc
n!

est la constante K = (2n)!dom(P,) = (—b)

s s |
J P2™ (x) sinx dx:KJ sinx dx:Z(—b)n@.

o " 0 n!
Finalement,
— 2n)!
Z (P9 () +etPi29(0)) +25(—b)n%.
(2n)! s p(2K) (2x) (@ . e
T H k est un entier relatif et les nombres P (0) et Py (6)’ k € [0,n — 1], sont des entiers relatifs d’aprés
k=n+1

la question 2. On en déduit que I, est un entier relatif.

3.2 D’aprés les questions 3.1 et 1.4, la suite (I,)nen est une suite d’entiers strictement positifs. Par suite, pour tout
n € N, I, > 1. Ceci est en contradiction avec le résultat de la question 1.5 & savoir liIJIrl I, = 0. Il était donc absurde de
n—-+oo

supposer que 7t était rationnel et on a donc montré que 7 est irrationnel.
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Partie C : développement en série de Engel et applications

. 1 .
1. Pour tout entier naturel n, ———— > 0. Donc la série de terme général
ap...0an ap...0an
converge si et seulement si la suite (Sn)nen est majorée.

, N> 0, c’est-a-dire la suite (Sn)nen,

Pour tout n € N,

k=0 0°
n
1 . . . .
< Z ——— (car la suite (a,) est croissante et strictement positive)
ap...Qp
k=0

—_—
—_

n
:Z +1 < k+1 a €10, 1[ et donc Z e — 7 converge)
L

Ainsi, la suite (Sy)nen est majorée par ; et donc la suite (S )ney converge vers un réel inférieur ou égal a

aop — ag—1
2.

) 1 1 1

2.1 Pour tout réel « >0, —<T+E|— | < T+ —.

o o« o«

Montrons par récurrence que Yn € N, x, et a, existent et x, > 0.

1
® Xp = X existe et est strictement positif. Puis ap =1+ E (—) existe.
X

e Soit n € N. Supposons que x,, existe et soit strictement positif. Alors, a,, existe puis x,141 existe et

1
Xnil =0nXn — 1> — Xxqu —1=0.
Xn

1
Mais alors an+1 =1+ E ( ) existe.
Xn+1

On a montré par récurrence que les suites (xn)nen et (an)nen sont bien définies et que la suite (xn)nen est strictement
positive.

2.2 Soitn e N. xy #0 et

et donc xn11 < Xpp car xn > 0.
On a montré que pour tout n € N, x, 1 < X, et donc que la suite (xn )nen est décroissante.

2.3 Soit n € N. On sait que la fonction partie entiére est croissante sur R et donc

0<Xn+1<Xn:>L< 1 :>E(L)<E( ] >:>an<an+1-

Xn Xn+1 Xn Xn+1

Ainsi, la suite (an)nen est une suite croissante d’entiers.

1 1
D’autre part, x €]0,1] = < >1=E <;> >1= a9 > 2

X
2.4 Montrons par récurrence que Yn € N, x =S, + Il
ap...0an
1 X
e X =%Xy)=—-+ Ll So + —. L’égalité & démontrer est donc vraie quand n = 0.
Qap ap ap
Xn+1
e Soit n > 0. Supposons que x =S, + ————. Alors

apg...an
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1 4 Xn+1

Xn+2

+ an+1 Ant1 S. + 1 4 Xn+2 — S+
- —9n = on .
ap...Qn ap...an+1 ap...dn+1 ap...dn+1

x =S,
Le résultat est démontré par récurrence.
D’apreés les questions 1 et 2.3, la suite (Sy)nen est convergente. En particulier, le terme général de cette série a savoir

tend vers 0 quand n tend vers +oo.

ap...0an
X X
D’autre part, d’aprés la question 2.2, la suite (xn) est décroissante et donc pour tout n € N, 0 < nt] < .
ap...Qan ap...Qan
X
D’aprés le théoréme des gendarmes, "1 tend vers 0 quand n tend vers +oco. Finalement, x = lim S, et donc x
.o Qn n—+oo

QO -
admet un développement en série de Engel.
3.

3.1 Le résultat est clair si ng = 0. Supposons ng > 1. Par définition de ng, si k < ng alors ax = by. Par suite,

+oo 1 +oo 1
[ano,...,an,...]:Z ——————— =0Q9...0ny—1 Z
S, Ano -e- Ok S, Q0 Gng—1Gng - Ak
—+o0 .I no—1 ]
=doranet | ) g ) oo
k—0 Q...0x k—0 0 < U
T‘I.o*] ]
=a0...0ny—1 ([ao,...,an,...]— Z 7>
ap...0ax
k=0
no—] .I
=bo...bny 1 <[b0,...,bn, BN W)
k=0
= [brgy---y Ony- -]
3.2 Supposons que X = [Xgy ..., Xn,...] OU la suite (an )nen est une suite croissante d’entiers naturels telle que g > 2.

D’aprés la question 1, x < ] puis (o —1)x < 1 (car g — 1 > 1> 0) et donc axox — 1 < x

Xo —

1
On en déduit que xp < 1 —|— —. D’autre part,

+o0o ] ] “+00 .I .I
=Y Y s
=0 X0 ..o XK [0 %) — X0 ..o X (0%

1 1 1 1 1
etdonc;<oc00uencore1+x<oc0+1 En résumé, op < 1+ < &o+1etdoncoxo=E (1—&—;):14—1:_(;).

1
3.3 D’aprés la question précédente, an, =1+ E (—) = by, . Ceci contredit la définition de ng. Il était donc absurde de
X

supposer que les deux suites (an)nen €t (bn)nen étaient distinctes. On a donc montré que (an)neny = (bn)nen ou encore
on a montré 'unicité du développement en série de Engel d’un réel x €]0, 1].

4.

4.1 Soit ¢ un entier supérieur ou égal a 2. Pour n € N, posons a,, = c¢. La suite (an)nen est une suite croissante d’entiers
telles que ap > 2.

P 1 1 1
[ao,...,an,...]:ZW:Ex =7
k=0 1— -

4.2 Pour n € N, posons a,, =n + 2. La suite (an)nen est une suite croissante d’entiers telles que ap > 2.

+o00 +oo too
1 1
.o ---: I _2.
[ao, -+ ny -] ézxsx (k+2) gk” ;k! )

4.3 Pour n € N, posons a,, = (2Zn+ 1)(2n + 2). La suite (an)nen est une suite croissante d’entiers telles que ag > 2.
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“+o0 “+o0 “+o0
1 1
a0, -y any o] ];)1 X2x3x4...x (2k+1)(2k+2) g 2k+2 T A 2w = ch(1) =1
5.
2k
o0 (\/Z) oo Kk T 9k
o (V2)~2=-2+3 T = 2t 2 o 2 G
k=0 k=0 k=2
o Jk+2 +Z°° 1
£ 2K+ 4)! k:01><2><3>2<4><mx(2k+3)2(2k+4)
“+oo .I + ]

(ITx1)x3x2)x...x 2k+3)(k+2) :];)(3><2) x(5x3)x...x 2k +3)(k+2)°

Pour n € N, posons a, = (2n+ 3)(n + 2). Tous les a,,, n € N, sont entiers. ag = 6 > 2. Enfin, pour tout n € N,

Ani1—an =2M+1)P2+7m+1)+6—-2n?2—"n—6=4n+9 >0,
et donc la suite (a, )nen est croissante. On a donc trouvé le développement de Engel de ch (ﬁ) -2
ch (ﬁ) —2=lag,...,an..JouVneN, ap = (2n+3)(n + 2).

6. e Supposons que la suite (a,)nen constante & partir d’un certain rang. Il exite un entier ¢ > 2 et un entier ng tel que

1
vn = ng, an =c. Si ng =0, la question 4.1 montre que x = Py € Q. Supposons ng = 1.

no—1 + no—1

S 1 > 1 S 1 1 [
X:Za a+Za a xck*nozza a+a a c 16(@'

o Go---0x Koo 0+ 0ng—1 o Go---0x 0+eelng—1

a
e Supposons que le réel x €]0, 1] soit un rationnel. Posons x = 5 oll a et b sont deux entiers naturels non nuls premiers

entre eux tels que a < b.
La division euclidienne de b par a fournit un entier naturel q et un entier naturel r € [0,a — 1] tels que b=aq+r. On a

q=E (g) =E (J—() puis ap =1+ g. On obtient alors

a +1a—b a-r
x1:aox—1:(q+1)g—1:(q 13 =5

. . a . . . 1. .
Sir =0, on obtient x; = 5= X = X¢ puis par une récurrence immédiate, pour tout n € N, x; = x. Dans ce cas, la suite

(Xxn)nen est constante & partir du rang 0 et il en de méme de la suite (an)nen.
!

. . L. a N .
Sinon, r € [l,a— 1] puis 1 < a—r < a—1< a. x7 s’écrit donc — o a’ est un entier naturel non nul tel que a’ < a.
On recommence ce procédé tant que le reste obtenu n’est pas nul. Vérifions qu’il existe un premier reste nul. Dans le cas
. P OKn . . L. .
contraire, on peut écrire chaque x, n € N, sous la forme o ol (tn )nen est une suite strictement décroissante d’entiers

naturels non nuls. Une telle suite n’existe pas et donc il existe un premier reste nul ou encore il existe un entier naturel

. [0 . . .
o tel que xn, s’écrive % avec n, € N* et € N. D’aprés I’étude du cas v = 0, on a alors Xn,+1 = Xn, puis par

Xng
récurrence, Vn = Mo, Xn = Xn,. La suite (xn)nen est donc constante & partir du rang ng et il en est de méme de la suite

(an)nen.
Probléme 2 : statistiques et probabilités
Partie A : deux indicateurs de dispersion

1. Minimisation de G

1 « ,
1.1 Posons M = - ;xi. Soit x € R.
1=
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n n n
G(x) = Z(xz —2xix+xiz) =nx? —2nMx+fo =n(x —M)? —nM? +inz
i=1

i=1 i=1

n
>-nM?+ ) xf
i=1

avec égalité si et seulement si x = M. Ainsi, la fonction G admet un minimum sur R atteint en un réel et un seul.
] n
1.2 Le réel M = o Z xi est la moyenne des xi, 1 <1< n.
i=1

2. Minimisation de L

2.1 Dans cette question, pour tout x € R, L(x) = |x + 2| + |[x — 3| + [x — 4.

2.2 Dans cette question, pour tout x € R, L(x) =[x + 2|+ |x — 3| +|x — 4| + |x — 7|.
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| | | | |
T T T T T T T T T T T

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

2.3 On suppose sans perte de généralité que la numérotation des xi, 1 < 1 < n, a été effectuée de sorte que x1 < x3 <
oo < Xp.

ler cas. Supposons n impair. Posons n =2p+1oap € N. Si p =0, la fonction L : x — [x — x1| atteint son minimum
en x7. On suppose dorénavant p > 1.

Vérifions que pour tout réel x, L(x) > L(xp41) avec égalité si et seulement si x = x4 1. Tout d’abord
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2p+1 P 2p+1 P 2p+1

L(xpi1) Z\po—XLH D prr—xil=) Oprr—xi)+ Y (i—xpp) =) xi— Y xi.

i=p+2 i=1 i=p+2 i=1 i=p+2
2p+1
Pour tout x €] — oo, x1], L(x) = —(2p + 1)x + Z xi. Sur lintervalle ] — co,x1], la fonction L est une fonction affine
i=1
strictement décroissante.
Soit k € [1,p] puis x € [xk,Xk+1]-
k 2p+1 k 2p+1 k 2p+1
L(x) = Zx—xl + Z (k—(2p+1—k))—le Z xi = (2k — 2p—1x—le Z Xi.
i=1 i=k+1 i=1 i=k+1 i=1 i=k+1

Puisque 2k — 2p — 1 < —1 < 0, la fonction L est une fonction affine strictement décroissante sur [xy, xx+1]. Puisque L est
continue sur ] — 00, Xp41], strictement décroissante sur ] — oo, x1] et sur chaque [xi,xx41], k € [1,p], la fonction L est
strictement décroissante sur ] — 0o, Xp41]. De méme, la fonct1on L est strictement croissante sur [xp1,+o00[ et finalement
la fonction L admet un minimum global strict en x, 1.

2éme cas. Supposons n pair. Posons n = 2p ou p € N*. Comme précédemment la fonction L est strictement décroissante
sur ] — 00, xp] et strictement croissante sur [xp11,+o00[. Enfin, pour x € [xp,Xp+1],

P 2p P 2p+1
ZZ(X—XiH— Z (Xi—XJZ—ZXH— Z Xi.
i=1 i=p+1 i=1 i=p+1

La fonction L est donc constante sur [xp,,xp1]. Par suite, la fonction L admet un minimum atteint en n’importe quel réel
de lintervalle [xp,Xp1] et uniquement en un tel réel.

2.4 Si m est impair, L atteint son minimum en la médiane de la série (x1,...%n). Si n est pair, L atteint son minimum en
n’importe quel point de l'intervalle médian [xn/z, XHn/z}.

Partie B : théorie de 'information, le cas discret
1. Deux exemples

1

1.1 Ici, p1 =p2=p3=pa = 1 et donc

1 1
H(A) = —4 x 7 x In <4_1> =2In2.

1 1 1 1 1 1 3 2 1 7
H(A)——<2><g><ln(§)—|—£—1 Xln<é—‘>+z ><1n<z)>—<Z+Z+z)1n2—zln2<21n2.

2. Cas n = 2. Ici, l'entropie est définie par H(A) = —plIn(p) — (1 — p)In(1 — p) ou p €]0,1[. Pour p €]0,1[, posons
f(p) = —pln(p) — (1 —p) In(1 — p). T est dérivable sur ]O, 1[ puis pour p €]0, 1],

1.2

f'(p)=—1T—Inp+1+1In(1 —p) =In(1 —p) — In(p).
1 1
Pour p €]0,1[, f'(p) >0 & In(1—p) >Inp) & T—-p>p & p< 5 et de méme In(1 —p) = In(p) & p = 7 La

1 1
fonction f est donc strictement croissante sur ]O, z} et strictement décroissante sur {z,

1 [ On en déduit que la fonction f

admet un maximum global strict en 5 ou encore, ’entropie est maximale si et seulement si les événements A7 et A, sont

équiprobables.
3. Cas général Soit f une fonction convexe sur I

3.1 Montrons par récurrence que

Y= 2, Y(x1,...xn) € I™, V(A1,..., An) € (RT)™, (Z Me=T= > Aoxi € Tet f( <Z Akxk> < Z?\kf(xk)>.
k=1 k=1 k=1
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Pour n > 2, on note #(n) la propriété ci-dessus.
e Le cas n = 2 est la définition d’une fonction convexe.

n+1
e Soit 1 > 2. Supposons Z(n). Soient (X1,...,Xn,Xnt1) € I 1) et (A1,...,An,Anys1) € (RT)™T tel que Z A = 1.

k=1
Puisque les Ay, T < k <n+ 1 sont positifs, pour tout k € [1,n+ 1], A¢ € [0, 1].
n
- Si Ang1 =1, puisque les Ay, 1 < k < n sont positifs et que Y Ax =1—Ani1 =0, pour tout k € [1,n], Ak =0.
k=1

Dans ce cas, I'inégalité & démontrer est immédiate.

- Supposons maintenant que An,71 € [0, 1[.

n+1 n
T <Z )\kxk> =f <)\n+1xn+1 + n+1 Z )
k=1 n+1

k=1
Ax . " = Ak T —Any A )
Les nombres ————— sont positifs et vérifient Z = = 1. Par hypothése de récurrence,
- An+1 _ 1— ?\n+1 11— ?\n+1
n
Z ——xx€let
k—1 1— n+1

Le cas n = 2 permet alors d’écrire

n+1 n
<Z Ak"k) <A1 f(xne1) + (1T =Angr)f <Z 1= : )
n+

k=1
n+1

(xx) = Z Arf(xi).
k=1

n
KA1 f(xng1) + (1 = Ang Z P —
k1 n—H

Le résultat est démontré par récurrence.

3.2 Pour x €]0,1[, posons f(x) = xInx. f est deux fois dérivable sur ]0,1[ et pour x €]0,1[, f'(x)

f"”(x) = — > 0. Donc la fonction f est convexe sur ]0, 1[.
X

= Inx + 1 puis

3.3 Par suite,
n n ]
Z pxln(px) =n Z Ef(pk)
k=1 k=1

snt(3p) =t (33w ) <o () = (1) =i

puis H(A) < In(n). Comme In(n) est I'entropie dans le cas ot les Ay, 1 < k < n, sont équiprobables (et donc de probabilité
1

—), on a montré que ’entropie est maximale lorsqu’aucune hypothése ne peut étre privilégiée.
n

Partie B : théorie de 'information, le cas continu
1. Deux exemples

+2
1.1 Pour tout réel t, g(t) = ¢

. g est continue sur R et paire. De plus, pour tout réel t, g(t) > 0 puis

N

SRR
—g(t)n(g(t) = <= (% + ln(27t)>.
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La fonction t — —g(t) In(g(t)) est continue sur R et paire.
Soit A > 0. Les deux fonctions t — —

2
V271

t
2
intégration par parties et on obtient

et t — = sont de classe C' sur le segment [0, A]. On peut donc effectuer une

A L2 _t2 A _i2
tce 2 t e 2
0

2 A A 2
- —xt T LI +1J € 7 at
2 \2n 0o 2 V2m V2 2 o 2)o V2
e ALl JA et
=— X =+ = .
V2 2 2 )y \2m
+o0o 1 +oo 1
Maintenant, il est admis dans I’énoncé que la fonction g est intégrable sur R et que J g(t) dt = ZJ g(t) dt = 5
e N 0 —00
2
Quand A tend vers +oo, eﬁ X 5 tend vers 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées et donc quand A tend
T
00 42 =
vers +00, on obtient la convergence et la valeur de J' — dt:
& 0 2 \2m
+o0 tZ _i2 1 +oo _ 12 1
J v dt:—J € " dt=-.
o 2 +V2m 2)o V2m 4
Mais alors

2
In(27) J+°° e T

= dt +
oo V2T 2

1+ In(2m)
——dt= ———~.
—oo V2T

2
1.2 (Erreur d’énoncé : on supposera que la définition de ’entropie de h est H(h) = —J

+oo
h(x)In(h(x)) dx.)
0
Soit A > 0. Pour tout réel x € [0, +o0[, h(x) = Ae ™™ > 0 puis
—h(x) In(h(x)) = —Ae **In (Ae™**) = —In(A) x Ae ™™ + A2xe M

La fonction x — —h(x)In(h(x)) est continue et intégrable sur [0, +00[. Soit alors A > 0. Les deux fonctions x — —e ** et

x +— x sont de classe C! sur le segment [0, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient
A A A (A
J Axe M dx = A J xxAe M dt | =A [ [—xe ™)) +J e ™ dx
0 0 0
=-Ae M _e M 41

+oo
Quand A tend vers +o00, on obtient J A2xe ™ dx = 1. Par suite,
0
+oo
H(h) = —ln(?\)J

+oo
Ae ™M dx + J
0
2. Deux résultats préliminaires

Axe M dx =1 —1In(]).

fry)=1->=8"Z%

2.1 Soit x > 0. Pour y > 0, on pose f(y) =xIlnx +y —x —xIny. f est dérivable sur ]0,4+oo[ et pour y > 0,

Y Y

f’ est strictement négative sur ]0,x[ et strictement positive sur ]x,+oo[ puis f est ctritement décroissante sur ]0,x] et
strictement croissante sur [x,+oo[. Par suite, f admet un minimum global strict en x égal a
f(x) =xInx+x—x—xlnx =0.

http ://www.maths-france.fr
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On a montré que pour tous réels strictement positifs x et y, xIny < xInx +y — x avec égalité si et seulement si y = x.
b
2.2 Puisque f est positive sur [a, b], on a J' f(x) dx > 0.

a
Supposons f # 0. Il existe xo € [a,b] tel que f(xp) > 0. Par continuité, il existe un intervalle I de longueur strictement
f(xo)

positive et de centre x¢ tel que pour tout x € IN[a, b], f(x) > > 0. IN[a, b] est un intervalle de longueur strictement

positive { et puisque f est positive,

b
J f(x) dx > J f(x) dx >
a 1N[a,b] 2

b b

f(x) dx > 0. Par contraposition, si J f(x) dx = 0 alors f est la fonction

Ainsi, si f n’est pas la fonction nulle, alors J
a

a
nulle.

3. Une maximisation d’entropie sous contrainte de moyenne et de variance

1
3.1 e La fonction t — tg(t) est continue sur R, négligeable en +00 ou —co devant a Par suite, la fonction t +— tg(t) est
+oo
intégrable sur R. Puisque la fonction t — tg(t) est impaire, on a J tg(t) dt =0.

—00

1
e La fonction t — t?g(t) est continue sur R, négligeable en 400 ou —oo devant = Par suite, la fonction t — t?g(t) est

intégrable sur R.

Daprés le caleul de la question 1.1 rootz (t) dt =4 roo 2ot dt=dx =1
apres le calcu € la question [.1, = X —_— = X = = 1.
p q Y T I

On a montré que g € NV.
3.2 Soit f e N.

= —% In(27) (J+°° g(x) dx — J+°° f(x) dx) — % (J'+oo x?g(x) dx — J+oo x?f(x) dx)

1

1
:_Eln(zmm —1)—2(1 —1)=0.

Done, H(g) = —J f(x)In(g(x)) dx.

—00

3.3 ¢ Soit f € NV.

= —J+Oo(f(x) In(f(x)) + g(x) — f(x)) dx (d’aprés la question 2.1)
+oo

g(x) dx—J f(x) dx =H(f) +1—1=H(f).

—00

e De plus,
H(g) = H(f) & H(g) —H(f) =0 J Oo(f(X) In(f(x)) — f(x) In(g(x)) + g(x) — f(x)) dx = 0.

D’aprés la question 2.1, la fonction x — f(x) In(f(x)) — f(x) In(g(x)) + g(x) — f(x) est continue et positive sur R. Soit [a, b]
un segment de R.

+oo

b
0< J (f(x) In(f(x)) — f(x) In(g(x)) + g(x) — f(x)) dx < J (f(x) In(f(x)) — f(x) In(g(x)) + g(x) — f(x)) dx = 0.

a —00
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b
Done, | (f(x)In(f(x)) —f(x)In(g(x))+g(x)—f(x)) dx = 0 puis, d’aprés la question 2.2, pour tout x € [a, b], f(x) In(f(x))—

f(x) ln(g(x)) + g(x) — f(x) = 0. Mais alors d’aprés la question 2.1, pour tout x de [a, b], f(x) = g(x). Ceci étant vrai pour
tout segment [a, b] de R, on a montré que si H(f) = H(g), alors f = g.

Réciproquement, si f = g alors H(f) = H(g) et on a montré que

Vfe N, H(f) =H(g) & f=g.
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