Résumé de Math Sup : déterminants

I - Applications multilinéaires

1) Définition.
Soient Eqp,..., En, F 1+ 1 espaces vectoriels . Soit f une application de E; x ... x E;; dans F.

f est n — linéaire & f est linéaire par rapport & chaque variable

& V(ai)i<ign, Vi€ [1,n], lapplication By — F est linéaire.
xi — flar, ., @io1,Xi, Qig1, 0y Gn)

Exemple. Dans R3 euclidien orienté, f : R3 X R3  est bilinéaire.
(x,y) — xAy
SikEy =..=E, =E et F=K, on obtient les formes n-linéaires sur E.

2/ Formes symétriques , antisymétriques , alternées.

Définition. Soit f une forme n-linéaire sur E.
1) f est symétrique & V(x1,...,xn) € E™, Vo € Si, f(Xg(1), oy Xo(n)) = F(X1, .00y Xn ).
2) f est antisymétrique & V(x1,...,xn) € E™, Vo € S, f(Xo(1), oy Xo(m)) = €(0)f(X1, ...y Xn ).
3) f est alternée & V(x1,...,xn) € E™, [(3({,§) € [1,m]*/ 1 #] et xi = %;) = f(x1,...,xn) = O]

Théoréme. f est antisymétrique & V(x1,...,xn) € E™, VT transposition de [1,n], f(x¢(1), ..., Xe(n)) = —F(x1, ..., Xn ).
Démonstration. Soit ¢ € S,,, on écrit 0 = T7 o... o T} oil les T; sont des transpositions et on sait que e(o) = (—1)k.

Théoréme. Soient E un K-espace vectoriel (K sous-corps de C) puis f une forme n-linéaire sur E.
f alternée & f antisymétrique.

Démonstration.

=/ Soit (x1,...,xn) € E™. Soient i # j puis T =Ty j.

0 =f(xX1,.eey Xi + X5, .0.X4 + X5, ey X))
= (X1, ey Xy ooy Xy X )+ (X0, oo Xy oy X5,y o X ) F T (X0, e X5, oy X4y X )+ F(XT, 0 X5y ey X, 20X )
=f(x1, .y Xty oy X5, X )+ F(XT, 0 X5, 0, X4, X )
Donc pour tout (x1,...,xn) € E™, pour toute transposition T, f(X(1), ..., Xr(n)) = —f(x1,...,xn) et f est antisymétrique.
& / Soit (x1,...,xn) € E™ tel qu'il existe 1 #j tel que x; =x; =x.
L’égalité f(x1, ...y Xq, ey X4, . Xn) = —F(X7, 00, X5, o0y X4, ... X ) 87€crit encore f(Xq,...,%, ..., X, .. xn) = —F(X1, .., %, .00, X, . X )
ou encore 2f(x1, ..., X, .., X, ...xn) = 0 ou enfin f(x1,...,X, .., X, ..xn) = 0.

II- Formes n-linéaires alternées sur un espace de dimension n . Définition de la forme
déterminant dans une base

1) Théoréme fondamental. Soit E un espace vectoriel de dimension finie 1 > 1. On note A’ (E) I'ensemble des formes
n-linéaires alternées sur E.

Théoréme. 1) A} (E) est un K-espace vectoriel de dimension 1.

2) Si B = (ei)igign est une base donnée de E, il existe une et une seule forme f n-linéaire alternée sur E telle que
f(#) =1.

Définition. L’unique forme f n-linéaire alternée sur E telle que f(#) = 1 s’appelle la forme déterminant dans la base %
et se note detg.

n

Démonstration. Soit (x1,...,xn) € E™. Pour j € [1,n], posons x; = in,jei (ou les x4,; sont dans K).

i=1
Soit f une forme n-linéaire alternée sur E. En développant f(x1, ..., X ) par n-linéarité, on obtient une somme de n™ termes
du type Xy (1),1--Xy(n),nf (ex(] )y ooy ex(n)) ou X est une application quelconque de [1,n] dans lui-méme.
f est alternée et les termes correspondant aux applications x telles que 31 #j/ x(1) = x(j), sont nuls. Donc tous les termes
pour lesquels x n’est pas injective disparaissent. Maintenant, [1,n] étant un ensemble fini, x est injective si et seulement
si x est une bijection de [[1,1] sur lui-méme ou encore une permuation de [1,n].
I1 ne reste donc que les termes du type Xg(1),1..Xg(n) nf(€(1), -y €a(n)) = €(0)Xg(1),1.-Xg(n) nfl€1,...,en) O O est une
élément quelconque de Sy,.
On a montré que nécessairement
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Y(x1, 0 xn) € E™, f(x1, 0y xn) = (e, en) ) €(0)Xa(1),1-Xo(n) n-

Pour (x1,...,xn) € E™, posons @(x1,...,xXn) = Z e(0)Xg(1),1+Xa(n) n-
oeSn
e @ est une forme n-linéaire sur E car linéaire par rapport a chaque variable.

e @ est non nulle car @(eq,...,en) = Z €(0)d5(1)1--00(m)n =1
oeSn
o @ est alternée. En effet, soit (x1,...,xn) € E™ tel que x4 = x; pour un certain couple (i,j) tel que i #j.
Soit T = Ti,;. On sait que si Ay, est I’ensemble des permutations paires, AT est I’ensemble des permutations impaires.
Donc

(p(X],...,Xi,...,Xj,...,Xn): Z Xo(1),1-Xo(n),n — Z Xot(1),1+--Xot(n),n

OEAL O0EAR

= Z Xo(1),1-Xo(i),i+*-X0(j),j - Xo(n)n — Z Xo(1),1-Xa(§),i--Xo(i),j -+ Xo(n),n
0EAR 0EAR

= Z Xo(1),1-Xo(i),i+*-X0(j),j - Xo(n)n — Z Xo(1),1-X5(§),j - - Xo(i),i-+ - Xo(n),n (car XiZXj)
OEAR OEAR

=0.

Finalement, A% (E) = Vect(@) avec ¢ # 0 et A% (E) est un K-espace vectoriel de dimension 1.
On a vu que @(#) =1 et quesi f e Aj(E), f=1(AB)p. Par suite, f(#B) =1& = o.

2) Propriétés.
Théoréme.

1) det»(AB) =1.

2) detg = dety (B)det ».

3) detz(B') x detg (B) =1.

4) detz(B') x det g (B") = detgn(AB").
Démonstration. On applique : Vf € A¥ (E), f = f(H)det 4.

3) Applications.

a) Théoréme. Soit # une base de E de dimension finie n > 1 et %’ une famille de n vecteurs de E. 2’ est une base
de E si et seulement si detg(%’) # 0.
Démonstration. Si %’ est une base, det z(%8’) x detg/ (%) =1 et en particulier detg(2’) # 0.
Si %' n’est pas une base, puisque card(#) = n, #’ est lice. Par suite, 'un des vecteurs de 2’ est combinaison linéaire
des autres vecteurs de #’. Par n linéarité de dety et puisque detg est alternée, on a bien detgz(%') = 0.

b) Orientation.
Soient # et %’ deux bases de E # {0}. On définit la relation : « %’ a méme orientation que % & detg(#') > 0 ».
La relation précédente est une relation d’équivalence a deux classes. On appelle arbitrairement I'une des deux classes,
classe des bases directes et I’autre, classe des bases indirectes. L’espace E est alors orienté.

IIT - Déterminant d’une matrice . Déterminant d’un endomorphisme .

1) Déterminant d’un endomorphisme.

a) Définition.
(Remarque. L’ordre de présentation 1) déterminant d’'un endomorphisme 2) déterminant d’une matrice est un ordre qui
permet de parvenir facilement a det(AB) = detA x detB).
Soit f une forme n-linéaire alternée non nulle sur E (de dimension finie non nulle n) et soit u un endomorphisme de E.
Soit fy, définie par : V(x1,..,xn) € E™, fi(x1, .oy xn) = flu(xq), ..., u(xn)).
fu est une forme n-linéaire alternée sur E. Donc il existe un scalaire A tel que V(x1,...,xn) € E™, fu(x1,...,xn) =
Af(x1,...,xn) ou encore telle que V(x1,...,xn) € E™, f(uw(x1), ..., w(xn)) = AMf(x1, ..., Xn ).
Montrons que A ne dépend que de u et pas de f.
Soit g une forme n-linéaire alternée sur E. Puisque dimAj (E) = 1, il existe un scalaire u tel que g = pf. Donc pour
(X] , ...,Xn) e E™

glulx1), .y ulxn)) = puf(ulxr), ..., ulxn)) = Apf(x1, ..., xn) = Ag(x1, ..., xn ).

Définition. Soit u € Z(E). Le déterminant de u est le scalaire noté det(u) tel que Vf € A% (E), V(x1,...,xn) € E®
flu(x1), ., ulxn)) = (det(w)) x f(x1,...,xn).
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b) Propriétés.

Théoréme. Soit u € Z(E).
1) Pour toute base Z de E, pour tout (x1,...,xn) € E™, detg(u(x1), ..., u(xn)) = (detu)detz(x1, ..., Xn ).
2) Pour toute base #Z de E, detg(u(#)) = det(u).

Théoréme.

1) det(Id) = 1.

2) V(u,v) € (Z(E))?, det(uov) = (detu) x (detv).

3) Vu € Z(E), (u € GL(E) & detu # 0) et dans ce cas, det(u™") = (detu)~'.
Démonstration. Soit % une base de E.

1) det(1d) = detx(B) = 1.

2) det(uov) = detg(u(v(A))) = (detu)det z(v(A)) = (detu)(detv).

3) Siu € GL(E), (detu)(det(u™") = det(uou™") = det(Id) =1 #0.

Si detuw # 0, det z(u(AB)) = detu # 0 et u(H) est une base de E puis u € GL(E).

Théoréme. Vu € Z(E), VA € K, det(Au) = A™(detu).
Danger. En général, det(u + v) # detu + detv.

2) Déterminant d’une matrice carrée.
a) Définition.

SiA=(aij)icijcn € #n(K), le déterminant de A est le nombre detA = Z e(0)ag(1),1--Ag(m)n-
o€SH

Notation. detA = [ai jl; <n-
RSP N

b) Propriétés.

Théoréme. Soit u € Z(E) de matrice A dans une base £ de E donnée. Alors det(u) = det(A).

Théoréme. Deux matrices semblables ont méme déterminant

Théoréme. 1) L’application det : (#,(K),x) — (K, x) est un morphisme et 'application
A —  detA

det : (GL,(K),x) — (K* x) estun morphisme de groupes.
A —  detA

2) Y(A,B) € (#n(K))?, det(AB) = (detA)(detB).

3) det(I,) =1T.

4) VA € M (K), [A € GL,(K) & detA # 0] et dans ce cas det(A™") = (detA)~".

Le noyau du morphisme de groupes det : (GL,.(K),x) — (K* x) c’est-a-dire ’ensemble des matrice carrées de

A —  detA
déterminant 1 est un sous-groupe de (GLy, (K), x) noté SL;, (K) (groupe spécial linéaire).

Théoréme. detA = det(*A).

Démonstration. det(tA) = Z €(0)ay o(1)--An,o(n)-
oESH
Soit o un élément donné de Sy,. Si on pose i1 = o(1), ... , in = o(n), alors o '(i1) =1, ..., ' (in) = 1.
Le monome aj g(1)...0n, g(n) 8'€CTit Ag—1(i;) i, Qo1 (i,),i, OUENCOTC Ag—1(1) 7 .- Og—1(n) n, aPres avoir remis dans 'ordre
les n facteurs. Donc,

det(tA) = Z 8(0‘)(11‘6(1)...071‘0(71) = Z 8(6)00—1(1)‘1 e Oo-T(m)n

0ESH 0ESH

= Z 5(0'_])Clo-—l(])‘] U1 (m)n = Z €(0J)Clo-/(]]‘] o Oor(n),m
0ESH 0/ESn

=det(A)

car I’application o+ o~ ! est une permutation de S,, (puisque application involutive de S, dans lui-méme).

IV - Calculs de déterminants
1) Transposition. detA = det(*A) et donc toutes les régles portant sur les colonnes sont encore valables sur les lignes.

2) Matrices triangulaires. Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux
(se montre directement en revenant a la définition).

3) Opérations élémentaires.

a) Yo € Sy, det(Cg(1), ..., Co(m)) = e(0)det(Cy, ..., Cn). Quand on permute des colonnes, le déterminant est multiplié par
la signature de la permutation.

b) Si on ajoute & une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes, le déterminant garde la méme valeur.
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c) det est n-linéaire et donc det(C, ..., Ci+C/{, ..., Cp) = det(Cy, ..., Ci, ..., Cn)+det(Cy, ..., C{, ..., Cry) et det(Cy, ..., ACq, ..., Cy) =
Adet(Cq, ...,Cn).
Danger. det(A + B) # detA + detB en général et det(AA) = det(ACq,...,ACy,...,ACy) = Adet(Cq, ..., Cry) = A™detA.

4) Calculs par blocs.

A] X . X

Théoréme. Si les A; sont des matrices carrées, det O = (detA7)(detAz)...(detA,).
Do T x
0 ... 0 A,

Démonstration. On le montre pour p = 2 puis on termine par récurrence.

On montre que det ( f)\ 1(3: ) = (detA)(detB) ou A € #n(K) et B € 4, (K).
Soit ¢ : MH(K) — K . @ «est» une application n-linéaire alternée des colonnes de X.
X C
X — det ( 0 B
Dongc, il existe une constante k (indépendante de X) telle que VX € ., (K), ¢(X) = k(detX) avec k = kdet(L,,) = @(I,)
ce qui montre que VX € .#,, (K), det ( >(§ }(3: ) = detX x det < I(')l }(3: )
De méme, l'application V : #,(K) — K « est » une application p-linéaire alternée des lignes de Y.
I, C
X — det 0y
Dong, il existe une constante k’ (indépendante de Y) lle que VY € 4, (K), ¥(Y) = k(detY) avec k/ = k'detl, = P(L,).

I, C

Ceci montre que VX € 4, (K), VY € #,(K), det ( ) = detX x detY x det ( 0 I
P

) . Enfin le déterminant d’une

. . . ) . I

matrice triangulaire est égale au produit de ses coefficients diagonaux et donc det (’)1 IC =1.
P

5) Développement suivant une ligne ou une colonne.

Théoréme. Soient m; ; le mineur de a;; et A;j = (—1)"m;; = cofacteur de a; ;. Alors, V(i,j) € [1,n]?,

detA ai kAik (développement suivant la ligne i)

I I\’]: I l\/]:

ax Ak, (développement suivant la colonne j)

Démonstration. Il suffit de démontrer la formule de développement suivant une colonne car detA = det('A).

Ensuite, il suffit de démontrer la formule de développement suivant la premiére colonne car alors, si on veut développer
suivant la colonne j, on effectue la permutation des colonnes C; — C; — Cz... = Cj_7 dont la signature est (—=1)-T
(signature d’un cycle de longueur j), puis en développant suivant la premiére colonne, on obtient

n n
detA = (=1 Z ar; (=1 Ty = Z i, jAk,j-
k=1 k=1

Il reste & démontrer la formule de développement suivant la premiére colonne.

0
0 n
C; est somme de n colonnes du type a1 et par n-linéarité du déterminant, detA = Z detA; ou
0 i=1
0
0 a2 ain
0 ai—12 ... e G n
detA; = ai i ai2 .. . ain
0 Aiy1,2 ... o Qi1 n
0 an,2 ... B .
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Sii=1, un calcul de déterminant par blocs fournit detA; = ay 1A 1.
Sii> 2, onpasse Ljen Ly, LjenLy,..., Li_1 en L. On obtient

ai i ai 2 . . ain
0 a2 . e aln
detA; = (—1)! 0 ai—12 ... ... Qi—1n | = A1 (calcul par blocs)
0 aiy1,2 ... coe Oi41n
0 an2 ... B

n
et finalement detA = Z ai1Aq1.

i=1

V - Comatrice. Inverse d’une matrice .

La comatrice de la matrice carrée A de format n est la matrice, notée comA, dont le coefficient ligne 1, colonne j, est
le cofacteur de I'élément a;; de A, c’est-a-dire si A = (aij)i<ij<n, alors com(A) = (Aqj)i<ij<n- La transposée de la
comatrice de A est appelée matrice complémentaire de A et est notée A.

Théoréme. o
1) VA € 4, (K), AA = AA = (detA)I, ou encore A(*comA) = (*comA)A = (detA)],.

2) VA € 4+ (K), (A € GL,(K) & detA # 0) et dans ce cas, A~ = ﬁ(tcomA).
e

n
Démonstration. Le coefficient ligne 1, colonne j de AtcomA vaut Z ai kAj k.

k=1
e Sii=j, cette expression n’est autre que le développement de detA suivant sa i-éme ligne et vaut donc detA.

n
e Sii=#j, Z ai,kAj k est le développement suivant la ligne j du déterminant déduit de detA en remplagant la ligne j
k=1
de detA par sa ligne 1 (et en ne modifant pas sa ligne i). Cette expression est donc nulle puisque égale a un déterminant
ayant deux lignes identiques. B
Ensuite , il est clair que com(*A) = *(comA) (a partir de la définition de comA) et donc AA = (*comA)A = com(*A)(*A) =
YtAY (com(tA)) = t((det(tA)L,) = (detA)l,.
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