Planche n° 6. Séries. Corrigé

nZ4+n+1
nZ4+n-—1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
w1l ) m(iel k) o (Bro(L)) - (R0 (L)) o ()

: 1 . .
Comme la série de terme général —, n > 1, converge (série de RIEMANN d’exposant o« > 1), la série de terme général u,
n
converge.

n°1l: 1) Pourn > 10nposeun—1n< ).Vn}],unexiste

1

2) Pour n > 2, on pose Uy = ———— . Vn > 2, u, existe et de plusu, ~ —. Comme la série de terme général

nt(—hnyn N oo M

, N> 2, diverge et est positive, la série de terme général u,, diverge.

31—

n+3
2n+1

n+3 1 3 1
In(un) =In(n) In <2n+1) =In(n) <ln (z) +1In (1 + T—L> —1In (1 + E))

= ln(n)<ln2+0<l>) = —In2In(n)+ o(1).
n— +00 n n— +00

Inn
3) Pour n > 1, onposeun:( ) .Pourm>1, u, >0et

1
Donc u, = enn) e~ m2lan — ___ Comme la série de terme général , > 1, diverge (série de RIEMANN
n— 400 nin2 nin Hin2
d’exposant « < 1) et est positive, la série de terme général u,, diverge.
4) P n>?2 u ] u ist n > 2. In(chn) 1 e n—1In2 n et
our , on pose = —. existe pour . In(c ~ Inl—=— )] =n—1n ~ e
z POSE tn = | ) In(chn)” P z o oo 2 o oo

1
no oo T In(n)

> 0.

. . 1 : . : .
Vérifions alors que la série de terme général o n > 2, diverge. La fonction x — xInx est continue, croissante et
nn

strictement positive sur |1, +oo[ (produit de deux fonctions strictement positives et croissantes sur |1, +oo[). Par suite, la

est continue et décroissante sur |1, 4o00[ et pour tout entier k supérieur ou égal & 2,

1 k+1 1
>
KInk /J xinx

fonction x —

Par suite, pour n > 2,

>

Donc u,, est positif et équivalent au terme général d’une série divergente. La série de terme général w,, diverge.

n k+1 1 n+1 1
Z J dx = J dx =In(In(n+1)) —In(In(2) — +oo.
= xInx > xlnx n— oo

1
5) Pour n > 1, on pose u,, = Arccos {/1— — . Un existe pour n > 1. De plus un ~ — 0. On en déduit que
n n— +00

'()—'A311—1112/3—11+2+]
Un S sm(u, ) = sin rccos )T — 2 e - 32 o nZ
21
n%~+oo\/;T_L>o

terme général d'une série de RIEMANN divergente. La série de terme général un diverge.

2
6) Pour n > 1, on pose u, = ﬁ u, existe et un, # 0 pour n > 1. De plus,
n—1)!
Unpi| m+1)2  (n—=1) (n+1)? 1
Un n TLZ * n! a T].3 n—+oco M ‘rlH_-Q)-oo 0<1.

(© Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés. 1 http ://www.maths-france.fr



D’aprés la régle de d’ALEMBERT, la série de terme général u,, converge.

1T\" 1 1
7) Pour n > 1, on pose u, = (cos—) — —. Up est défini pour n > 1 car pour n > 1, —

vn Ve

B

cos —= > 0. Ensuite

v

1n<cosi) _ 1n(1l+ 1 +o(i>> - l+LL+o(i)
VM) no+oo 2n - 24n? n2) ) na+o 2n 24n?2  8n? n?
1 1 1
n;mﬁmﬂ(m)'

1 1 1 1
Puis nln (cos \/_ﬁ) N T T + o0 (E) et donc

Uy = enln(cos(l/\/ﬁ) _ L 1 (efﬁJrO(‘]T) _ !

1) ~ —— <o.
)na+oo ]Zn\/E<O

\/E n——+oo %

La série de terme général —

8)

est divergente et donc la série de terme général u,, diverge.

1
12n/e

2
In (E Arctan <n +])> =In <1 — EArctam <2L)>
us n us ns +1
2 n 2

~ ——Arctan [ —— ~ ——— ~ —— <0
n—+oo 7T n? +1) no+o0 mn? +1 nos+0 M7

Donc, la série de terme général u, diverge.

]O, g{ et donc

/2 2
cos” X
9) Pour n > 1, on pose u,, = — dx.
) - P " J'O nZ + cos? x
. cos® x . s .. . o
Pour n > 1, la fonction x — S — dx est continue sur [O, z] et positive et donc, u, existe et est positif. De plus,
n? + cos? x
pour n > 1,
7'(/2 ] T
0<u, < —— dx = =—.
e L nZ+0 2n?
T
La série de terme général 52 converge et donc la série de terme général u,, converge.
n
w1 1 1 1
10) —/2sin (— + —) = —sin (—) — cos (—) = —-1+40 (—) puis
4 n n n /) n—+oo n
. T 1 Inn
—V2sin|{ —+—|Ilnhn = —Inn)+0|(— = —In(n)+o(1).
4 n n— o0 n n— 400
Par suite,
O<u, —e Zsin(%Jr];)lnn N eilnn:l
n n—+oo n.

. 1. . .
La série de terme général — diverge et la série de terme général u, diverge.
n

1 1 1
11) nln (1+—> = 1——+0(—> et donc
n/ n—s+oco n n

1 1
Un = e—e ") = (114 — 40— ~ S0
n— oo n—+oo n n n—+oo 2n

- - e .. - L .
La série de terme général I diverge et la série de terme général u,, diverge.
n

(© Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés. 2 http ://www.maths-france.fr



n®2: 1) SiP n’est pas unitaire de degré 3, u, ne tend pas vers 0 et la série de terme général u,, diverge grossiérement.
Soit P un polynéme unitaire de degré 3. Posons P = X3 + aX? 4+ bX +c.

O R ST LI
tn =T n2 n n2 nd
1 1 a b a? 1
(e o () - (st e me 0 ()
_ __E‘+ 1 _.E +,Ei J_+,O ;L
no+eo 3 2 3 9 )n n2 )’

e Sia#0,u, ne tend pas vers 0 et la série de terme général u,, diverge grossiérement.

1 Db\ 1
eSia=0 et = — ;é 0, u ~ (— — —) —. un,est donc de signe constant pour n grand et est équivalent au terme
n—+oo \ 2 3)n
général d’une série dlvergente. Donc la série de terme général u, diverge.
b
eSia=0et -—==0,u, = O — ). Dans ce cas, la série de terme général u,, converge (absolument).
2 3 n— +oo 2

3
En résumé, la série de terme général u,, converge si et seulement sia=0et b = 5 ou encore la série de terme général u,

3
converge si et seulement si P est de la forme X3 + =X +¢, c € R.

2
1
2) Pour n > 2, posons u,, = —S(n). Pour n > 2,
n(X
0<Sn+1)= i1 X 1 <1+i 1 *1S(n)
PPt 24Pt 2
p=2 p=2
2
et donc Vn > 2, S(n) < S(2) . Par suite,
m—2

- 1.S(2) 1
TS a2 15 2\ n2 )
Pour tout réel «, la série de terme général u,, converge.
1
3) Vup € R, Vn € N* u,, > 0. Par suite, yn > 2, 0 < uy < m

On en déduit que lim u, =0 et par suite uy, ~ — > 0. La série de terme général u,, diverge.
n— +oo n—-+oo M
4) On sait qu’il existe une infinité de nombres premiers.

Notons (pn)nen+ la suite croissante des nombres premiers. La suite (pn )nen+ est une suite strictement croissante d’entiers
1

et donc lim p, = +oo ou encore lim — =0.
n— 400 n—+o0o Py
1 1\ 1 1\
Par suite, 0 < — ~ In <1 — —> et les séries de termes généraux — et In <1 — —> sont de méme
Pn no+oo Pn Pn Pn
nature.
1\
Il reste donc a étudier la nature de la série de terme général In ((1 — —) )
n
+00 1 —1 N 1
Montrons que VYN € N*, In 1—— >1In - .
‘ >l (-5) 2 ¥
n=1 k=1
Soit n >. Alors — < 1 et la série de terme général —, k € N, est une série géométrique convergente de somme :

Pn n

+o0 1 1 —1

Sa-(-)

o Pn Pn

Soit alors N un entier naturel supérieur ou égal & 2 et p1 < pz... < pn la liste des nombres premiers inférieurs ou égaux a

N.

In(N
Tout entier entre 1 et N s’écrit de maniére unique p?‘ ...pEk ouvie[[I,n],0<Pi<a=E (ln(( ))) et deux entiers
n{pi

distincts ont des décompositions distinctes. Donc
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Su((1-1) )y w((i-L1)" (oY
];n<< P_k> >>;H<< P_k> )(carVkeN,<p_k> =)

Zl(zl) im(i;)

k=1 i—o Pk k=1 io Pk
nlE 1
() T s
i=0 "k OB 1 <X yernrenn 0<Bn<an P1 » Pn

N +o00 —1
1 1
Or NEIEOO In <kg_1 E) = +o00 et donc E In <<1 — D_k) ) = 400.

k=1

B 1
La série de terme général In (1 — —> diverge et il en est de méme de la série de terme général —.
Pr Pn
(Ceci montre qu’il y a beaucoup de nombres premiers et en tout cas beaucoup plus de nombres premiers que de carrés

parfaits par exemple).

5) Soit n € N*. Posons n =a, x 10°P +...+a; x 10+ ap oa Vi € [0,p], ai €{0,1;...,9} et ap, # 0. Alors c(n) =p + 1.
Déterminons p est en fonction de n. On a 10P < n < 10°P*! et donc p = E (log(n)). Donc

1

Vn e N*, up = .
e U = g ) + 1)°

In®(10)
n—+co nIn*(n)
Redémontrons ce résultat qui n’est pas un résultat de cours.

Par suite, un et la série de terme général u, converge si et seulement si & > 1 (séries de BERTRAND).

1
est divergente (voir n° 1, 4)). Par suite, si o < 1, la série de terme général ————— est
ninn nin®(n)

) 1 > L .
nln*n) = nlan

La série de terme général

divergente car vn > 2

Soit « > 1. Puisque la fonction x — 0 est continue et strictement décroissante sur 1, +oo[, pour k > 3,
X

n%x

! < Jk ! dx
kIn®k ~ .y xIn%x

puis, pour n > 3, en sommant pour k € [3,n]

i1<ir ]den]dx1 | ] 1
k:3k1n°‘k\ e xIn®x ), xIn®x T a—=T\In*2) W% 'm)/)  a—1m®(2)

k=3
Ainsi, la suite des sommes partielles de la série & termes positifs, de terme général PR est majorée et donc la série de
n
terme général ——— converge.
8 K"k OV
6 Soit n > 2.
u In%(mn+1
n+1 _ n“(n+ ) o 0<1
U (M+1)P n-+oo

et d’aprés la régle de d’ALEMBERT, la série de terme général u, converge.

i T
7) nglfm Un=7-7 = 0. Donc
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Par suite, la série de terme général u,, converge si et seulement si a = 0.

8) La fonction x — x3/2 est continue et croissante sur R*. Donc pour k > 1, J X3/ dx < k3% < J x3/% dx puis
k—1

pour n € N* :

n . nook P n 1 nook+1 1 n+1 P
3 3 3 3 3
X dx E J X dx < E k < E J X dx = J X dx
Jo o Jk—1 - -

ce qui fournit

2 = 2 = 2n/2
5/2<Zk3/2 g((n+1)5/2—1)etdoncZk3/2 ~ n

k=1

n—+oo 5

5
2nz—«
Donc u, ~
n— 400 5

9) Pour n > 1,

> 0. La série de terme général u,, converge si et seulement si & > 7

1 2 n 1 2 n nn+l)
= — — — ) —1>—4+ = — T 5.
Un (1+n“) (1+n“)...(1+n“) 1> St = >0
nmn+1) 1

Comme —.si
2n®  no+4oo 2no—2’

ax<3,onax—2<1 et lasérie de terme général u,, diverge.

Sio >3,

=)

0<un\( g el

(1 =)

5 terme général d’une série de RIEMANN convergente,

n~>+oo n«—

et, puisque o — 2 > 1, la série de terme général u, converge. Finalement, la série de terme général u, converge si et
seulement si o« > 3.

n°3: 1) Pour n €N,

2 2 _
U, = sin m = sin M = sin T +(n—1m) = (=1)"""sin T .
n+1 n+1 n+1 n+1

U
La suite <(1)n1 sin (?)) est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. La série de
n
neN

terme général u,, converge donc en vertu du critére spécial aux séries alternées.

1

2) (la suite | ——— n’est pas décroisante & partir d’un certain rang).
) ( (n+(])n])n€N p p g)

I A B e )L Ny e (]
ST e () o ()

(="
n

La série de terme général converge en vertu du critére spécial aux séries alternées et la série de terme général

1
O <—2> est absolument convergente. On en déduit que la série de terme général u,, converge.
n

_ (—nm (= 1 " . oo (=1 1
3)un=1In (1 + Jn ) e um P +0 7)) Les séries de termes généraux respectifs i et O 372

sont convergentes et la série de terme général —— est divergente. Si la série de terme général u, convergeait alors la
(="
vn

diverge.

Remarque. La série de terme général u,, diverge bien que u, soit équivalent au terme général d’une série convergente.

1
— ( ) convergerait ce qui n’est pas. Donc la série de terme général u,

série de terme général —— = u, —
& n " n3/2
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4) Si o € 217, alors les deux premiéres séries divergent et la derniére converge.

. : 1
Soit o ¢ 2nZ. Pour n € N* posons v, = e"* et ¢, = — de sorte que u, = envn. Pour n € N*| posons encore
n

n
Vn: E V.
k=1

n+p n n+p
Pour (n,p) € (N*)2, posons enfin R = Z ug — Z ug = Z Uk. (On effectue alors une transformation d’ABEL).
k=1 k=1 k=n+1
n+p n+p n+p n-+p n-+p n+p—1
Z ExVKk = Z ex(Vik = V1) = Z ex Vi — Z ex Vi1 = Z ex Vi — Z €k+1Vk
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n
n+p—1
=éentpVnip — Ent1Va + Z (ex — €x41) V.
k=n-+1
. . . einx . sin(na/2) . 1 .
Maintenant, pour n € N* V, = emm = ew‘m et donc Yn € N* [V, | < s/ Par suite, pour
(n,p) € (N¥)?
1 n+p—1
RP| = |——V, V Vi
Ry |n+p e * Z <k k+1)

1 1 1 “*"‘ 1 1
<
\|$Maﬁﬂ<n+p_%n+1+ Z: <k k+1)>

1 1 1
_sin(oc/2)|<n+p+n+1+n+1 n+p) |smoc/2|(n+1)
2
<—
n|sin(a/2)|

) +1 et p entier naturel non nul quelconque, on a [RL| < e.

2
Soit alors € un réel strictement positif. Pour n > B | ———
el sin(o/2)]

n+p

3 w3 <
Ainsi, la série de terme général wu,, vérifie le critére de CAUCHY et est donc convergente. Il en est de méme des séries de
o .. cos(nw) etn sin(na) etn
termes généraux respectifs ——— = Re et =Im(—).
n

On a montré que Ve > 0, Ing € N*/ V(n,p) e N*, (n > ng =

n n n
Inx T—Inx
5) Pour x €]0, +ool, posons f(x) = —. f est dérivable sur ]0, +oo[ et Vx > e, f/(x) = < 0.
X
1
Donc, la fonction f est décroissante sur [e, +oo[. On en déduit que la suite (n_n) est une suite décroissante. Mais
n>3

. . aninmn . - . )
alors la série de terme général (—1)™ —— converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.
n

6) o Si degP > degQ, u, ne tend pas vers 0 et la série de terme général u,, est grossiérement divergente.
1
e SidegP <degQ—2,u, =0 (F) et la série de terme général u, est absolument convergente.

domP
e Si degP = degQ — 1, u, = (—1)“% +0 (F) U, est alors somme de deux termes généraux de séries

convergentes et la série de terme général u,, converge.

En résumé, la série de terme général u,, converge si et seulement si degP < degQ.

+00 n—2

1
7)e—Zk' puis pour n > 2, n'e—1+n+Zg+kZ]
n+

n!
Pour 0 <k <n—2, o est un entier divisible par n(n — 1) et est donc un entier pair que I’on note 2K,. Pour n > 2, on
obtient .

n! P
sin(nlme) = sin <2Kn7r+(n+1)7'[+7t E ) = (=1)™*"sin (n > %)
k=n+1 k=n-+1
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+o0
n!
Déterminons un développement limité & 'ordre 2 de Z o quand n tend vers +oo.

k=n+1
& onl N 1 N & onl
St k' n+1 Mnm+1)(n+2) k:n+3k!
Maintenant, pour k > n+ 3 n 1 < 1 et donc
intenan ur k > , = < n
P K kk—1)...n+1) ~(mynen
+00 +00
n! 1 1 1 1 1
S ey T e
k— 3 2 3
k:n+3k! k:n+3(n+1) o o(n+1) 1 1 nn+1) n
n+1
o PR 1
On en déduit que Z ﬁnﬁim()(E)'H reste
k=n+3

R S Sy (1 B T CPPLA B R (LI [ Y
o Kot k1T (n+1)(n+2) nZ ) notoo n n n2 2 ) nodee 1 2 )

_1\n+1
Finalement , sin(nlme) = (—1)"*Tsin (g +o (i)> = ENtn + ( ! )

n— +oo n2 n n2
sin(n!7e) est somme de deux termes généraux de séries convergentes et la série de terme général sin(n!7e) converge.

. . 7P - o :
Sip > 2, |sin?(nlme)] ~ - et la série de terme général sin® (n!7me) converge absolument.
n—-+oco M

1
n°4: 1) nt = o0 (—2> Par suite, la série de terme général n converge.
3" no+oo n
+00
1
ler calcul. Soit S = Z ns;n Alors
n=0
1S:+oon+] _+Oo£:+in+]_+ool
3 3n+1 n 3n 3n
n=0 n=1 n=1 n=1
1 1 3
3

On en déduit que S = Z

Par suite, pour n € N* et x € R\ {1}

n—1 n ! n—1 n n n—1
K e o (xM =1 XM x—=1) - (x"—1)  (n—1)x"—nx +1
];(an =fl(x) = ( — ) (x) = T = FEE :
n—1 u — L +1
Pour x = %, on obtient Z k;:] -3 3n_12 et quand n tend vers U'infini, on obtient de nouveau S = Z
=6
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2) Pour k > 3, 2k = 3 L

5
G4k 8(k—2) Ta B8kt2)

3) Pour k € N, on a 13k +j3k + (j2)3k =3 puis ]3k+1 +j3k+1 + (j2)3k+1 =1 +] +j2 =0 et ]3k+2 +j3k+2 + (j2)3k+2 _
1432 +3j* = 0. Par suite,

+o00 . 2\ +00
D2 m+i"+ (9" |
e+e]+e] _ZT_3ZW’
n=0 n=0
et donc
4)

(=n" (=n" 1 - - (=n"
5)In{1+ = + O { — |. Donc la série de terme général In ( T+
n n—+oo n T n

> converge.

+oo n
_ S - DR N o
Posons S = ];ln (1 + . puis pour n > 2, S, = kZzln 1+ o . Puisque la série converge S = ngrfoo S =

lim S 1 avec
p— +oo Zpt

2p+1 (7])k P _I _I
P
= Z(ln(zk) —In(2k+ 1) +1n(2k + 1) — In(2k)) = 0
k=1

et quand p tend vers +oo, on obtient S = 0.
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6) Siace ]0, ; [ alors, pour tout entier naturel n, Zi € ]O [ et donc cos (; ) > 0.

)
: 1 - :
Ensuite, In (cos (Z“)) = In (1 +0 <22—n)> i O <22—n> et la série converge. Ensuite,

. . a
;ln (COS (zik)) =In <]i[0 cos (%)) =1In ﬁ M —In 2111+1 ﬁ - (?)

TG

k—o 2sin (2k)

=In | ————g~ | (produit télescopique)
2n+1 sin ( )

2th
7) Vérifions que pour tout réel x on a th(2x) = 7); Soit x € R.
| 1 +‘%h X 1
ch?x + sh?x = Z((ex +e )2 4+ (e —e¥)?) = z(e2>< + e 2%) = ch(2x) et 2shxchx = 3
1
E(eZX — e 2¥) = sh(2x) puis
2thx  2shxchx  sh(2x)

= = = th(2x).
T+th?x ch?x+sh?x ch(2x) (2x)

1
——. Mais alors, pour a € R* et n € N

Par suite, pour x € R, thx = fros = 5

S ()Lt ) o) (e o

K
k=0 th zk——l th 2_k k=0 2k— 2 th 2_k
2 1 ( tél ique)
= — somme télescopique
th(2a) 2nth i P
ZT‘L
. 2 1
n—+o0 th(2a) a’
ce qui reste vrai quand a = 0.
n
n®5 : Il faut vérifier que nu, — 0. Pour n € N, posons S,, = Z Ux. Pour n € N, on a
n— o0 s
2n
0< (2n)upn =2(upn +...+umn) <2 Z uy (car la suite u est décroissante)
—_———
n k=n+1

= Z(SZn - Sn)

Puisque la série de terme général u,, converge, lim 2(S;,, —Sn)=0et donc lim (2n)uy, =0.
n— +oo n— 400

(e —e X)(e* + e )
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Ensuite, 0 < (2n+ 1uzns1 < (2n+ 1 uyn = (2n)uzn +uzn _ﬂi 0. Donc les suites des termes de rangs pairs et impairs
n— +00

extraites de la suite (nuy, )nen convergent et ont méme limite & savoir 0. On en déduit que lim mu, = 0 ou encore que

n— +o0o
1
u, = of—|.
n— +oo n
0sin=0
1. ) . :
Contre exemple avec u non monotone. Pour n € N, on pose u,, = — simest un carré parfait non nul . La suite u est
n
0 sinon
+00 +00
positive et Z Up = Z — < +oo. Pourtant, pzupz =1 — 1 etlasuite (nu,) admet une suite extraite convergeant
p—+oo
n=0 p=1

vers 1. On a donc pas lim nu, =0.
n— +oo

n
o(k
n°® 6 : Soit 0 une permutation de [1,n]. Montrons que la suite S, = Z %, n > 1, ne vérifie pas le critére de CAUCHY.
k=1
Soit n € N*.
2n 2n
o(k) 1
Son —Sn = Z 2 = n)2 Z o(k)
k=n+1 k=n+1
1
> —(1+2+..4n) (car les n entiers o(k), T < k < n, sont strictement positifs et deux a deux distincts)

4n?
nmn+1) > no_ .
8n? &n?z 8

Si la suite (Sy,) converge, on doit avoir HIJIrl (Son —S1) = 0 ce qui contredit I'inégalité précédente. Donc la série de terme
n— +o0o

2 1

on .
général (—2), n > 1, diverge.

n

w
uw nodx
n°7: Pour n € N, posons v, =In(1 +u,), w, = T ettty = st
1 + Un 0 1 + x¢

eSiu, — O,alors0O<uy, ~ vn ~ wyu. Dans ce cas, les séries de termes généraux w,, v, et wy sont de

n— +oo n— +oo n— +oo
meéme nature. :

w . t L. L
D’autre part, pour n € N, — <ty <uy puis < = < Tletdonctn, ~ uy. Les séries de termes généraux
1T+ug T4+ue = u, n— 400

U, et t, sont aussi de méme nature.

e Si u, ne tend pas vers 0, la série de terme général u,, est grossiérement divergente. Puisque u, = e’ — 1, v ne tend
pas vers 0 et la série de terme général vy, est grossiérement divergente. Dans ce cas aussi, les séries de termes généraux
sont de méme nature.

De méme, puisque wy, = T _<l,onau, = et Wy, ne peut tendre vers 0.
1+ un — Wn
Enfin, puisque u,, ne tend pas vers 0, il existe ¢ > 0 tel que pour tout entier naturel N, il existe n = n(N) > N tel que

&€
dx . . - .
U, = €. Pour cet € et cesn, on a t, > J > 0 (fonction continue, positive et non nulle) et la suite t, ne tend pas

e
0 1 +x
vers 0. Dans le cas ol u,, ne tend pas vers 0, les quatre séries sont grossiérement divergentes.

n
1 .
n° 8 : Pour n € N, posons uy = (n+1)! <eZ§> Soit n € N.
k=0

+oo
(n+1)!
un= )
k=n-+1
R 1 N 1 N 1 N *i 1
2 ()3 234 )+ 3)n 45 A= 2)(nt 3.k
oo +00
1 1 1 1 1
= — — <_.
Ona0<k:Zn+6 (m+2)n+3)...k k:ZnH (n42)k o n42)5, 1 Mm+2)*mn+1) ~ nd On en

n—+2

+o0
. 1 1
déduit que k:Zn% M+t2)n+3)...Knoio" (F) Done
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1 1 1 1
n + + +o( -5
u n—+oo n+2 n+2)(n+3) (n+2)(n +3)(n+4) Mm+2)n+3)n+4)(n+5) 0<n4)
Ll 1 2\ 3 1 2\ 3\ N\ 1
— =1+ 1+2) +—5(1+= 1+2 1+—) +—5+o(—
M- 400 n n n n n n n n n
1 8 1 2 3 9 1 2 3 4
= —~ =)+ = i)+ =(1-2)(1-2)(1-2
—+oo n n3 n2 n n n2 n3 n n n
1
_4 Y
]_ _ i _}_l ],E_FE _;’_L 1,2 +L+ l
n—+oo n n3 n?2 n  n? n3 n n4 © n4
B 1 1
nodes | T z+n4+° w )
Finalement

n®9: Pourn € N, posons u,, = sin (7‘[(2 + \/g)") D’aprés la formule du binéme de NEWTON, (2+v/3)™ = A, +BnV3

ol An et By, sont des entiers naturels. Un calcul conjugué fournit aussi (2 —v/3)™ = A,, — BnV/3. Par suite, (24 v/3)™
(2 —+/3)™ = 2A,, est un entier pair. Par suite, pour n € N,

Un = sin (ZAnn (2 \/§)ﬂ) — _sin (n(Z — \/3)“).

Mais 0 < 2 —+/3 < 1 et donc (2 —/3)™ —> 0. On en déduit que [u,| ~ (2 — v/3)™ terme général d’une série
n— +o0o

n— +o00
géométrique convergente. Donc la série de terme général u,, converge.

1\? Vim 1 1 1 1
n°10: Pourm € N*, ona <./un — H) et donc 0 < TLLLn < 5 (un + E) . Comme la série terme général 5 (un + ?>

n
converge.

converge, la série de terme général

Un +1—1 1 1
°11: P n=>2 vy = _ _ ¢ daut -
n our 0w (0w OFw) (O Fun) O+w) . (1 +un) et d’autre part vy
]_1+u1 Donc, pour n > 2

mn

Z L (somme télescopique).

k=1 ]+U.]) (]"Fun)

Si la série de terme général u, converge alors lim u, =0 et donc 0 < uny ~ In(1 4 uy,). Donc la série de terme
n— +oo n— +oo

n
général In(1 41w, ) converge ou encore la suite <1n <H (1+ uk)>> converge vers un certain réel {. Mais alors la suite
k=1 n>1
mn mn ]
<H(1 + uk)> converge vers le réel strictement positif P = e’. Dans ce cas, la suite <Z vk> converge vers 1— P
k=1 n>1 k=1 n>1

Si la série de terme général u,, diverge alors la série de terme général In(1 + wu,, ) diverge vers +o0o et il en est de méme
n n

que la suite (HU + uk)> . Dans ce cas, la suite (Z vk> converge vers 1.
k=1 n>1 k=1 n>1

u
n® 12 : Etudions tout d’abord la convergence de la série de terme général S_n
mn

u
Si == tend vers 0 alors
Sn

o< o (1 _ ﬁ) —In (S““> —1n(Sy) — In(Sn_1).

Sn n— oo Sn Sn

(© Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés. 11 http ://www.maths-france.fr



n
m S, = 4oo. On en déduit que la série de terme général In(S,,)—In(S,,_1) est divergente car Z In(Sy)—

Par hypothése, i
n—+oo —

u u
In(Sk_1) =In(Sy) — In(Sy) —J. +o00. Dans ce cas, la série de terme général S_n diverge ce qui est aussi le cas si — ne
n— +0oo n n

tend pas vers 0.

- L Un ..
Donc, dans tous les cas, la série de terme général S diverge.
mn

u
>

Si o < 1, puisque Sy, tend vers 400, a partir d’'un certain rang on a S§ < Sy, et donc S_n Dong, si « < 1, la série
mn

_n
SK
. Un ..
de terme général Sx diverge.
mn
Si « > 1, puisque la suite (Sy,) est croissante,

ocln Sty [ od a1 (1 1)
S« S« S S X oa—1 Sz—l S

1
qui est le terme général d’une série télescopique convergente puisque Sa T tend vers 0 quand n tend vers 'infini. Dans ce
n

L. . Un
cas, la série de terme général —- converge.

SR

Un
S

n

La série de terme général converge si et seulement si o¢ > 1.

n°13: Sia<0,un ~ n 2% et si /alpha =0, uy =1+ (—=1)™. Donc si &« < 0, U, ne tend pas vers 0. La série de
n— +00

terme général u,, diverge grossiérement dans ce cas.
1
On suppose dorénavant que « > 0. Pour tout entier naturel non nul n, ju,| ~ — et donc la série de terme général
n—+oo M
U, converge absolument si et seulement si o« > 1.
="

n«

1
+ == La suite | — tend vers 0 en décroissant et donc la
n-x « n>1

Il reste & étudier lecason 0 < x < 1. On a u, =

n

série de terme général converge en vertu du critére spécial aux séries alternées. On en déduit que la série de terme

n(X
général un converge si et seulement si la série de terme général —— converge ou encore si et seulement si oc > 5
n

En résumé

1+ (=1)"n*

nsz

1+ (—1)"n*
nZoc

Si & < 0, la série de terme général diverge grossiérement,

1
si0 < o< 3 la série de terme général diverge,

(=1)"n®

si = < & < 1, la série de terme général est semi convergente,

nZoc
+ (1)
ni«

2

si > 1, la série de terme général converge absolument.

n
n® 14 : Pour n € N* on note S, la somme des n premiers termes de la série considérée et on pose H,, = Z —. Il est
k=1
connu que H, = Inn+vy+o(l).
o0

n—+

Soit m € N*.

S =<1+1+ +L>—(1+1+ +l)+(#+ - )—( L +l)+
mpta) 37T p—1 24T g 2p+1 7 T ap—1 2q+2 7 aq)
1 1 1 1
+<z(m—1)p+1+”'+zmp—1)(z(m—1)q+z+'”+m>
mp 1 ‘mq.I 2mp
_];qu*l;ﬂ_

T <1 991 1
Z Efzzk*Zﬂ:HZmp*z(Hmp"'qu)
k=1 k=1 k=1
1 1
= (In(2mp) +v)— s(In(mp) +v+1In(mqg) +v) +o(1) =In2+ =1In (%) +o(1).

m— 400 f 2
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1
Ainsi, la suite extraite (S, (p4q))men= converge vers In2 + 7 In (%)

Montrons alors que la suite (Sy)nen+ converge. Soit n € N*. Il existe un unique entier naturel non nul m, tel que

n
Mu(p+4qg) <n<(my+ 1) +q)asavoirmn=E<—>.
P P p+a
- ] TR A —
2map+1 7 2(ma+1)p—1 2mnq+2 2(m,+1)q
P ¢ 1 1 1

< + B + - -
2map+1  2mpq+2 " 2m, 2m, mg,

ISn — Smn(p+q)| <

Soit alors € > 0.

Puisque nEToo my = +00, il existe ngp € N* tel que pour n > no, P < % et aussi Sy, (p4q) — N2 — %ln (%)‘ < %
Pour n > ng, on a alors
Sn—ln2—lln(3)‘<|8n—8 |+‘s —1nz—11n(3)’<i+’s —1nz—11n(9>’
2 q X mn (p+q) ma (p+q) 2 q X mn mn (p+q) 2 q
€ &
<sty=¢

On a montré que Ve > 0, Ing e N*/vn e N, (n > ng =

1
converge et a pour somme In2 + 5 In <%)

1
n® 15 : La série proposée est le produit de CAUCHY de la série de terme general —, n > 1, par elle méme.

. 1
e Si oe > 1, on sait que la série de terme général — converge absolument et donc que la série proposée converge.
n

ny n? D < n—1 n—1 4%
z) = T onc un = TLZ x avec le x n~>~+oo W
) (%)

et donc u,, ne tend pas vers 0. Dans ce cas, la série proposée diverge grossiérement.

oSiO<oc<1,pour0<k<nona0<k(n—k)<%(n—

Comme 20 — 1 < 1, la série proposée diverge.

<
.Sio(<0,un>m

n°16 : 1) Soitn e N.

=3 +1=2m+3)n+2)n+1)—15n* —2n—11=2m+3)n+2)(n+1) = 15(n +3)(n 4+ 2) + 53n + 79
=2Mm+3)n+2)n+1)—15(n+3)(n+2) +53(n+3)—80

Donc
+o00 +o0
2n3 —3n? +1 2 15 53 80 5
= 2 T - = ~ —2e—15(e—1)+53(e—2)—80(e—=
Z T3 Zo<nl M1 ) (n+3)!) e Ble—1)+53le2) 0<e z>
=—40e + 111.
—3nZ+1
—_— =4 111.
(n+3)! O+
n+1 . .
2) Por n € N, on a up1 = mun. Par suite (m+a+ 1un1 =+ 1Du, = (M + a)un + (1 — a)u, puis
(1—a) Z =) (kta+Dusr =) (ktawe=Mm+a+Duny —(a+ 1w =Mn+a+unr —1.
k=1 k=1 k=1

1
Sia=1,¥yne N*, u, = ol Dans ce cas, la série diverge.
n
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=~ 1 1 1
Sia#],VneN*,Zuk:—((n+a+1)un+1—1): — (a+n+1unq.
= 1—a a—1 a-—1

. Donc la série de

1
a—1
terme général u,, converge. Il en est de méme de la suite ((a +n + T)un41). Soit £ = HIE (a+n+Tuns.

n— +oo

Si a > 1, la suite u est strictement positive et la suite des sommes partielles (Sy,) est majorée par

Sif€#0, Untr contredisant la convergence de la série de terme général u,. Donc £ =0 et

nJlm n+a+1
+o0 1

ia>1,) -

S1 a n71un a_1

ITx2x...xn 1
2x3...x(n+1) n+1

Si0< a< 1, pour tout n € N*, u,, > . Dans ce cas, la série diverge.

3

n

n
1
n® 17 : Pour tout entier naturel non nul n, 0 < Z — = —— et la série de

npP

ZPnP 2pnp—T

terme général u,, converge si et seulement si p > 2.

(n k
k=1 k=1 + k=1

n° 18 : (On applique la régle de RAABE-DUHAMEL qui n’est pas un résultat de cours.) Pour n € N, posons u, =
n!

(a+T)(a+2)...(a+n)

1 1 AN 1 1 1 1
Unsl M A _ (141 1_l_a—l— _ 14 L 17(1—!— oL - 1_%9 ),
Un at+n+1 n n n—+oo n n n2 n— 400 n n2

K
et « on sait » qu’il existe un réel strictement positif K tel que u, ~ —.
n—+oo N

n®19:
& (=1 T L Na
ZT=1—2—2+3—2—4—2+...= Ttgtgtat ) -2(ztat
n=1
S CONE Y U I I T s
N 22 22 032 42 ) 12
et
v 1 —1+]+1+ —1+1+1+]+ 1+]+
n:O(Zn—i-Uz_ 32 752 T 22 32 42 22 42
S CORRLIR O S I IO s
n 22 22 032 42 )87
+00 1
n® 20 : Pour n € N*, posons R, = Z — - Puisque la série de terme général 2 k > 1, converge, la suite (Ry,) est
k=n+1
définie et tend vers 0 quand n tend vers +oo.
1 1 1 1 1
0< 1 e k=1 =7 % et puisque la série de terme général W2 converge, la régle de ’équivalence des restes

de séries a termes positifs convergentes permet d’affirmer que
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+00 1 1
IO MNP I (o)
k=n+1

k=n+1
N
= lim Z L — l (surtout ne pas décomposer en deux sommes)
N— +o00 1 k—1 k
=i (22 1) omme tetscopque
= (- ) (somme télescopique
_!
T n
()
ouencore Ry, = —4o—]).
n—+oo T n
1 +oo
Plus précisément, pournEN,Ran:k:ZnH Z k _] Z kz _]
Or — 1 i 1 B 2 )
TR —T) Thk=ND(k—2)  K(k—1)(k—2) P"®
2 — 2 =— 6 et donc
Kk—-1k—-2) k(k—1)(k—=2)(k—3)  k2(k—1)(k—2)(k—3) "
1 +o00 1 1 +00 1 +00 2
Ri=i- 2 Baci—n 2 mon=gt > @n—Tk=7
k=n+1 k=n+1 k=n-+1
1 *i 1 N *i 2 *i 6
— _ _ _ _ —3) 2 — _ _
noL A, k(k—1)(k—2) o k(k—1)(k—2)(k —3) k:n+1k(k 1(k—2)(k—3)
+oo 1 +oo 1 1 +oo 6
Ensuite Z k1 k—2)k—3) e 15 nrieo aqa OU encore — Z k=1 (k=2)(k—3) e
k=n+1 k=n+1 k=n-+1
3 +o 1 Pui
37 —7 |- Puis
& 1 ( 1 > 1< 1 1 ) 1
y 1 Z ~ lim L - -
k:n+]k(k_])(k N~>+002 k 2) k(k—1) N— 400 2 (n—1) N(N-1) 2nn—1)
,;4*1”,_L+L+L+_L
- 2n? n notee 202 1 2m3 | 2md O\ nd
et
= 2 28 1 1
Z = lim = Z —
St k(k—1)(k—=2)(k —3) 1\H+oo3>k:n+1 (k=1 (k—2)(k—3) k(k—1)(k—2)

. 2 1 1 2
_Nlirfoo§<n(n1)(n2)_N(N1)(N2))_3n(n1)(n2)
IEN AN 2 (el io (I (1+240(L
© 3n3 n n n—+oo 3n3 n © n n © n
2 2
nteo 3n3 ' nd O\ WA
et finalement
el (AN (2 2y 3 N1 111
"ot n 2n?  2n3  2n4 3n3d  nt n4 n* ) noteon 2n2  6n3 n4 )’

[N
k2 no+o n 2n?2  6n3 n4 )’

k=n+1
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Inmn Inx
n®21: 1) Lasuite (—) tend vers 0, en décroissant a partir du rang 3 (fourni par I’étude de la fonction x — —
neN* X

Inn
sur [e, +ool) et donc la série de terme général (—1)™——, n > 1, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.
+00 In n
Pour n € N*) on pose R, = E (—1)"%.

p=n-+1
Ink
(—1 )kT n’est pas de signe constant & partir d’un certain rang et on ne peut donc lui appliquer la régle de ’équivalence
des restes. luk
n
Par contre, puisque la série de terme général (71)“7 converge, on sait que l'on peut associer les termes & volonté et

pour k € N*, on a

+00 +00
Inp In(2p) In(Zp+1)
Rok—1 = Z(_])P_:Z( - :
— P = 2p 2p+1
1 In(2 In(2 1
Puisque la fonction x HTX est décroissante sur [e, 400l et donc sur [3, +ool, pour p > 2, n;pp) — nép‘p:—] ) > 0eton
peut utiliser la régle de ’équivalence des restes de séries a termes positifs convergentes.
In(2 In(2 1
Cherchons déja un équivalent plus simple de n(Zp) — n2p+1) quand p tend vers +oo0.
2p 2p +1
In(2p) W(2p+1) In(2 1 1 1\
n(2p) In(2p +1) _ In(Zp) <1n(2p)+1n<1+—>) (1+—>
2p 2p +1 2p P 2p 2p
In(2p 1 1 1 1 1
= — [ In(2 — — 1—— —
potoo  2p 2p<n( p)+2p+0<1>>)( 2P+O<D)>
_ In(2p) . Inp ~ Inp+1In2 i Inp
potoo  4p2 © p2 ) potoe  4p2 o\ 2
Inp
p—+oo 4p2'
et donc Ro_1  ~ Z _p
k— +o0 oy p
. o . Inp
Cherchons maintenant un équivalent simple de p—2 de la forme vy, —vp 1.
Inp In(p+1) o Inx\’ 1—Inx Inx
Soit v = ? 51 (suggéré par —~ ) T e T ). Alors
1 1 1 1\ 1 1 1 1 1 1
Vp — Vp41 el (lnp+1n(1 +—>) (1 +—> - 2P (lnp+—+o<—>) (1 ——=+o0 (—))
P P P P potoo P P P P p P
lnp
pﬂ+m p

“+o00
| In( 1
D’aprés la régle de ’équivalence des restes de séries a termes positifs convergentes, Rox 1 ~ E ( np_ p+1) ) =
k— 400 4 — p+1

Ink . . .
s (série télescopique).

Puis Roy Ry 20 Ik I k) Ik bk (k) k(i
WS B2 = R T T T e 4k 2K Kk ) kot 4k 2k k ) ot Ak x )
, , Ink Ink
En resume, RZkf] kg}loo E et RZk kg}l 7?
. _ Ink In(2k — 1) Ink In(2k) .
On peut unifier : Ry e AR e m et Rox i AR e 200 Finalement,

2) E n"™ est une série a termes positifs grossiérement divergente.
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1 ére solution.

n o (n—1)nT 1 " 1 1
o<n™ ~ nn*(n—U“*]carn Sll) =1- (1—) = 1—+0<—> — 1
n— +o0 nn n—1 n/ notoo ne n /) n—+oo
D’aprés la régle de 'équivalence des sommes partielles de séries & termes positifs divergentes,
n n n
P - P _ 1)y - n
Zp n— +00 Z n— oo Z(D (p=T J=m I n— +00 n
p=1 p=2 p=2
(La somme est équivalente a son dermier terme.)
nnel 1
2 éme solution. Pour n > < ey Z pP < (n—2)(n—2)"2 g Donc — ; pP. On en déduit
] n _ ”n 1 ] n— 2
: p_
n® 22 : Soit p € N* PourneN*\{}*—L #—L Donc pour N >
. P . panzipz_zp n—p T].+]f) . p P,

1 1 1 1 1 1 1
D N 1 AP N S N

TSN, n#p T<n<N, n#p T—p<k<N—p, k#0 P+ISkSN+p, k#2p

1<p“1 NP NP p1> 1 (3 NPy

2t Lttt i) nln 2 o«

2 k=1 k=1 k=1 k=N—p+1

N+p 1 1
Maintenant, —=—"+...+ est une somme de 2p — 1 termes tendant vers 0 quand N tend vers

Z k N-p+1 N+p P 4

k=N—p+1
N-+p
+o00. Puisque 2p — 1 est constant quand N varie, lim Z — =0 et donc
— +00 KeN—p+1 k

1 1 3 1 e R
> n_p 2p 2 zPulSZ > nZ_pZ —;@—?

neN*, n#£p peEN* \neN*, n#p
. ) ) 1 1 3
Pour n € N* donné, on a aussi E ————> =— E ———— = —5 3 ¢t donc
n2—p pZ—m 4n?
peEN*, p#n peEN*, p#n
2

1 s
Z Z nZ —p2 ~ g

neN* \ peN*, p#n

1
On en déduit que la suite double <ﬁ> n’est pas sommable.
=P (np)em)2, nsp

n® 23 : La suite <(1 m > est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. Donc la série
neN

3n+1

de terme général (—1)™

, N =1, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.

n—+1

Soit n € N.

n n 1 1 3yn+1 1 1 (3n+3
(—1)* kJ 3k J 1—(—t) J' 1 J t
= —1 t°° dt = ——dt = dt 1 dt.
Z3k+1 Z( ) o o 1—(—t3) 1+143 +(=107 o 1413
k=0 k=0
1 t3n+3 1 t3n+3 1 1 1 t3n+3
: 3n+3 2 : n

Mais (—1)“J' = J dt < J t dt = ——. On en déduit que (—1) J' —— dt tend vers 0

o T+1t3 o 1483 0 n+4 o 1+13

quand 1 tend vers o0 et donc que
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Calculons cette derniére intégrale.

1 1 LY R B B S W Y A B S
X34+1 (X+DX+))X+52)  3\X+1 " X+7 X+j2) 3\ X+1 X2—X+1

1 1 71 2X -1 +3 1
3 X+1 2X2—-X+1 2 1\ 2 V3 2
X—=) +[—=
2 2
Donc,
*i (=) ~ 3ln2+m/3
3n+1 N 9 '
n=0
n° 24 : Pour tout entier n > 2, on a nv,, — (N — 1)vy_1 = u, ce qui reste vrai pour n = 1 si on pose de plus vo = 0.

Par suite, pour n € N*

v,z1 — 2Up vy, = Vsz 2w —(n—T)vp_1)vn = —(2n— 1)\)31 +2(n—1)vn_1vn
<12+ Mm—TDva 12+vi) =M -T2 ; —mv2.

Mais alors, pour N € N*,

Par suite,

N N N 172, N 1/2
Z vi < Z 2unvy <2 (Z ui) (Z vﬁ) (inégalitedeCAUCHY — SCHWARZ).
n=1

n=1

N 1/2 N 1/2
Si < vﬁ) > 0, on obtient aprés simplification par (Z vi) puis élévation au carré
1

n=

1/2
N
. o . . 2 o .
cette inégalité restant claire si ( E vn> = 0. Finalement,

n=1

N N +00

2 2 2
E vn§4§ un§4g uy.
n=1 n=1 n=1

La suite des sommes partielles de la série de terme général v2 (> 0) est majorée. Donc la série de terme général v2 converge
et de plus, quand N tend vers l'infini, on obtient

+o00 +00
Sty
n=1 n=1
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n°25: SoitneN.

w _E_i (_”k _J'] L dt_i(_])kJ']tZk dt_J'] L dt_J'1 ﬂ dt
T4 =2kl g 14t = 0 o 1+ t2 o T+t2
1t2n+2
_( ”n—H zdt.
o 1+t

N o 2vn+1 1 (32 \N+1 1 2 1 L2N+2
ZL‘“:J (—tﬂﬁ dtz—J' (tizdtJr(—UN“J 4
0

N 1 t2N+2 1 t2N+2 1 INia 1 1
Or |[(—1) L (01 t2)2 dt| = L (71 )2 dt < L t dt = NT3 Comme NT3 tend vers 0 quand N tend vers

T L2N42
t
dt. On en déduit que la série de terme général u,,, 1 € N, converge et de

+00, il en est de méme de (—1)N*! L T+)2

plus
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