Planche n° 7. Intégration sur un intervalle

quelconque. Corrigé

n°l: 1) Pour x>0, x? 4+4x+1 > 0 et donc la fonction f : x — x +2—/xZ + 4x + 1 est continue sur [0, +o00[. Quand

x tend vers 400, X +2 — —VxZ +4x + 1 = 3
X +24+Vx2+4x+1

intégrable au voisinage de +o0o, f n 7est pas intégrable sur [0;+ool.

3
~ 32x. Comme la fonction x +— I est positive et non
X

1 T\*
2) Pour x > 1, T+ — est défini et strictement positif. Donc la fonction f : x — e — (1 + —) est définie et continue sur
X X

[1,+ool.

" 1-5—+o(1) 1
Quand x tend vers +o0, (1 + —) —exn(+3) — ¢ 2x R e— < +o0 (—) puis f(x) ~ Zi' Puisque la fonction
X X X

X—-+00

€ . L . ) s
X = 7 est positive et non intégrable au voisinage de +oo,  n’est pas intégrable sur [1,+ool.

Inx
3) La fonction f : x i — est continue et positive sur 10, +ool.
X+e
1 1 1
~Inx et donc f(x) = o —= ). Comme = < 1, la fonction x — —= est intégrable sur un voisinage de 0
x—0 \/)_( 2 \/§
et il en est de méme de la fonction f.

Inx 1

1
e En +oo, f(x) ~ -~ = o] <x_2 . Comme 2 > 1, la fonction x — 2 est intégrable sur un voisinage de +oo et il en est de

meéme de la fonction f.
Finalement, f est intégrable sur ]0, +ool.

4) La fonction x — Vx + 1— /X est continue et strictement positive sur [0, +oo[. Donc la fonction f : (\/x +1 )
est continue sur [0, +ool.

1\'? 1 1 1 2 1
En +oo, In (vx+1— ¢/x) = lnx—Hn ((1 +;) —1) = glnx—&—ln (3_x +0 (x_2>) ——glnx—ln3+0 (;) Par
suite, v/xIn (Vx +T— /x) :—g\/ilnx—ln?)\/i—&—o(])

2
Mais alors x*f(x) = exp <—§\/§1nx—1n3\/7_4+21nx+ 0(1)) et donc lim x*f(x) = 0. Finalement f(x) est négli-

X—+00 X—+00

geable devant — en +oo et f est intégrable sur [0, +ool.
X

5) La fonction f : x — eV x? =X ogt continue sur [1, +ool.
Quand x tend vers 400, x2f(x) = exp (—\/xz —x+21nx) = exp(—x + o(x)) et donc x?f(x) — 0. f(x) est ainsi

X—-+00

1
négligeable devant 2 au voisinage de +oo et donc f est intégrable sur [1,4ocol.

6) La fonction f : x — x~ Inx est continue sur 0, +ool.

2
e Quand x tend vers 0, x "X = e~ In"x

sur un voisinage de 0.

— 0. La fonction f se prolonge par continuité en 0 et est en particulier intégrable

1
e Quand x tend vers +oo, x2f(x) = exp (— In’x +2In x) — 0. Donc f est négligeable devant — quand x tend vers +o0
X

et f est intégrable sur un voisinage de +oo.
Finalement, f est intégrable sur ]0, +ool.

sin(5x) — sin(3x)

7) La fonction f : x +— est continue sur ]0, +ool.

X5/3
5x — 3x 2 . 2 2
e Quand x tend vers 0, f(x) ~ ——5— = —75 > 0. Puisque 3 <1, la fonction x — est positive et intégrable sur un
x>/3 x2/3 3 x2/3

voisinage de 0 et il en est de méme de la fonction f.

e En +oo, [f(x)] <

2 . 5 . o -
< 573 et puisque 3 > 1, la fonction f est intégrable sur un voisinage de +oo.
X

Finalement, f est intégrable sur ]0, +ool.
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8) La fonction f : x est continue sur ]0, 1[U]T, +ocol.

Inx
2(x—1)
de 1 & gauche ou a droite.

1
e En 400, x3/%f(x) ~ HT;: o(1). Donc f(x) est négligeable devant

eEnl, f(x)~ ——

In
2 _1
eEnoQ, f(x)~—Inx=o0 ( ) Donc f est intégrable sur un voisinage de 0 & droite.
1
~ 5 La fonction f se prolonge par continuité en 1 et est en particulier intégrable sur un voisinage

372 quand x tend vers 400 et donc intégrable sur un

voisinage de +o0.

Finalement, f est intégrable sur ]0, 1[U]1, 4ool.

X

VX

9) La fonctionf : x — est continue sur ] — oo, 0[U]0, 400l et paire. Il suffit donc d’étudier I'intégrabilité de f sur

10, +o0l.

1
f est positive et équivalente en 0 a droite a et négligeable devant — en +oco d’aprés un théoréme de croissances
X

1
VX
comparées.
+oo X

f est donc intégrable sur ]0, +oo[ puis par parité sur | — oo, 0[U]0, +oo[. On en déduit que J dx existe dans R et

oo /M

—+00 X
vaut par parité ZJ £ dx.
o VI
1
10) La fonctionf : x — ———————— est continue et positive sur ] — 1, 1], paire et équivalente au voisinage de 1 &
) (1 +x2) V1 =2 ’ &
1
droite & ——=————. f est donc intégrable sur | — 1, 1[.
2v2/T —x '
1
11) La fonctionf : x — e est continue et positive sur ]0, 1[, équivalente au voisinage de 0 & droite a =53 et au
X% —x X
voisinage de 1 & gauche a W f est donc intégrable sur ]0, 1[.
—X

12) La fonctionf : x — est continue et positive sur 10, 1].

Arccos(1 —x)
En 0, Arccos(1 —x) = o(1). Donc Arccos(1 — x) ~ sin (Arccos(1 —x)) = /T — (1 —x)2 = V2x —xZ ~V2/x.

Donc f(x)

et T est intégrable sur ]0, 1.

1
x:>0 \/Zﬁ

1

b

———— est continue et positive sur [2, +oo[. Etudions
x%In” x

n°2 : 1) Pour tout couple de réels (a,b), la fonction f : x —

I'intégrabilité de f au voisinage de +oc0.

1 a—
ler cas. Sia > 1,x(a*1/2f(x) = —————  — Ocar > 0 et d’aprés un théoréme de croissances comparées.
x(a=1)/2 % x x—+oo
1 a+ . 1 L - .
Donc f(x) =0 <m) Comme 2 > 1, la fonction x — MEERYE) est intégrable sur un voisinage de +oo et il
en est de méme de f. Dans ce cas, T est intégrable sur [2,+ool.
x(1—a)/2

1—a
5 — 400 car > 0 et d’aprés un théoréme de croissances comparées.

2éme cas. Sia < 1, x(a+D/2f(x) = Z——
In® x X—r+00

a-+ . , -
@z en +oo. Comme 7 < 1, la fonction x +— @z n’est pas intégrable

sur un voisinage de +oo et il en est de méme de f. Dans ce cas, f n’est pas intégrable sur [2, +ool.

Donc f(x) est prépondérant devant

dx
3éme cas. Si a =1. Pour X > 2 fixé , en posant t = Inx et donc dt = — on obtient
X

X mX 4¢
) dX == _b
2 xln m2 t
Puisque In X tend vers +oco quand X tend vers +oo et que les fonctions considérées sont positives, f est intégrable sur
[2, 400l si et seulement si b > 1.

En résumé ,
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la fonction x —

est intégrable sur [2,+oo[ si et seulement sia>1ou (a=1et b >1).

x@1In® x

1
(En particulier, la fonction x — n’est pas intégrable sur voisinage de +oco bien que négligeable devant — en +o00).
X

xInx

e
2) Pour tout réel a, la fonction f : x — (tanx)® est continue et strictement positive sur ]O, 5 [ De plus, pour tout réel
U s 1
Xdej|0,§|:, Ona,f(z—x) = ﬁ

e Etude en 0 a droite. f(x) s x%. Donc f est intégrable sur un voisinage de 0 & droite si et seulement si a > —T.
X—

1 —a
e Etude en T a gauche.f(x) = —m—v ~ (E — x) . Donc f est intégrable sur un voisinage de T a gauche si et
2 f (_ _ x) x—3 \2 2
2
seulement si a < 1.

T
En résumé, f est intégrable sur ]O, 5 [ si et seulement si —1 < a < 1.

1
3) Pour x > 1, 1 + — est défini et strictement positif. Donc pour tout couple (a,b) de réels, la fonction f : x
X
1 1+1
1+ — — a— — est continue sur [1,+ool.
X X

En +o0, <1+l)ln<1+l> = <1+1> <1+0<l2>) —l+0<l2>.Donc
X X x /) \x X X X
flx) = (1—a)+]_Tb+O<l>.

X—+00 XZ

e Si a1, faune limite réelle non nulle en +o0o et n’est donc pas intégrable sur [1, +ool.
1—b
eSia=Tetb #1, f(x) N T En particulier, f est de signe constant sur un voisinage de 400 et n’est pas intégrable
X—+00 X

sur [T, +ool.

1
eSia=b=1, f(x) = (6] (x_2> et dans ce cas, f est intégrable sur [1,+ool.

En résumé, f est intégrable sur [1,4ool[ si et seulement si a =b = 1.

4) Pour tout couple (a,b) de réels, la fonction f : x — est continue et positive sur ]0, +-00l.

x2(1 4+ xb)
e Etude en 0.

-Sib >0, f(x) o xa et donc f est intégrable sur un voisinage de O si et seulement si a < 1,
x—0 X

-sib=0, f(x) ~ =——, et donc f est intégrable sur un voisinage de 0 si et seulement si a < 1,
x—0 2x@

-si b <0, f(x)

5 et donc f est intégrable sur un voisinage de 0O si et seulement si a+b < 1.
X—

Xa+b’
e Etude en +co.
-Sib >0, f(x) ~

X—

o Xarb et donc f est intégrable sur un voisinage de 400 si et seulement si a+b > 1,
X

-sib =0, f(x) o Ixa et donc f est intégrable sur un voisinage de +oo si et seulement si a > 1,
xX— X

1
-si b <0, f(x) ™ xa et donc f est intégrable sur un voisinage de +oo si et seulement si a > 1.
x—0 X

En résumé, f est intégrable sur ]0, +ool si et seulement si (b > 0eta<1)ou(b<Oeta+b<1))et((b>0eta+b>1)
ou(b<Oeta>T))cequiéquivauta (b>0eta+b>leta<l)ou(b<Oeta>Teta+b<]1).

Représentons graphiquement 1’ensemble des solutions. La zone solution est la zone colorée.
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n°3 : 1) Soient € et X deux réels tels que 0 < ¢ < X. Les deux fonction x + 1 —cosx et x — — sont de classe C' sur le
X

segment [¢,X]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

X sinx 1—cosx]” X1 —cosx 1—cosX T—cose X1 —cosx
dx = | ———| + > dx = — + > dx.
e X X 1 e X X € e X
. 1 —cosx . L . 1 —cosx 1
e La fonction x — ————— est continue sur ]0, +ool, est prolongeable par continuité en 0 car lim ——— = = et donc
x2 1 x—0 X2 2
intégrable sur un voisinage de 0, est dominée par — en +oo et donc intégrable sur un voisinage de +oo. La fonction
X
1 —cosx X1 —cosx
X = ———— est donc intégrable sur 10, +-ool et J ——— dx a une limite réelle quand ¢ tend vers 0 et X tend vers
X X
+00. ¢
1 —cosX 1 1 —cosX
—— | < = et donc li —— =0
17X ‘ SX G TX
1—cose € 1—cose
e —— ~ —etdonc lim— =0.
€ e—0 2 e—e €
T sinx
On en déduit que J —— dx est une intégrale convergente et de plus
0 X
+o00 L& +o00 +o0 22 +o00 22 +oo :.2
sin x 1 —cosx 2sin”(x/2 2sin”(u sin“(u
J dX:J — dx:J 7g/)dx:J 72( )Zdu:J z()du.
0 X 0 X 0 X 0 4u 0 uw
+oo 3 +o0 +o00 +oo 2 2
sin x sin x 1 —cosx sin“ x
L’intégrale J dx converge et de plus J' dx = J ——— dx= J 5— dx.
0 0 x 0 X 0 X

est continue sur ]0, +ool.

< X
2) Soit a > 0. La fonction f : x — bma
X

1
e Sur ]0,1], la fonction f est de signe constant et 'existence de liH(l) J f(x) dx équivaut a l'intégrabilité de la fonction f
£E— €

1 1
sur ]0, 1]. Puisque f est équivalente en 0 & —, I'intégrale impropre J f(x) dx converge en O si et seulement si a—1 < 1
x 0
ou encore a < 2. On suppose dorénavant a < 2.
1
e Soit X > 1. Les deux fonction x — —cosx et x — — sont de classe C! sur le segment [1,X]. On peut donc effectuer une
X

intégration par parties et on obtient

dx.

X
CcOS X
dx = X =— +cos1—aJ'

. X
X sinx —CosX X cosx cos X
. Xa+1 Xa 1 Xa+1

1 x¢

CcoS X 1

. . . COSX . ..
Maintenant, ’W’ S Sarm et puique a + 1 > 1, la fonction x +— <aiT est intégrable sur un voisinage de +o0o. On
cosXx
en déduit que la fonction X — J T dx a une limite réelle quand X tend vers +o0o. Comme d’autre part, la fonction
1 X

+oo

+cos 1 a une limite réelle quand X tend vers +o0o, on a montré que l'intégrale impropre J f(x) dx converge
1

cos X
X— — Xa

en +o0o.

Finalement
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T ginx

X(l

dx converge si et seulement si a < 2.

Va > 0, l'intégrale J
0

3) Soit X un réel strictement positif. Le changement de variables t = x?

X X2 it : iX X it
.2 e i e 1] e
e dx = —=dt=5 ——+el——J —— dt
R A - e
oiX
= —. D’autre part, la fonction t — —— est intégrable sur [1,+oo[ car
Vx| T VX w7
. Ainsi, e™" dx est une intégrale convergente et puisque d’autre part la fonction x — e’ est continue sur
2

t3/ 1
[0, 400, on a montré que

suivi d’une intégration par parties fournit :

it elt

Maintenant, lim =0 car

elX
X—+o0 \/_X

+o0o

13/2

+oo

I'intégrale J e dx converge.
0

+oo +oo
cos(x?) dx et J sin(x?) dx sont des intégrales convergentes (intégrales de

On en déduit encore que les intégrales J
0

0
FRESNEL).

3 sin(x8) est continue sur [0, +oo[. Soit X > 0. Le changement de variables t = x* fournit

X4
L2
J et dt|.
0
+oo “+o00
3

L2
D’aprés 3), J e''” dt est une intégrale convergente et donc J x> sin(x®) dx converge.
0 0

4) La fonction f : x — x

X 1 X4 1
J x> sin(x®)dx = - J sin(t?) dt = -Im
0 4 Jo 4

5) La fonction f : x — cos(e*) est continue sur [0, +oo[. Soit X > 0. Le changement de variables t = e* fournit

X e
t
J cos(e*) dx = J O dt.
0 1t

On montre la convergence en +o0o de cette intégrale par une intégration par parties analogue a celle de la question 1).
+oo

L’intégrale impropre J cos(e*) dx converge .
0

5) Pour tout réel x >0, 1+ x3 sin? x > 1> 0 et donc la fonction f : x — 5— est continue sur [0, ool

1 4+ x3sin” x

La fonction f étant positive, la convergence de l'intégrale proposée équivaut a lintégrabilité de la fonction f sur [0, oo,

(n+1)7m 1
intégrabilité elle-méme équivalente a la convergence de la série numérique de terme général u, = J — 5 dx.
ot 1+ x3sin“ x
Soit n € N*. On a u, > 0 et d’autre part
(n+1)m 1 s 1
e [ o
- 1+ x3sin” x o 1+ (uw+nm)3sin“u
7T 1 /2 1
<| —————du= 2J ———— du
= Jo 1+ n37m3 sin? o T+n3msinu
7'[/2 -I
< ZJ 5 du (par concavité de la fonction sinus sur [0, 7t])
0 2u
T+n3m ( —
T
3/2
1 (nm) 1 1 oo T
:inj — dv < J d":'\/—~
2\/m3/2 |, 1+v? V3’2 g 1402 2n3/2
Donc, pour n € N*, 0 < u, < 372 et la série de terme général u, converge. On en déduit que la fonction f : x —
n

m est intégrable sur [O, +OO[
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n°4 : 1) I, existe si et seulement sin > 1.
Soient n € N* et X €]0, +oo[. Une intégration par parties fournit

X X X 2 X 42
1 t t X t“+1-1
L R {(tzmﬂ}o* "L RN e "L CEaa

__X 1 dt — 2 1 d
_(X2+1)n+ "o e toen o (241l t

Puisque les fonctions considérées sont toutes intégrables sur [0, +oo[, quand X tend vers +oco on obtient I, = 2n(Iy —In41)
et donc

2n—1
VReEN Ly =1y
2n
En tenant compte de I; = g, on obtient pour n > 2,
L — 2n " 2n—3 " ><1><I () x(2n—-1)x (2n—2)...x3x2x 1 xE— (2n)! xE
"+l -2 20T (2n) x 2n—2) x ... x4 x 2)? 2 22 27
ce qui reste vrai pour n = 1.
+o00 1 /2 1 /2
Remarque. En posant t = tan x, on obtient L IS dt = J'o m x (1+tan? x) dx = J'o (cos? x)™ ! dx =
/2
J sin?™ 2 u du (intégrales de WALLIS).
0
+oo 1
2) O [= —— dx.
) On pose L 1P 1) X
1 1
La fonction f : x — ———————— est continue et positive sur [2,+oo[ et équivalente en +oco & —. La fonction
(x—=1P3x*+1) x7
1
X — ———————— est donc intégrable sur [2,+ool[.

(x =13 x*+1)

Décomposition en éléments simples sur C puis sur R. X* +1 = (X —e™/*)(X — e V/4)(X + /4 (X + e /%) et
la décomposition en éléments simples de f sur C s’écrit

fo aq n ar + as + b n b + [¢ + Cc
CX—=1 (X=1)2  (X=1)3  X—ei/4  X—e /4 Xein/4  X4e in/4
1 1
= i — 3 = — = — 1
oa3—i1g%(x 1)°f(x) T 5 buis
fx) — 1 B 1 B 1 7 1—x*4 XX x4
26— 13 (x—=13(x*+1) 2(x—1)3  2(x—1P3x*+1) 2(x—12(x*+1)
. X3 +x2+x+1 2 .
.az_iliﬂ_Z(X—])z(X“—}—])X(X_” = —1 puis
fx) — 1 N 1T XX x ] N T 3P +x+1)+2xM+1)
26— 13 T (x—1)2  2(x—12(x*+1)  (x—1)2 2(x —1)2(x* +1)
X=X —x+ 1 23 xE— ]

2x—1)2(x*+1) 2(x—=1)(x*+1)

. 2x3 +x2 —1
e a7 = lim

a1y < (1) = 7 puis

PPV RS B S S B BN’ SR et i)

x 26—1)3  (x—=1)2 2(x—1) 2x—1K*+1) 2x—-1) 2x—1(x* + 1)
x2S x2 -2 3 X2+ 2x 42
2x—1(x*+1) 2(x* +1)

4:

e Posons o = e/%. On a « —1 et aussi
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X3 X2 42X +2 b b c T
= + — + + —
2(X* 4+ 1) X—a X—a X+a X+«

po e +2a42  —atfod +202 + 20 T+’ 420 + 20
B 2 x 4o B 2 x 4ot B 8

puis en tenant compte de dxx =1,

b b _l<_cx3+2cx2+2cx+1_a3+2a2+2a+1)
X—a X—-u& 8 X—« X—x
2(4 +3v2)
:—X(2+ﬁ)+4+3x/§:_2+x/§>< 242

8(X2 —XvV2+1) 16 X2 —Xv/2+1
_z+ﬁXzX—(4+3ﬁ)(2—ﬁ):_z+ﬁxzx—z—zﬁ
16 X2 —XV2+1 16~ X2 -XvV2+1
24V2 [ 2X-V2 242
BRE <x2—xﬁ+1_x2—xﬁ+1>'

2X —

En remplacant v/2 par —v/2, on obtient

c T _ 242 X+Vv2 . 2-V2
X+oa X+ 16 X2+ X241 X24XV2+1)°

En résumé, pour tout x € [2, +ool,

o= 1 C24V2 | x=Vv2 2+V2
T 2x—1) (x—=1)Z " 2(x—1)3 16 | x2—xv2+1 1\? 1\?
x——] +|—F%
(%) ()
L 2HEV2 xHV2 2-V2
16 X2 4+xv2+1 (+1)2+(1)2
X _— —_—
V2 V2
Primitive de f. Une primitive de f sur [2,+o0o[ est la fonction F telle que Vx € [2, +00l,
1 1 1 24V2 ., (2+v2)?V2
F(x):zln|x—1|+x_] T e In(x —X\/Z—}—])—}—TArctan(X\/z—U

_ _ 2
%ﬁ In(x? +xV2+1) + % Arctan(xv2 + 1)
1 1 1 24V2, ., 4+3V2
:zln|x—1|+x_] BPTrES Sr AT In(x*> —xV2+1) + 3 Arctan(xv2 — 1)
—z%\/i In(x2 +xvV2+1) + _4%3\/2 Arctan(xv2 + 1)
Pour la limite en +o00, on regroupe d’une part
1 1 1 1 (x—1*
sh(x—1)— sln(x? =xv2+1) — < In(x? + xv2 + 1 ——ln< >
7l )~ gl )~ gl )=3 (x2 —V2x+ 1)(x2 +V2x + 1)
qui tend vers 0 quand x tend vers +oo, et d’autre part
V2 V2 V2. [ x?+xV2+1
——In(x? —xvV2 +1 — In(x? 241)=—In|————
e n(x X\/_+)+]6 n(xZ +xv2+1) T N, S

qui tend vers 0 quand x tend vers +oo. On obtient
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(4+3V2)+(—4+3V2) n 3m/2
lim F(x) = X ===
X—+00 8 2 8

et on trouve

I= lim F(x)—F(Q2)

X—+00
2 2 4 2 432
%—?ﬁ ﬁf (3—2V2)+ 6\/_1n(3+2\/2)— +83\/—Arctan(2\/§—1)+ ;fArctan(2ﬁ+1).
~+o00 -I
3) OnposeI:J0 mdx

1 1
La fonction f : x — e est continue sur [0, +oco[ et dominée par —3 en +oo. La fonction f est donc intégrable sur
X X
[0, +ool.

, 1 , 0 1 at (Tt
Le changement de variables t = — fournit I = — g X = ———3 dt. Donc
X oo 14 1 t o T+t
3
1/t 1 T x T[T x+1 1 [t 1
Z(JO X3+1 X+JO X3+1 X) ZJO X3+1 x ZJO XZ_X+1 x
_1J+°° 1 dx_L{Amn(ﬂﬂm_L(zﬂ)_z_ﬂ
2 Jo 1\ ° V3 2 V3 V3 0 V332 6 3V3
XxX—5 ) +| 5
(=32) = (%
J*‘X’ 1 27
dx = .
x3 +1 3v3
1
4) Soit n € N*. La fonction f : x CES TN est continue et positive sur [0, +oo[, équivalente en +00 a
ot Par suite, f est intégrable sur [0, +ool si et seulement si n > 2.
Soit n > 2. La décomposition en éléments simples de f s’écrit
_ i Ak
= x k
avec
A = lim (x + K)f(x) ! (1)<
= 1m = =
h R (—k+1D)...(k+(k=1))(k+(k+1)...(~k+n) (k—D!I{n—k)!
kCk
_ (_1\k—1 n
= =) n! -’
] n
Une primitive de f est donc la fonction F : ; Z Yk 1kCTk1 In(x + k).
= n
Quand x tend vers +oo, F(x <Z )\k> Inx + o(1). Cette expression a une limite réelle si et seulement si Z Ax = 0.
k=1

n
Puisque f est intégrable au voisinage de 400, on a donc nécessairement Z Ak = 0 puis F(x) tend vers 0 en +oc0. Il reste
k=1

+oo 1 - : n k )
Jo x+1D(x+2)...(x+n) _;g kC In(k).

1
5) e Si a =0, la fonction x —

dx = 2.

est continue et intégrable sur [0, 1] et J

1 1
V1—x o V1I—x
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1
e Si a #0, —— est dans [0, 1] si et seulement si a < —1. Dans ce cas, le segment [0, 1] contient un intervalle ouvert sur

lequel (T —x)(1+ ax) < 0 et I'intégrale proposée n’existe pas.

1
e Si a>—1, puisque (1 —x)(1+ ax) est strictement positif sur un voisinage a droite de 0 et que —— n’est pas dans [0, 1],
a

1
(1 —x)(1 + ax) > 0 pour x € [0, 1[. Dans ce cas, la fonction f : x — est continue et positive sur [0, 1[.

(1—x)(1 + ax)

Sia>-—1

~

1 1
T/ =)0+ ax) x=1 VT —x
1
Sia=-—1 = et dans ce cas, la fonction f n’est pas intégrable sur un voisinage de 1.

V=)0 +ax) T-x
En résumé, la fonction f est intégrable sur [0, 1[ si et seulement si a > —1.
1
1
Calcul deI—J dx pour a > —1 et a #0.
0 v/ (1—x)(1+ ax)

2 _
Pour x € [0, 1], ! . On pose u = et donc x = U.i—?—] et dx = M du.
(1—x)(1—|—ax \/1+ \/ au? + 1 (au? +1)2

et dans ce cas, la fonction f est intégrable sur un voisinage de 1.

On obtient
0 1
1 —2(a+Tu
= :2 _—
! J'1u><1 —uz—HX(auz—H)z du Jo au? + 1
au? + 1
1 ! 1 1 !
Donc, si a > 0, I = [— Arctan(u\/a)] = — Arctan(v/a) et si =1 < a < 0, I = argth(uy/—a)| =
va 0 va v—a 0

\/]—_a argth(v/—a).

1
argth(v/—a)si —1<a<0
1 1 v—a
Va>—1,J dx=14 2sia=0

o VT 00 + ) 1
7a Arctan(y/a) sia >0

1

6) La fonction f : x — est continue et positive sur [0, +oo[, équivalente au voisinage de +o0o0 & e *. La

(ex+1)(ex+1)
fonction f est donc intégrable sur un voisinage de 400 puis intégrable sur [0, +ool.

du
On pose u = e* et donc x = Inu puis dx = —. On obtient
u

JJroo 1 dXJJroo 1 du J+oo 1 du 1
X —X - PP (1L 1)\2 =5
o (eX+T)(e™x+1) TN (]_‘_%) u 1 (u+T1) 2

1
5chx +3shx+4

En 400, Shx3shx 4 ~e ™ et donc f est intégrable sur [0, +ool.

On pose u = e* et on obtient

7) La fonction f : x — est continue positive sur [0, +oo[ car pour tout x > 0, 5chx+3shx+4 >4 > 0.

e 1 oo 1 du [T 1
dX: —_— = 7(111,
o bchx+3shx+4 15 1 +§ 1 uw ;A2 +Au+ ]
2
d
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. t+2 . . .. .
8) La fonction f : t— 2+ (t+3)1n (H—4) est continue sur [0, +oo[ et de signe constant au voisinage de +oo. L’intégra-

X

t+2
bilité de f équivaut donc a I'existence d’une limite réelle en +oco pour la fonction F : x +— J' (2 +(t+3)In (ﬁ)) dt.
0

Soit x > 0. Une intégration par parties fournit

o t+2\  [(t+3)2 [t+2\]" 1 Y 1
) 2= [ () a= [ (5)] 5[ rar (s o) @

2
 (x+3)2 J" (t+3)?
2 o (t+2)(t+4)

9
(52)+3
 (x+3)? x+2 9 x 1 1
-T2 1n<x+4)+§h“2_Jo<]+2(t+2)_2(t+4))dt
9
()3

(x+3)? x+2 1 x+2 1
_ 1 2 —x— o (XF2) — Lo
7 M\xga) e \xva) 2™
Par suite,
1 2
Wx >0, Fx) = x4+ ~(x2 + 6x+ 8)In [ =) +4m2.
2 x4+ 4

Maintenant quand x tend vers +oo
x+2 2 4 2 4 2x* 8 1 2 6 1
In =ln(1+Z)-n(l+-)="---"=+o(5)=—=+5+0(—
x+4 X X x x + x2 x2 x  x2 x2

2 1 2 6 1
(x? + 6x +8) In <§14) :z(x2+6x+8) <_;+x_2+0<x_2>) =—x—3+0(1)

et donc

Nl —

et finalement F(x) = =4In2—3+ o(1). Ceci montre I'intégrabilité de la fonction f sur [0, 400l et

X—+00
“+o00 2
J (z+(t+3)1n(l))dt=41nz—3.
. t+4

. x Arctan x . " L. N
9) La fonction f : x — ————- est continue et positive sur [0, 4o0[, équivalente en +00 & —
(1+x2)? 23

+oo
x Arctan x
sur un voisinage de +o0. La fonction f est donc intégrable sur [0, +oo[. Posons alors I = J m
0 X

et donc est intégrable

X.

1
ler calcul. On pose u = — et on obtient
X

1 1
0 aArctan <a> —du +oou(E—Arctanu) 7t [Fo° u
1=J A — :J z du:—H——J' e du
+oo ( 1> h 0 (u? +1) 2Jo (ur+1)
]+—2
u

1 +o0o
et donc 21 = Tz[ {—m] . = %[ ce qul fournit

X =

J+°° x Arctanx T
o (1+x2)2 8

2éme calcul. Soit X > 0. Une intégration par parties fournit

JX x Arctanx X

1
o 00x22 T 202+

X X
1 1 1 1
Arctan X:| -+ z Jo m dX = —m ArctanX -+ z Jo m dX

0
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+oo Arct 1 +oo 1
et quand X tend vers +o00, on obtient J'o mixi?zx dx = 3 J'o m dx. On pose alors x = tant et on obtient
1 /2 1 5 /2 5 1 /2 T
I[== ———(1+¢ t)dt == tdt=- 1 2t)) dt = —.
2 JO (] +tan2 t)Z( +tan ) 2 JO €08 4 J'O ( +COS( )) 8

xInx
10) Soit a € R. La fonction f : x — — est continue sur 10, +00[, prologeable par continuité en O et équivalente

(x2+1)

1 1
en +0o a ercll—z Cette derniére expression est elle-méme négligeable en +oo devant NEYE) pour les trois valeurs de a
“+oo 1
envisagées. La fonction f est donc intégrable sur ]0, +oo[ quand a € {;,2,3}. On pose alors [, = J (XZCTHT)G dx.
0
1 1
1 o W) —au
Calcul quand a = 2. On pose u = < On obtient I» :J N2 w2 = —I, et donc I, = 0.
+oo
1+ —
(1+5)
o xInx
———— dx =0.
L 212
Calcul quand a = 3. Une intégration par parties fournit
xInx 1 Inx 1 1
" dx = —— 2 d
J(x2+1)3 T2 +4Jx(1+x2)2 X
puis en posant 1 = x?2,
1 1 1 1 1 1 1 1
———dx=| 55— xdx=z | ———— du == - — — d
J'x(l +x2)2 x J'XZU +x2)2 ax 2Ju(u+ 1)2 u ZJ (u u+1l  (u+ 1)2) u
1 1 1 2 2 1
= z (lnul—lnu+1+u—+1> +C= z (IH(X )—IH(X +])+m) +C
1 11 T x*+1
Finalement, une primitive de la fonction x — ﬁ sur ]0, +oo[ est la fonction F : x — ~1 (XZHTXUZ -3 In X x_; +

1
. Quand x tend vers +o0, F(x) tend vers 0. Pour trouver la limite de F en 0, on écrit

8x2+1
1 1 1 1 1 1 1 1 x+2
Fx)==———-In(x*+1)+-(1——— | Inx = = ——In(x?+1) + ——x1
=g gt )+4( (x+1)2> nx =gy g e inx
1 1
et donc F(x) tend vers — quand x tend vers 0. Ainsi, I3 = lim F(x) — lim F(x) = —-.
8 x—+00 x—0 8
+o0o
J xInx dx — _1-
0 (Xz + 1)3 8
3 o . .
Calcul quand a = 5 Une intégration par parties fournit
J xInx dx ] 1 x—i—J ] dx 1 1 x—i—J X dx
" dx=———In . dx=———"In _
(x? 4 1)3/2 VxZ2 +1 xVx2 + 1 VxZ2+1 x2v/x2 + 1

X 1 1
—— dx == | ——— du puis en posant v=+vu+1=+v%x2+ 1> 1, on obtient
x2v/x2 + 1 ZJU u+1 P P v

1 1 1 1 1 1 v—1
ZJu —u+1du ZJ'V(VZ—” dv J'v2_1dv 21n<v+])+C
1 <\/x2+1—1>

Une primitive de la fonction f sur ]0, +oo[ est donc la fonction F : x — ———Inx+ zIn [ ———
P ’ X2 +1 2 W2+ T+1

En posant 1 = x2, on obtient J'

Déja, F(x) tend vers 0 quand x tend vers +oo. Pour la limite en 0, on écrit
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2 o 2
N AL Y . S =2Inx—2In (VA FT+1),
Vx24T 41 (\/x2—|—1+1)
et donc
1 X
F(X)_<1—7)1nx—1n IFT41) = xlnx —In (VA2 T +1
VX2 41 ( ) \/x2+1(\/x2+1+1) ( )

On en déduit que F(x) tend vers —In2 quand x tend vers 0 et donc que I3/, =1n2.

—+o00 1
J XX dx=In2.

o (12

s
11) La fonction f : x — y/tanx est continue sur [O, 5 [
1

JonG) 7

T
En 3 a gauche, 0 < v/tanx = . Ceci montre que la fonction f est intégrable sur un voisinage de

/2
g a gauche. Finalement, la fonction f est intégrable sur [O, g [ On peut noter I = J Vtanx dx.
0
2 2 2u du . oo u?
On pose u = v/tanx et donc tanx = u” puis (1+tan“ x) dx = 2udu et donc dx = T On obtient I = 1—}——u4du'
0
Orut +1T=u*+2u2+1-2u? = (W2 +1—uv2)(u? + 14+ uv2) et donc
u? B u? 1 ( u _ u >
T+ut (W2 4+uv2+1)(u2 —uv2+1) S22\ w241 w2 w2+ 1
| weva vz eV vz
42 | w2 —uv2+1 ( 1 >2+< 1 )2 u? —uy/2 41 < L >2+< 1 )2
u—— — u+ — —
V2 V2 V2 2
2
Par suite, une primitive de la fonction u +— %_H sur [0, +o0[ est la fonction
1 u? —uv2+1 1
F:u— In + — (Arctan(uyv2 — 1 +Arctanu\/2+1)
2V2 (uz +uVv2+1 V2 ( ( ) ( )
On en déduit que I = lim F(u) — F(0) = ——
nen deduit que I = lim Flu =7
efat _ efbt
12) La fonction f : t+— — est continue sur ]0, 4ool, prolongeable par continuité en 0 car f(t) o b—a+o(1)
—

1
et négligeable devant z e +00. Donc f est intégrable sur ]0, +ool.

—at —bt

e
Soit x un réel strictement positif. Chacune des deux fonctions t — et t —

est intégrable sur [x,+ool et on

peut écrire

+oo ,—at —bt +oco ,—at +oo ,—bt
e — € e e
[ T et

xX

du dt +oo efat +o0o e U +oo ,—bt +oo e
En posant u = at et donc — = —, on obtient dt = —— du et de méme dt = — du
u t t u t u

xX ax xX

et donc
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bx 1 bx e U bx
Maintenant, pour x > 0, ’encadrement e_bXJ' — du < J —du < e_aXJ' — du fournit
ax u ax u ax u

b bx o—u b
e %In (—) < J ¢ du<e “*ln (—)
a ax u a

bx —1
b
et le théoréme des gendarmes fournit lim J —du=1In (—> Finalement,
u a

x—0 Jqx

400 e—at _ e—bt b
pour tous réels a et b tels que 0 < a < b, J' ——dt=1In (—)

0 t

n°5 : La fonction f : x — In(sinx) est continue sur ]0, g} De plus, quand x tend vers 0, In(sinx) ~Inx = o (—)

Jx

U
Par suite, f est intégrable sur} 0, E}

/2 /2
1) Soient I = J' In(sinx) dx et | = J In(cosx) dx. Le changement de variables x = g — t fournit | existe et ] = 1.
0 0
Par suite,
/2 n2 (2 In2 1 (7
ZI:I—&-]:J' In(sin x cos x) dx:—7T - —l—J' In(sin(2x)) dx:—7t - +—J' In(sinu) du
0 2 0 2 2 Jo
In2 1 T In2 1 0 In2
S . 1+J In(sinw) du | = — % 4~ 1+J In(sin(mr — 1)) (—dt) | = — "2 4 1.
2 2 /2 2 2 /2 2
Par suite, [ = _7r12r12.

n—1
k k
2) Pour n > 2, posons P,, = Hsin (2—:) Pour 1T<k<<n—1,onal< xn < g et donc P, > 0. D’autre part,
k=1

- n

2n—k k

sin u = sin i et sin nr_ 1. On en déduit que
2n 2n n

k=1
puis
2n—1 _i 2n—1 —
pZ _ H elkrr/(Zn) —e ik7t/(2n) _ 1 H ( 71k7-r/ (2n) ) 1—[ ( 21k7-[/ (2n) )
n 2 (202
k=1 k=1 k=1
1 2n—1 1 2n—1
_ 2n— 1 —171/2 2n—1 2Lk7r/ 2n)\ _ _ J2ikm/(2n)
- (2i)2n—T (=1) H ( ) T 22n—1 H (1 € )
k=1

Maintenant, le polynome Q unitaire de degré 2n — 1 dont les racines sont les 2n — 1 racines 2n-émes de l'unité distinctes
de 1 est

XZn_
X—=1

1
=T+ X+X2 ... x2n]
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2n—1
et donc H ( et/ Zn)) = Q(1) = 2n. Finalement,

s k7t [ m
H sin =Pn=\mm T =
kmt T . U
Pour 0 < k < n, posons alors xx = I de sorte que 0 = X9 < X1 < o.. < Xp = 5 est une subdivision de [O, z] a pas
n

tant égal & —
constant egal a —.
& n

s s
Puisque la fonction x +— In(sinx) est continue et croissante sur }0, z}, pour T <k <n-—1 ona 2—ln(sin(xk)) <
n

Xk+1
J In(sinx) dx puis en sommant ces inégalités , on obtient

Xk
T /2
—In(P,) < J In(sinx) dx
n n/(2n)
Xk+1 T
De méme, pour 0 <k<n—1, J In(sinx) dx < I In(sin(xy1)) et en sommant
Xk
/2
J In(sinx) dx < =— ln(P ).
o n
T 7t/(2n) T T
Finalement, Vn > 2, — In(Py,) —|—J In(sinx) dx < I < =— In(Py). Mais In(P,,) =Inn—(n—1)1In2 et donc =— In(P,,)
2n o n 2n
mtin2 m/(2n)
tend vers 5 quand n tend vers +o00 et comme d’autre part, J In(sinx) dx tend vers 0 quand n tend vers +oo
0
. . . . Tt 3 ) mtln2
(puisque la fonction x : — In(sinx) est intégrable sur }0, z} ), on a redémontré que I = — >

n°6 : La fonction f : t —

est continue et positive sur ]0, [, négligeable devant quand t tend vers 0 et

Int
t—1
prolongeable par continuité en 1. La fonction f est donc intégrable sur ]0;1[.

1
Vi

lére solution. (& la main, sans utilisation d’un théoréme d’intégration terme a terme) Pour t €]0,1[ et n € N,

Int —Int X t"lint
= =—) thnt+—>—
e eI !

Pour t €]0,1] et n € N, posons f,(t) = —t"Int.

1
Soit n € N. Chaque fonction fi, 0 < k < n, est continue sur ]0, 1] et négligeable en 0 devant —. Donc chaque fonction fj

Vit

t"TInt  Int o«
est intégrable sur ]0, 1] et donc sur ]0, 1[. Mais alors, il en est de méme de la fonction t — ] il =1 o + Z t“Int et
k=0

noo.l

1
Int
Jo t—1 dt__ZJ

k=0"0

T in+1
1 nt
t“lnt dt+J Mt
o t—1

est continue sur ]0, 1[ et prolongeable par continuité en O et en 1. Cette fonction est en

tint
e La fonction g : t n

particulier bornée sur ]0, 1[. Soit M un majorant de la fonction |g| sur ]0, 1[. Pour n € N,

1 1 M
dt| < J t"g(t)] dt < MJ thdt= ——.
0 0

t—1

J‘ " nt
0 Tl+]

1

dt = 0. On en déduit que la série de terme général —J t*Int dt converge et que

J] " nt
0 0

t—1

Par suite, lim
n—-+oo

“+o0o 1

1
Int ”
JO — dt—ZJ (—t*Int) dt.

k=070
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e Soit € €]0, 1[. Pour k € N, une intégration par parties fournit

1 k+1 1 1 k+1 k+1
t Int 1 € Ine 1—c¢
—t*Int) dt = |— thdt = .
L( nt) [ P L+k+1L K+l k112

1

Quand ¢ tend vers 0, on obtient L (—t®Int) dt = CESIEE Finalement,

2éme solution. (utilisation d’un théoréme d’intégration terme a terme) Chaque fonction f, est continue et intégrable
sur ]0, 1[ et la série de fonctions de terme général f,, converge simplement vers la fonction f sur ]0, 1[ et de plus, la fonction
f est continue sur ]0, 1[. Enfin

+o0o J1 +o0o 1
> | Haldt=)Y —— < +oo.
n=0 0 n=0 (Tl + U
1 +0oo 1 2
D’aprés un théoréme d’intégration terme & terme, J f(t) dt = Z J fn(t) dt = <
0 n=0

n°7 : La fonction f : th_
Int
10, 1L

est continue sur ]0, 1[, prolongeable par continuité en 0 et 1 et donc est intégrable sur

t 1
Soit x €]0, 1[. Chacune des deux fonctions t — It et t— It se prolonge par continuité en O et est ainsi intégrable sur
n n

Xy x X
J ! ]dt:J Ldt_J 1
0 Int Olnt Olnt

* ot * 2t >
Dans la premiére intégrale, on pose 1 = t? et on obtient J — dt = J — dt = J —— du et donc
0 Int 0 ln(t ) 0 Inu

10,x]. On peut donc écrire

X XZ X Xz
| ra=| pre-| pra-| pre
o Int o Int o Int . Int

t 1 x?
On note alors que, puisque x €]0,1[, x> < x. Pour t € [x?,x], on a tlnt < 0 et donc

< ——=— < —t puis par
tint S tlnt  Int S PUEP

X x X -I X XZ
croissance de I'intégrale, J —— dt < J — dt < J —— dt et donc
2 tint x2 Int x2 tint

xX

2 2 2
1 1 1
x? —— dt < — dtx < x — dt
. tint . Int . tint

2

Maintenant, J Tt dt =In|In(x?)| —In|lnx| = In2 et on a montré que, pour tout réel x de 0, 1,
, tin
5 *t—1
x“In2 < dt <xIn2
0 lnt

Quand x tend vers 1, on obtient
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n°8 : 1) La fonction t — et est continue, positive et intégrable sur [0, +00[. De plus, quand t tend +oo,

-t e d (L e
e <1+t2)e _dt< Zte >

D’aprés un théoréme de sommation des relations de comparaison, quand x tend vers +o0,

“+o0 400 /
J et dt~ J (—le_tz) dt = le_"z7
X X 2t 2x

et donc

T cosx

dx converge (se montre en intégrant par parties (voir exercice n°3)) puis

2) Pour a > 0 fixé, J

a

+o00 a +oo a
COSX COSX COSX COSX
J > dx:—J > dx+J X ax = —J dx +0(1)
a X 1 X 1 X a—0 1 X
a

1 ¢ 1—cos a1 cos
:O—J de—l—J ﬂdx—i—O(]) :0—lna+J ﬂdX—FO(]).
1

a— 1 X a— 1 X

1 —cosx X 1 —cosx
Maintenant, —— ~o 2 et en particulier, ———— tend vers 0 quand x tend vers 0. Par suite, la fonction x +—
X X— X
1 —cosx
——— est continue sur ]0,1] et se prolonge par continuité en 0. Cette fonction est donc intégrable sur ]0,1] et en

@1 —cosx T cosx

dx

particulier, J' dx a une limite réelle quand a tend vers 0. On en déduit que J' = Ina+ O(1) et
1 X a a—

finalement

3) Soit a > 0.
1
1 1
= L <m—¥> dx| =

1
1 1 1
Donc, J S—5dx = —S+o (—2> ou encore
0 X>+a a—+oo @ a

1
1 1
- dx— —
J0x3+a2 T

n°9 : ¢ Domaine de définition. Soit x € R.

Si x < 0, la fonction t +— " n’est pas définie sur [x,0[C [x,x?] et f(x) n’est pas défini.
n

1
Si0<x <1, [x%x c]0,1[. Donc la fonction t — — est continue sur [x?,x]. Dans ce cas, f(x) existe et est de plus

strictement positif car Int < 0 pour tout t de ]0, 1.

1
Six > 1, [x,x?] C]1, +oo[. Donc la fonction t — It est continue sur [x, x?]. Dans ce cas aussi, f(x) existe et est strictement
n
positif.

Enfin, f(0) et (1) n’ont pas de sens.

f est définie sur D =]0, 1{U]1, +o0o[ et strictement positive sur D.

1
e Dérivabilité. Soit I I'un des deux intervalles ]0, 1[ ou ]1,+o0o[. La fonction t +— ot est continue sur I. Soit F une
n

primitive de cette fonction sur I.
Si x €]0,1[, on a [x%,x] CJ0, 1[ et donc f(x) = F(x?) — F(x). De méme, si x €]1, +oo[.
On en déduit que f est de classe C! sur D. De plus, pour x € D,
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2x 1 x—1
’ — 2xF/ 2y F’ — [ — .
F1x) = 2xF' (%) (x) In(x2) Inx Inx

e Variations. f’ est strictement positive sur ]0, 1[U]1, +oo[ et donc f est strictement croissante sur ]0, 1[ et sur ]1, +oo[
(mais pas nécessairement sur D).

1
e Etude en 0. Soit x €]0,1[. On a 0 < x? < x < 1 et de plus la fonction t — Lt est décroissante sur [x?,x] CJ0, 1[ en tant
n

. . : L . . —x? 1 X —x?
qu’inverse d’une fonction strictement négative et strictement croissante sur ]0, 1[. Donc, < — dt < >
Inx w2 Int In(x?)
puis
2 2
X° =X X° =X
vx €]0,1[, =—= < f(x) < .
2Inx Inx

On en déduit que lir(r)l+ f(x) = 0 et on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 0 (on note encore f le
X—
prolongement).

x—1
Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures, f'(x) = T tend vers 0. Ainsi,
nx

- f est continue sur [0, 1],

- f est de classe C! sur ]0, 1],

- f’ a une limite réelle quand x tend vers 0 & savoir 0.

D’aprés un théoréme classique d’analyse, f est de classe C! sur [0, 1] et f/(0) = 0.

e Etude en 1. On a vu au n°7 que lin% f(x) =In2 (la limite & droite en 1 se traite de maniére analogue). On prolonge f
x—

par continuité en 1 en posant f(1) =1n2 (on note encore f le prolongement obtenu).
Ensuite quand x tend vers 1, f/(x) tend vers 1. Donc f est de classe C' sur Rt et /(1) = 1.
En particulier, f est continue sur R™ et d’aprés plus haut f est strictement croissante sur RV,

f
e Etude en +o00. Pour x > 1, f(x) > x?> — xIlnx. Donc f(x) et ﬁ tendent vers +o0o quand x tend vers +oo. La courbe

représentative de f admet en +00 une branche parabolique de direction (Oy).

Inx —

e Convexité. Pour x € D, f”(x) = 2 X
n

X
En 1, en posant x =1+ h ou h tend vers 0, on obtient

hZ
(1+h) <h——+o(h2)> —h
f,,(1+h):(1+h)ln(1+h)—h: 2 _

1
(1+h)In?(1 +h) h2 + o(h?) 2

1
f est donc de classe C? sur 10, +oo[ et /(1) = 7

1 1
Pour x # 1, f”(x) est du signe de g(x) = Inx — 1 + < dont la dérivée est g'(x) = — — = . La fonction g est

1
. . . . X Xz XZ .
stictement, décroissante sur ]0, 1] et strictement croissante sur [1,4+o0o[. Donc pour x # 1, g(x) > g(1) = 0. On en déduit

que pour tout x €]0,+ool, f”/(x) > 0 et donc que f est strictement convexe sur R*.
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e Graphe.

8 €
7 €
6 €
5T N
~N ~
4+ xS
\*
Vi
34 >
2 €
] €
Il Il Il Il Il
T T T T T
1 2 3 4 5
(~1)E
n°10 : La fonction f : x — ——— est continue par morceaux sur [1,+oo[ et donc localement intégrable sur [1,+ool.

X
Soient X un réel élément de [2, +oo[ et n = E(X).

X [ (x) n—Tl 1 (x) X (_ (x) n_l
L (-1 dX_ZJ+ (=1)° dX+J %dx_Z(—Uklno-}-l)

X
k=1"k

X—n
< — < TX) Cette derniére expression tend vers 0 quand le réel X tend vers +oo et donc
n

lim
X—+o0

JX (_] )E(x)

n

1
D’autre part, la suite ((—1)k In (1 + E) est de signe alternée et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. La

) k>1
1
série de terme général (—1)* In (1 + E) , k > 1, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées ou encore, quand

n—1

1
le réel X tend vers +oo, Z (=1)*1n (1 + E) a une limite réelle.

k=1
X (_])E(x) +o0 (_‘I E(x)
Il en est de méme de J dx et l'intégrale J — dx converge. De plus
1 1
+oo (_1)E(x) too 1
J ngZZ(—U“m(H—).
1 X n=1 n

+o00 2n
1 1
Calcul. Puisque la série converge, on a Z(— ©n <1 + k) = lim Z(—Ukln <1 + E) Pour n € N*,

n—-+4oo
k=1

Sont)-E (ofos) )28

1x3x...x(2n—1)2x(2n+1)\ 1 (2n)1\?
. 2><4><. x (2n))? )_ln<24_nx((n!)2) X(2n+1)>'

p—

—

D’aprés la formule de STIRLING,
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n°11 : 1) Puisque f est continue, positive et décroissante sur [1,+oo, pour x > 2 on a

X X

0 < xf(x) = (x— z) f(x) < ZJ

f(t) dt =2 </dintx/2+oof(t) dt — roo £(t) dt>
x/2

X

Cette derniére expression tend vers 0 quand x tend vers +oo car T est intégrable sur [1,4oo[. Donc si f est continue,

1
positive, décroissante et intégrable sur [1,+oo[ alors f(x) = o (—)
X—+00 X
2) La fonction x — x(f(x) — f(x + 1)) est continue et positive sur [1,+ool.
Soit X > 1.

X X+1 X X+1 X+1
xf(x) dx—J (x — 1)f(x) dx:J' xf(x) dx—J xf(x) dx—l—J f(x) dx
2 2

Jxx(f(x)—f(x+1)) ax= |

1 1

2 X+1 X+1
_ J xf(x) dx — J Xf(x) dx + J f(x) dx.

1 X 2
X41
Maintenant 0 < J xf(x) dx < (X+1=X)(X+1)f(X) < 2Xf(X). D’aprés 1), cette derniére expression tend vers 0 quand
X X 2 +00
X tend vers +o00. Donc, quand X tend vers +o0, J x(f(x) — f(x + 1)) dx tend vers J xf(x) dx +J' f(x) dx.
1 1 2

Puisque la fonction x — x(f(x) — f(x + 1)) est continue et positive sur [1,+oo[, on sait que x — x(f(x) — f(x + 1)) est
X

intégrable sur [1, 400l si et seulement si la fonction X — | x(f(x) — f(x + 1)) dx a une limite réelle quand X tend vers

1
~+00. Donc la fonction x — x(f(x) — f(x + 1)) est intégrable sur [1,+o0[ et

2 +o00

xf(x) dx +J f(x) dx.
2

J+Oox(f(x) —f(x+1)) dx :J

1

1

X +oo
n°12: 1) Puisque f est de classe C' sur R*, pour x > 0, J f/(t) dt = f(x) —f(0). Donc 'intégrale J f'(t) dt converge
0

0
en 400 si et seulement si f a une limite réelle £ quand x tend vers +oo.

+oo X

f(t) dt converge, il est exclus d’avoir £ # 0 et réciproquement si £ = 0 alors J' f'(t) dt tend vers

Si de plus 'intégrale J
0

0
+oo

—f(0) quand x tend vers +o0o. Donc I'intégrale J f’(t) dt converge si et seulement si liril f(x) =0.
0 X—+00

2) a) Soit x > 0. D’apreés la formule de TAYLOR-LAGRANGE, il existe un réel 05 €]x,x + 1[

1
fix+1)=f(x)+ (x+1—=x)f"(x) + zf”(GX).
1
ce qui s’écrit encore f/(x) = f(x+1) —f(x) — zf”(ex). Quand x tend vers +oo, f(x + 1) — f(x) tend vers 0 et d’autre part,
O« tend vers +o0o. Ainsi, si f et T/ ont une limite réelle quand x tend vers +oo, f a également une limite réelle et de plus
1
. ’ _ "
lim f'(x) = 3 xEToof (x).

X—+00
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X X “+o0o
Ensuite, puisque pour x > 0, J f/(t) dt = f(x) — f(0) et J f7(t) dt = f'(x) — f'(0), les intégrales J f'(t) dt et
0 0 0

+oo
J f”(t) dt convergent et d’aprés 1), lim f'(x) =0 (= lim f"(x)).

0 X—+0o0 X—+0o0
X X “+oo
b) Soit F : x J f(t) dt. F est de classe C3 sur R*. De plus, F(x) = J' f(t) dt tend vers J f(t) dtet F/’(x) = f'(x) =
0 0 0
X +oo
f/(0) + | f”(t) dt tend vers f'(0) —+—J f”(t) dt. Donc F et F” ont des limites réelles en +oco. D’aprés a), f = F/ tend
0

vers 0 quand x tend vers +oo.

1
n°13 : L’inégalité [ff"] < z(fz + f"2) montre que la fonction ff” est intégrable sur R puis, pour X et Y tels que X < Y,

une intégration par parties fournit

% %
J' f2(x) dx = [f(x)f’(x)]; —J' f(x)f"”(x) dx.
X X

Puisque la fonction flz est positive, I'intégrabilité de flz sur R équivaut a l'existence d’une limite réelle quand X tend vers
g
Y

400 et Y tend vers —oo de J /2 (x) dx et puisque la fonction ff” est intégrable sur R, Pexistence de cette limite équivaut,

X
d’aprés Iégalité précédente, a I'existence d’une limite réelle en +oco et —co pour la fonction ff’.
+oo
Si f'? n’est pas intégrable sur R* alors J f?(x)dx = 400 et donc liI_'I_l f(x)f'(x) = +oo. En particulier, pour x
0 X—+00
1
suffisament grand, f(x)f’(x) > 1 puis par intégration Z(fz(x) —f2(0)) > x contredisant I'intégrabilité de la fonction f* sur

R. Donc la fonction f’2 est intégrable sur R* et la fonction ff’ a une limite réelle quand x tend vers +oo.
De méme la fonction f'? est intégrable sur R~ et la fonction ff’ a une limite réelle quand x tend vers —oo.
Si cette limite est un réel non nul £, supposons par exemple £ > 0. Pour x suffisament grand, on a f(x)f’(x) > { puis par

1
intégration z(fz(x) — 2(0)) > x contredisant de nouveau l'intégrabilité de la fonction f2. Donc la fonction ff’ tend vers

0 en +o00 et de méme en —oo.

f2(x) dx = — J+Oo f(x)f"(x) dx.

—0o0

+oo
Finalement, la fonction f’2 est intégrable sur R et J'

—00

D’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a

+oo 2 +oo 2 ~+o0 2 +oo 2
(J 2 (x) dx) = <—J f(x)f" (x) dx> < (J £2(x) dX> (J £"2(x) d"> :

Puisque les fonctions f et f” sont continues sur R, on a 1’égalité si et seulement si la famille (f, ") est liée.

Donc nécessairement, ou bien f est du type x — A ch(wx) 4+ Bsh(wx), w réel non nul, qui est intégrable sur R si et
seulement si A =B = 0, ou bien f est affine et nulle encore une fois, ou bien f est du type x — A cos(wx) + Bsin(wx) et
nulle encore une fois.

Donc, on a I’égalité si et seulement si f est nulle.
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