Planche n° 8. Suites et séries de fonctions. Corrigé

n°1: 1) Pour tout entier naturel n, f,, est définie sur R et impaire.

Convergence simple sur R. Soit x € R.
e Si x =0, pour tout entier naturel n, f,,(x) = 0 et donc lirf fn(x)=0.
mn— +00

e Six#0, fn(x) e X et de nouveau nHIEoo fn(x) =0.

La suite de fonctions (f;,)nen converge simplement sur R vers la fonction nulle.

1 1 1
Convergence uniforme sur R. On peut noter tout de suite que pour tout n € N*, f, <—> =5 et donc ||[fnlle = 5
n
On en déduit que ||fn]|c ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo.

La suite de fonctions (f;, )nen ne converge pas uniformément sur R vers la fonction nulle.

Si on n’a pas remarqué ce qui précéde, on étudie la fonction f,, sur R* (f,, étant impaire) dans le but de déterminer
sup|fn (x) — 0.
x€R

. . . . . (14+n%x%) —x(n?*x) n(1 —n?*x?)
Soit n € N*. La fonction fy, est dérivable sur R™ et pour tout réel positif x, f/ (x) =n e = T ni?

1
Par suite, la fonction f,, est croissante sur {O, —] et décroissante sur [—, 400 [
n n

1
Puisque la fonction f,, est positive sur R, sup|f,, (x) — 0| = f, <—> =5 qui ne tend pas vers 0 quand n tend vers 'infini.
x€R n

Convergence uniforme et localement uniforme sur ]0, +oo[. La suite de fonctions (f;,)nen ne converge toujours pas

1

uniformément vers la fonction nulle sur ]0, +oo[ car pour n > 1, sup|f,(x) — 0] = 7
x€R

1 1
Soit a un réel strictement positif fixé. Soit n > —. On a 0 < — < a et donc la fonction f,, est décroissante sur [a, +ool.
a
Par suite, pour tout réel x de [a,+oo[, 0 < i (x) < fn(a).
Donc  sup [f(x)—0| = fn(a) pour n > —. On en déduit que lim sup [fn(x)—0| = 0. Donc la suite de fonctions
x€la,+oo[ a M=+ xela,+ool
(fn)nen converge uniformément vers la fonction nulle sur tout intervalle de la forme [a,+oo[ ot a > 0 et en particulier
converge localement uniformément vers la fonction nulle sur ]0, +oo[ mais ne converge pas uniformément vers la fonction
nulle sur ]0, +ool.
n Xk
2) Convergence simple sur R. Soit x € R. On sait que e¥ = lim Z o et donc la suite (f, )nen converge simplement

n— +oo
k=0

sur R vers la fonction constante f : x — 1.

Convergence uniforme sur R et R". lim [fn(x)— f(x)| = +oo. Par suite, pour tout entier naturel n, la fonction
X— —00

|fn, — f| n’est pas bornée sur R. La suite de fonctions (fy )ney ne converge donc pas uniformément vers f sur R.

lim |[fo(x)—f(x)|=1etdonc sup [f(x)—f(x)| > 1.La suite de fonctions (f,,)nen ne converge donc pas uniformément
x—+00 x€[0,+00|
vers f sur RT.

Convergence localement uniforme sur R. Soit [a, b] un segment de R.
Pour n € N*| posons g, = f,, — f. La fonction g, est dérivable sur R et pour x € R

nook o nolox —xym
, R x< X\ ex
gnlx)=e < 2 wtl )T

k=0 k=0

Si n est pair, la fonction g, est décroissante sur R et s’annule en 0.

Si n est impair, la fonction g, est croissante sur R™, décroissante sur R et s’annule en 0.

Dans les deux cas, si x € [a,b], |gn(x)] < Max{|gn(a)l,|gn(b)|} avec égalité effectivement obtenue pour x = a ou x = b.

Donc

sup_lgn(x)l = Maxllgn (@)} lgn (b)) = 2212 9nOLF 9n(0) = 0n D))
x€la,b]

(© Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés. 1 http ://www.maths-france.fr



Cette derniére expression tend vers 0 quand 1 tend vers +oo. On en déduit que la suite de fonctions (f;,)nen converge
uniformément vers f sur tout segment [a, b] contenu dans R ou encore

la suite de fonctions (f, )nen converge localement uniformément vers la fonction f : x — 1 sur R.

us
3) Pour x réel et n entier naturel, on pose fn(x) =n(1 —x)™sin (zx)

Convergence simple. Soit x réel fixé. sin (gx) =0 & x € 2Z. Dans ce cas, lirf fn(x) =0.
mn— +00

Six & 27, la suite (fn(x))nen converge & la suite (n(1 — x)™)pen converge & |1 —x| < 1 & 0 < x < 2. Dans ce cas,

lim fq.(x)=0.
n— +oo

La suite de fonctions (f;,)nen converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 2] U 27Z.
Convergence uniforme sur [0,2]. Soit n un entier naturel non nul fixé.

(D2 )

Cette derniére expression est équivalente a 7 en 400 et en particulier ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo.

sup [fn(x) =0 >
x€[0,2]

La suite de fonctions (fn,)nen ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0, 2].

La suite de fonctions (fn,)nen ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0, 2].

xX n
©2: Convergence simple sur R". Soit x un réel positif fixé. Pour n > x, f,(x) = (1 — H) et donc

n
fr(x) T (1 — %)n = eXP (nln (1 - %)) N exp(—x + o(1).

Donc la suite de fonctions (fn )nen+ converge simplement sur RT vers la fonction f : x +— e *.

Convergence uniforme sur R*. Pour x réel positif et n entier naturel non nul, posons gn(x) = f(x) — fn(x) =

x X\™ .
€ (] H) six € [0,n] . Déterminons la borne supérieure de la fonction |gn| sur [0, +ool.
e ¥six>n
La fonction g, est définie et continue sur RT. Pour x > n, 0 < gn(x) < e ™ = gn(n).
n—1
Etudions la fonction gn sur [0,n]. Pour x € [0,n], g/ (x) = —e * + (1 - %) (gh(n) est la dérivée a gauche de la

fonction g, en n, mais on peut montrer qu’en fait la fonction gy est dérivable en n pour n > 1).
La fonction g est continue sur le segment [0,n] et admet donc sur [0, n] un minimum et un maximum.
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e La fonction gn a un minimum égal a O atteint en 0. En effet, on sait que pour tout réel u, e* > 1+ u (inégalité de

X

convexité) et donc pour tout réel x de [0,n], e /M > 1 — o > 0. Apreés élévation des deux membres de cette inégalité,
X n

par croissance de t — t™ sur R™, on obtient e * > (1 — E) ou encore gn(x) = 0 = gn(0).

e Pour 0 < x < m, les inégalités précédentes sont strictes et la fonction gn /(g ) admet son maximum dans ]0,n]. De
plus, g/ (n) = —e ™ < 0 et puisque la fonction g, est de classe C' sur [0,n], sa dérivée g/, est strictement négative sur
un voisinage a gauche de n. La fonction g, est alors strictement décroissante sur ce voisinage et la fonction g, admet
nécessairement son maximum sur R* en un certain point x,, de ]J0,n[. En un tel point, puisque I'intervalle ]0, n[ est ouvert,

e
on sait que la dérivée de la fonction gn, s’annule. L’égalité g/ (x,,) = O fournit (] _ %) — e—*n ot donc
n e—*n
gnlxn) = e — (1= = (1 (1= 7)) e = P
n n n

Xne
En résumé, pour tout réel positif x, 0 < gn(x) < nT ol Xn est un certain réel de ]0, n[.
Pour u réel positif, posons h(u) = ue *. La fonction h est dérivable sur /mbr* et pour u > 0, h/(u) = (1 —u)e . Par
1
suite, la fonction h admet un maximum en 1 égal & —. On a montré que
e

Vx € [0, 400, Yn € N*, 0 < gn(x) < —

1
ou encore Vn € N*, sup{|gn(x)], x > 0} < —. Ainsi, lim sup{|gn(x)|, x = 0} =0 et on a montré que
ne n— +o0

la suite de fonctions (f,, )nen+ converge uniformément sur R vers la fonction x — e *.

“+o00 -I
2) Existence de I = J e dx. La fonction x — e X" est continue sur [0, +00[ et négligeable devant — en +oo.

0 X
Donc la fonction x — %" est intégrable sur [0, +ool. Par suite, I existe dans R.

+o00
On est alors en droit d’espérer que I = lir_{l J' fr(x?) dx.
n— +00 0
La fonction x — f,(x?) est continue sur [0, 4oo[ et nulle sur [/n, +ool. Donc la fonction x + fn(x?) est intégrable sur
+o0 vn 2\ "
[0, +oo[. Pour n € N*, posons I,, = J fn(x?) dx :J' (1 — %) dx.
0

0
Montrons que I, tend vers I quand n tend vers +oo.

vn +oo R 1 +00 , 1 +oo 5
|f(x2)—fn(x2)\dx+J e X dxgﬁx—+J e ™ dx:—+J e ™ dx.

1-1 \<J
" vn ne N eﬁ NG

0

Puisque la fonction x +— e est intégrable sur [0, +oo[, cette derniére expression tend vers 0 quand n tend vers +oo et

donc lim I,, =1.
n— +oo

Calcul de la limite de I,,. Soit n € N*. Les changements de variables x = uy/n puis u = cosv fournissent
vn x2\ " 1 /2
In:J (1 _?) dXZ\/T_lJ (1T—u?)" duzx/ﬁJ' sin®™ 1y dv = VnWon

0 0

ot Wy, est la n-éme intégrale de WALLIS. On a déja vu (voir exercices math sup Planche n° 28, exercice n°9) que

T
h o~ — et donc
n— +o0 n

T N
e VY 2 1) e 2

T
Finalement, I, tend vers % quand n tend vers +oo et donc

Vous pouvez voir différents calculs de I'intégrale de GAUSS dans « Grands classiques de concours : intégration ».
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n°3: 1) a) Soit n € N*,
e Sivx € [0,1], f(x) =1,

e Si Vx € [O,]], f(x) = x(x — 1), alors B (f) = Z <n>
ke[l,n—1]

k [k ny 1 n! _ n—1 (n—2)! _ n—1l/n=-2
E(E]><k>_¥k(“k)kz(n—k)l_ n k—Nn—-k—0!  n (k—1)'

Kk
(E 1) Xk(1 = X)™ ¥ et donc By(f) = 0. Pour n > 2 et

Par suite,

1 n—1 )
Bn(f) — 711— (T]. )Xk(-l 7x)n7k _ 7—X -I o Z Xk ] (n—2)—(k—1)
=1
2

(“_2>xk(1 Cxr2k = Ml xg,
n

ce qui reste vrai pour n = 1.

b) D’aprés la question précédente

n

3 <L‘>(an)2x‘<(1 xR =y E K2XK(T — 2an < )kxk —X) Ry <L‘)xk(1 _x)nk

k=0 k=0

=3 [Tkl —m)XE( =X F - n@x - 1) Z< )kxk 1-x)k
k=0

k=0 k
22 = (n k(1 __ yyn—k
+n?X Z<k)x (1-X)
k=0
=k [k n = /n\ k
_ 2 ~ kK1 _yyn—-k __ 2 o Pyk(1 _ yyn—k 22
=n Zn<n 1> <k>x (1-X) n?(2X 1)Z<k)nx (1—=X)" % £ n?X
k=0 k=0
=-—nn—DX1=X)—n?2X = 1)X +n?X? = —nX? + nX = nX(1 — X).

2) Soit € > 0. Soient n un entier naturel non nul et & un réel strictement positif donné. Soit x un réel de [0, 1].

Notons A (resp. B) I'ensemble des entiers k € [0, 1] tels que

|
x— —| < « (resp.
n

k
X — —‘ > ). (Si A ou B sont vides, les
n

sommes ci-dessous correspondantes sont nulles).

" /n k e
) =B = |3 <k) (f(x)f(;))ka gk
< Z (L‘) ‘f(x) —f <§) xK(1T—x) k4 Z (L‘) 'f(x) —f <TEL) xk(1—x)nk
keA keB

f est continue sur le segment [0, 1] et donc est uniformément continue sur ce segment d’aprés le théoréme de HEINE. Par
€
suite, il existe & > 0 tel que si x et y sont deux réels de [0, 1] tels que |x —y| < « alors [f(x) — f(y)| < 7 est ainsi

dorénavant fixé. Pour ce choix de «,
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keZ/\(E)‘f(x)—f(%) X1 —x)" %;() (1—xn §i<) (1 - “ZE-

Ensuite, la fonction f est continue sur le segment [0, 1] et donc est bornée sur ce segment. Soit M un majorant de la

fonction |f| sur [0, 1].
n k
(1) - ()l
keB

k .
X — —| > « fournit 1T < 55
n oen

k(1 —x)™ 2MZ< > (1—x)"k

keB

Mais si k € B, l'inégalité (k — nx)? et donc

Z <E)xk(1 —x)"R 1L ocznz Z < ) (k —nx)?x* (1T —x)" k< ocz g ( > (k — nx)2x* (1 —x)™ %

keB keB

—anx(]—x)—L L x—1 ’ < !
T a2n? T o?n \ 4 2 S de2n’

En résumé, pour tout réel x € [0, 1]

€ 1 € M
f(x) — Bn(f - +2M == :
00 = Ba(f(X)| < 5 +2M x o = =4
. . oo . M €
Maintenant, puisque lim =0, il existe un entier naturel non nul N tel que pour n > N, —. Pourn > N,
na+oo 20(2 20(211 2
on a [f(x) — Bn(f)(x)] < z + z = ¢. On a montré que

Ve >0,IN e N*/vneN* ¥xe[0,1], (n>N = [f(x) — (Bn(f))(x)] <&,

et donc que

la suite de polyndomes (B, (f))nen+ converge uniformément sur [0, 1] vers f.

3) La question 2) montre le théoréme de WEIERSTRASS dans le cas du segment [0, 1].
Soient [a, b] un segment quelconque et f un application continue sur [a, b].
Pour x € [0, 1], posons g(x) = f(a+ (b—a)x). La fonction g est continue sur [0, 1] et donc il existe une suite de polynémes

X —
(Pn) convergeant uniformément vers g sur [0, 1]. Pour n € N, posons Q, = Py, <b a).
—a

Soit € > 0. AN > 1 tel que Yn > N, Vy € [0,1], [g(y) — Pu(y)| < €.
est dans [0, 1] et

Soient x € [a,b] et n > N. Le réel y = bi

[f(x) — Qu(x)l = [f(a+ (b —a)y) — Qula+ (b —a)y)l =Ig(y) — Prly)l < e.

Ceci démontre que la suite de polyndmes (Qn)nen converge uniformément vers la fonction f sur [a, b].

n°4 : Posons f= lim P,
n—+oo

Le critére de CAUCHY de convergence uniforme (appliqué a ¢ = 1) permet d’écrire
INeN/Yn>N, Vm =N, ¥x € R [Pn(x) — P (x)] < 1.

Pour n > N, les polynémes Py — Py, sont bornés sur R et donc constants. Par suite, pour chaque n > N, il existe a,, € R
tel que PN — Py = an, (%). Puisque la suite (P, ) converge simplement sur R, La suite (an) = (Pn(0) — Pn(0)) converge
vers un réel que 'on note a. On fait alors tendre n tend vers +oo dans ’égalité (x) et on obtient

f:PN—a

On a montré que f est un polynéme.

x™ sin(nx
n°5 : 1) Pour x €] — 1,1[ et n entier naturel non nul, posons f (x) = w
n

Soit x €] — 1, 1[. Pour n entier naturel non nul, |f,,(x)| < [x|™. Or, la série géométrique de terme général [x|™, n > 1, est
convergente et donc la série numérique de terme général f,, (x) est absolument convergente et en particulier convergente.
On en déduit que f(x) existe.
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f est définie sur ] — 1, 1[.

Soit a €]0, 1[. Chaque fn, n > 1, est de classe C' sur [—a, a] et pour x € [—a, al,

n—1

fl (x) =x™ " sin(nx) + x™ cos(nx).

Pour x € [—a, a] et n € N*,
il (%) <a™ ! +a™ < 2a™.

Puisque la série numérique de terme général 2a™ ', n > 1, converge, la série de fonctions de terme général f/, n > 1, est
normalement et donc uniformément sur [—a, al.

En résumé,
e la série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge simplement vers f sur [—a, a],
e chaque fonction f,,, n > 1, est de classe C' sur [ a,al,
e la série de fonctions de terme général f] converge uniformément sur [—a, al.

D’aprés un corollaire du théoréme de dérivation terme a terme, f est de classe C T sur [—a, a] pour tout réel a de ]0,1[ et
donc sur | — 1, 1[ et sa dérivée s’obtient par dérivation terme a terme.

+o0
f est de classe C! sur | —1,1[ et Vx €] — 1,1[, f/(x) = Z(x“_1 sin(nx) + x™ cos(nx)).

n=1

2) Ainsi, pour x €] — 1, 1]

+00 X
f'(x) = Z(x“ Tsin(nx) 4+ x™ cos(nx)) <Z -1 m") + Re <Z x" m")
n=1 n=1
eix Xeix —Lx) Xelx(] _Xe—ix)
=1 —_— Re|——— ) = _ Re| ———F-—=
m(1xe“‘)Jr e(]xe”‘) ( 2xcosx—i—1)Jr e(lexcosx—i—])

sinx 4+ x cosx — x2

—2xcosx + 1

Mais, pour x €] — 1, 1],
2

X sinx " (sinx +xcosx)(1 —xcosx) — xsinx(—cosx + xsinx)  sinx 4 xcosx — x
1 —xcosx (1 —xcosx)? (1 —xcosx)?

et donc

2

. ’ . 2 .
X sinx SinX + X CosX — X 1 SINX + X COSX — X
Arctan | ——— = >— X 5 = —
1 —xcosx (T —xcosx) X sin x (T —xcosx)? + x2sin” x
T4+ —
1 —xcosx
sinx 4+ x cosx — x2

= = f'(x).
—2xcosx + 1 (x)

Finalement, pour x €] — 1, 1[,

£(t) dt = 0 + Arctan | —=2X ) _ Arctan(0) = Arctan [ — X
1 —xcosx T———

400 - L
veel — 1,1 Y )y (7>

n 1 —xcosx
n=1

="

n° 6 : 1) Pour n entier naturel non nul, on note f;, la fonction x — Pour tout réel x, f(x) existe si et seulement

In(nx)’

si chaque f;, (x), n € N*, existe et la série numérique de terme général f,, (x), n € N*, converge.

Pour n € N* et x € R, f,,(x) existe si et seulement si x > 0 et x # —.
n

Soit donc x € D =]O,+oo[\{]lg, pE N*}.

1
Pour n > —, on a In(nx) > 0. On en déduit que la suite ( ) est positive et décroissante & partir d’un certain et
x neN*

In(nx)
tend vers 0 quand n tend vers +oo. Ainsi, la série numérique de terme général f,, (x) converge en vertu du critére spécial
aux séries alternées et donc f(x) existe.
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1
Le domaine de définition de f est D =]0, +o0[\ {;, ne N*}.

2) Limite de f en +oo. Soit x > 1. Donc f(x) existe. Pour tout entier naturel non nul n, In(nx) > 0. On en déduit que

la suite ( est décroissante. On sait alors que la valeur absolue de f(x) est majorée par la valeur absolue du

In(nx) ) neN

premier terme de la série. Ainsi

et en particulier

X— +00

1
On peut noter de plus que pour x > 1, f(x) est du signe du premier terme de la série & savoir m et donc Vx €]1, +o0l,
n(x
f(x) > 0.

Convergence uniforme sur]1, +oco[. D’aprés une majoration classique du reste a l’ordre n alternée d’une série alternée,
pour x > 1 et m naturel non nul,

v (=D (1" 1 1
Ra(x)l =] ) < = < :
In(kx) In((n+1)x) In(m+T)x n+1
k=n+1
1
Done, pour tout entier naturel non nul, sup [Ry(x)] < ————— et donc lim sup |Rn(x)] = 0. La série de
x€ll, 40| In(m+1) M= 4+00 3 €11, 400

fonctions de terme général f,, converge uniformément vers sa somme sur |1, +ool.

Continuité sur ]1,+oo[. Chaque fonction f,, n € N* est continue sur ]1,+oo[ et donc f est donc continue sur ]1, +ool
en tant que limite uniforme sur ]1, +oo[ d’une suite de fonctions continues sur ]1, +ool.

f est continue sur ]1, +ool.

(1
In(n)
Puisque la série de fonctions de terme général f,,, n > 2, converge uniformément vers sa somme sur |1, 400, le théoréme
d’interversion des limites permet d’affirmer que la série numérique de terme général {,,, n > 2 converge et que la fonction

Limite en 1 & droite. Soit n > 2. Quand x tend vers 1 par valeurs supérieures, f(x) tend vers ¢, =

1 +00 +00 1 n—1
x = f(x) — ) = ngz fn(x) tend vers le réel ngz (IHT quand x tend vers 1 par valeurs supérieures ou encore
1 - .
= —— 4+ 0O(1) et en particulier, lim f(x) = +oo0.
x—1+ Inx x— 1

x>1

3) La série de fonctions de terme général f,,, n > 1, converge simplement vers la fonction f sur |1, 4o00[. De plus chaque
fonction f,, est de classe C' sur |1, +oo[ et pour n € N* et x > 1,
(="

fh(x) = m

Il reste a vérifier la convergence uniforme de la série de fonctions de terme général f;, sur ]1,4o0l.
Soit x > 1. La série de terme général f/ (x) est alternée car son terme général est alterné en signe et sa valeur absolue

Qs

[

savoir I ) tend vers zéro quand n tend vers +oco en décroissant. Donc, d’aprés une majoration classique du reste
xIn“(nx

l'ordre n d’une série alternée,

+oo (71)1{

Z x In? (kx)

k=n-+1

(7])n+1 B 1 1

C xIn?((n+1)x) < In’(n+1)

Rn(x)| =

xIn?((n 4 1)x)
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1
Par suite, sup [Rn(x)] < ———— et donc lim sup |Rn(x)] = 0. Ainsi, la série de fonctions de terme général
x€]1,+oo | In“(n+1) N0 xell, ool

f/, n > 1, converge uniformément sur |1, +ool.

En résumé,
e la série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge simplement vers f sur |1, oo,
e chaque fonction f,,, n > 1, est de classe C' sur |1, +ool,
e la série de fonctions de terme général f/ converge uniformément sur |1, 4ool.

D’aprés un corollaire du théoréme de dérivation terme a terme, f est de classe C' sur |1, +o00[ et sa dérivée s’obtient par
dérivation terme & terme.

+o0 n
f est de classe C! sur |1, +oo[ et ¥x > 1, f/(x) = Z (=1)

= xIn?(nx)’

Pour x > 1, puisque la série de somme f’(x) est alternée, f'(x) est du signe du premier terme de la somme a savoir —

5
xIn” x
Par suite, Vx €] — 1,1[, f'(x) < 0 et f est donc strictement décroissante sur |1, +ool.
La fonction f est décroissante sur |1, +ool.
n°7 : 1) Convergence simple. Chaque fonction f,, n € N, est définie sur R. Soit x € R.
e Six <0, fr(x) _J_ 400 et la série de terme général f,,(x), n € N, diverge grossiérement.
n— +00
e Six =0, puisque Vn € N, f,,(x) = f,(0) =0, la série de terme général f,(x), n € N, converge.
e Six >0, n?f,(x) =xZe xVnt3lnn et done fu(x) = o (—2) Dans ce cas aussi, la série de terme général
n—+oo n— 400 n

fn(x), n € N, converge.

La série de fonctions de terme général f,, n € N, converge simplement sur R". I

Convergence normale. La fonction fy est la fonction nulle. Soit n € N*. La fonction f,, est dérivable sur R* et pour
tout réel positif x,

f/(x) = n(2x — x2y/M)e V™ = nx(2 — xy/n)e XV,

2 2
La fonction f,, est positive sur [0, +o00l, croissante sur {O, —} et décroissante sur {T, +00 [ On en déduit que
n

v

2
lfnloo = sup [fu(t) = fn (—) o2,
x€[0,+o0 vn

Par suite, la série numérique de terme général ||f |, 1 € N, diverge grossiérement et donc

La série de fonctions de terme général f,, n € N, ne converge pas normalement sur R*. I

Soit a > 0. Pour n >

4 2 . L . . "
—,ona ﬁ < a et donc la fonction fy, est décroissante sur [a, +o0o[. Soit donc n un entier supérieur
a

4
ou égal & — . Pour tout réel t supérieur ou égal a a, on a [fn(t)| = fn(t) < fn(a) et donc  sup [fn(t) = fn(a).

a x€la,+oo|
Comme la série numérique de terme général f,,(a), n € N, converge, la série de fonctions de terme général f,, n € N|
converge normalement et donc uniformément sur la, +ool.

Pour tout a > 0, la série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge normalement et uniformément sur [a, +ool.

Convergence uniforme sur [0, +ool. Pour n € Net t € RT,

+o00
Ra(t)l = D filt) > i (t),
k=n+1
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et donc sup [Rn(t)] = sup [fni1(t)d4e 2. Par suite, sup |Rn(t)| ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo et
te 0,400 te 0,400 te 0,400

la série de fonctions de terme général f,,, n € N, ne converge pas uniformément sur R*. I

2) Convergence simple. Chaque fonction fn, n € N*, est définie sur ]0, +ool. Soit x €]0, +ool. Puisque fy(x) ~
n— +00
1

) > 0, la série numérique de terme général f,, (x) converge. Donc

donc

la série de fonctions de terme général f,,, n € N*, converge simplement sur ]0, +ool.

Convergence normale. Soit n € N*. La fonction f,, est décroissante et positive sur ]0,+oo[. Donc sup [f,(x)| =
x€]0,+00

1 1
fn(0) = E.Puisque la série numérique de terme général - n € N*, diverge

la série de fonctions de terme général f,,, n € N*, ne converge pas normalement sur R*. I

Soit a > 0. Pour n € N*, la fonction f,, est décroissante et positive sur 5a, +oo[ et donc  sup |[f,(x)| = f(a).
x€la,+oco

Comme la série numérique de terme général T, (a), n € N*, converge, la série de fonctions de terme général f,,, n € N,
converge normalement et donc uniformément sur la, +ool.

Pour tout a > 0, la série de fonctions de terme général f,, n € N*| converge normalement et uniformément sur [a, +ool.

3) Convergence simple. Chaque fonction fn, n € N, est définie sur R et impaire. Soit x € R*.
e Si x = 0, pour tout entier naturel n, f,(x) = f;;(0) = 0. Dans ce cas, la série numérique de terme général f,, (x) converge.

e Si x > 0, la suite ( X 21 €]0, 1[. On en déduit

T est une suite géométrique de premier x > 0 et de raison
(X + ])n neN

que la suite ( est positive décroissante de limite nulle. Par suite, la série numérique de terme général f,, (x)

; )
2
(X + ])n' neN . .
converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.
e Si x < 0, puisque pour tout entier naturel n, f,,(x) = —f(—x), la série numérique de terme général f,, (x) converge.

la série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge simplement sur R. I

Convergence normale. La fonction fy n’est pas bornée sur R et donc la série de fonctions de terme général f,, n € N,
n’est pas normalement convergente sur R.

Finalement

Analysons la convergence normale de la série de fonctions de terme général f,,, n > 1, sur R.
Soit n € N*. La fonction g, = (—1)"f,, est dérivable sur R et pour tout réel x,

1 —2nx 1 —(2n— 1)x?

(] +X2)n +x X (] +X2)n+1 - (1 +X2)n+l

!

In (X) =

La fonction g, est positive sur R*, croissante sur {O, ] et décroissante sur { , +00 { Puisque la fonction

2n—1 n—1

gn est impaire, on en déduit que

n—1
1 —(n+1) 1 1
Mais <1 — ?1) = exp ((Tl—l— 1)In (1 — %)> LT, P (z + 0(1)> et donc

1 1 —(n+1) 1
([ <1 - —) L R
V2n—1 2n n-too ey/2 x /1

[[fnlloo = suplfn(x)| = ( 1 )_ 1 y 1 B 1 (]_L>(n+1)
noo_xegn =0On m _\/Zn——] (]+ 1 >n+]_m m .
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Par suite, la série numeérique de terme général ||f |, n € N*, diverge et donc

la série de fonctions de terme général f,,, n € N*, ne converge pas normalement sur R. I

Convergence uniforme sur R. Soit n € N. Pour x € R™, puisque la suite <

X
m) est positive décroissante et
X
nenN
de limite nulle, d’aprés une majoration classique du reste a I'ordre n d’une série alternée,

+o0
— kX <= X - X - < _
R =| 3V \‘( I e = e = 9 () € g (m ,

1
cette inégalité restant valable pour x < 0 par parité. Donc sup|Ry ()] < gnt1 <7) D’aprés ci-dessus,

x€R vV n + 1

tend vers 0 quand n tend vers +oo et il en est de méme de sup|R;, (x)|. On a montré que

1
In (ﬁn i > o

la série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge uniformément sur R. I

n (7])k n 5 1 5 1 n 5 1 1 T {(n+1a
Z]+ka:Z(—1) Jot dt:J > (—tY) dt:L1+t“ dt+ (1) J T 4t

k=0 k=0 0 \k=0 0
Tint+a 1 1 Tin+Da
avec (71)“J' dt| < J tFhe gt =~ Par suite, lim (71)“J —— dt = 0. On en déduit que
o 1T+ta 0 T+Mm+1a n oo o 1+ta
_1\k
la série de terme général I ]1 , k >0, converge et que
a

tz
n°9 : 1) Convergence simple. Soit t € R. Pour tout entier naturel non nul n, T+ m > 1 > 0 et donc
2
fn(t) existe. Ensuite, In (1 + m) > 0 et donc la suite numérique (f(t))nen+ est alternée en signe. De plus,

tz
‘fn(t” =In (] + m

On en déduit que la série de terme général f,, (t), n > 1, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.

) et la suite (|, (t)])nen tend vers O en décroissant.

La série de fonctions de terme général f,,, n > 1, converge simplement sur R.

+o00
On pose alors f = E fn.

n=1
Convergence uniforme. Soit n € N*. D’aprés une majoration classique du reste a 'ordre n d’une série alternée, pour
tout réel t on a

+o0
> fwlt)

k=n-+1

t2 211 1 1
Ru (8}l = Sl =1n (1 +m) =l (1 +m) =l (1 T AT 0 +t2))

1 1
et donc, Vn € N*, ilelan(tN <In (1 + n——l—]) Comme nEIEoo In (1 + TL—H) =0, on a encore ngrfoo iggR“(t” —0et
on a montré que

La série de fonctions de terme général f,,, n > 1, converge uniformément vers f sur R.
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Continuité. Puisque chaque fonction f, n > 1, est continue sur R, la fonction f est continue sur R en tant que limite
uniforme sur R d’une suite de fonctions continues sur R.

f est continue sur R. '

2) D’aprés le théoréme d’interversion des limites, f a une limite réelle en +oco et

+oo +oo

. . 1 2 )
tggloo f(t) = 1 tl}glm fo(t) = Z](fﬂnln (1 + H) =In <%> (voir planche 6, n° 4, 5)).
n= n=

Arct t
n° 10 : Domaine de définition. Soit t € R. Pour chaque n € N*, f,,(t) existe et de plus f,,(t) = %(n) =
n— +00

0] (F) Donc la série numérique de terme général f,(t), n > 1, converge absolument et en particulier converge. On a

montré que

f est définie sur R. '

Parité. Pour tout réel t,

Z Arctdn Z Arctdn nt) — _f(1),

f est impaire. I

, . Tt .
Convergence normale. Pour tout réel t et tout entier naturel non nul n, |[f, (t)] < Iz et donc pour tout entier naturel
non nul n,
us
sup|fn(t)] < =—.
teR " S 2n?

U L . L
T ——. n = 1, converge, la série de fonctions de terme général f,, converge

normalement et donc uniformément vers f sur R.

Comme la série numérique de terme général

Limite de f en +oo. Puisque la série de fonctions de terme général f,,, n > 1, converge uniformément vers f sur R et

T
que chaque fonction f;; a une limite réelle quand t tend vers oo & savoir {;; = T’ le théoréme d’interversion des limites
permet d’affirmer que f a une limite réelle en +o0o et que

“+o00 7T “+o0o ] 7_[3
Jm =) th=7) =7
n=1 n=1

Continuité. Puisque chaque fonction f,;, n € N*  est continue sur R et que la série de fonctions de terme général f,,
converge uniformément vers f sur R, la fonction f est continue sur R en tant que limite uniforme sur R d’une suite de

fonctions continues sur R.
f est continue sur R. '

Dérivation. Soit a > 0. Chaque fonction f, n > 1, est de classe C! sur [a,+oo[ et pour n € N* et t >

n B 1
n2(1+n2t2)  n(1+n2t2)’

fL(t) =
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1 1 1

* !/ . _ : L.
Pour n € N*, on a alors te[saufzoo [lfn(t)\ =1/ (a)= i T nZal)’ Puisque (T nZad) e T > 0, la série de terme
général ni tnZad) converge et par suite, la série de fonctions de terme général f/, n > 1, converge normalement et
n n‘a

donc uniformément sur [a, +ool.

En résumé,

e la série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge simplement vers f sur [a, +oo],

e chaque fonction f,, est de classe C! sur [a, +ool,

e la série de fonctions de terme général f/ converge uniformément sur [a,+ool.
D’aprés un corollaire du théoréme de dérivation terme a terme, f est de classe C' sur [a, +oo[ et sa dérivée s’obtient par
dérivation terme a terme. Ceci étant vrai pour tout a > 0, f est de classe C' sur ]0, +-oo[ et puisque f est impaire

f est de classe C! sur R* et Vt € R*, f/(t)

Dérivabilité en 0. La fonction f’ est décroissante sur ]0, +oo[. Donc la fonction f’ admet une limite en 0" élément de

N
] —o00,+00]. Pour t >0 et N € N* ona f'(t) > Z et quand t tend vers 0, on obtient

1
n(1 +n?t?)

n=1
N
. /
lm 0> 23
t>0 n=1

1
. / _
tlgr(l)f(‘[)) E E—Jroo.
t>0 n=1

On a montré que lim f'(t) = +oo.

t—0

t>0
En résumé, f est de classe C° sur [0, +ool, de classe C! sur ]0, +oo[ et f/(t) tend vers +oo quand t tend vers 0 par valeurs
supérieures. D’aprés un corollaire du théoréme des accroissements finis, on sait que f n’est pas dérivable en 0 a droite et

que sa courbe représentative admet [Oy) pour demi-tangente en (0,0). Puisque f est impaire, f n’est pas dérivable en 0 et
sa courbe représentative admet (Oy) pour tangente en (0,0).

Allure du graphe.

n°11 : Soit x > 0. Pour n € N*, nZe XV — g—xvni+Zlnn  _  4(7) d’aprés un théoréme de croissances comparées.
n— +oo

1
On en déduit que e V™ =0 <—2) et donc que la série de terme général e *V™ converge. Ainsi, f est bien définie
n— +oo n

sur ]0, +ool.

k+1

Soit x €]0, +oco[. La fonction t — eVt est décroissante sur [0, +oo[. Done, Vk € N, J' eV gt < e VK et Vk € N*,
k

k
e vk J e V! dt. En sommant ces inégalités, on obtient
k—1
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+oo +oo

eV dt < f(x) < 1 +J e Vldt  (#).

Vx €]0, +o0l, J
0

0

2
uw 2u

Soit x €]0, +ool. En posant u = xv/t et donc t = — puis dt = — du, on obtient

X X

+oo 2 +oo 2 2
J e ¥Vt dt:—J ue Ydu=— xTI2)=—.
0 xZ ], x2 x2

L’encadrement (x) s’écrit alors

.2
Comme lim — = +o00, on a montré que
x—»(()) X
x>

x—0, x>0 le

n°® 12 : Soit x € — 1,1[. Pour n € N*,

2 2 . L. L. P
x™" ‘ = [x[*" < |x|™. Puisque la série numérique de terme général |[x|™ converge,

on en déduit que la série de terme général x™" est absolument convergente et en particulier convergente. Donc, f est bien
définie sur ] — 1, 1[.

k+1
Soit x €]0, 1[. La fonction t — xt* = et’ X gt décroissante sur [0, +00l. Donc, Vk € N*, J' Xt dt < XK < J' Xt dt.
k k—1
En sommant ces inégalités, on obtient
+o0 +o00 5
vx €10, 1], J XU dt < f(x) < J xUdt (%)
1 0

Soit x €]0, 1[. En posant u = tv/—Inx, on obtient

oo t? _ oo t2 lnx _ oo —(tv/=Inx)? _ 1 e —u? o \/F[
x dt= e dt = e dt = —— e du = ———
0 0 0 v—1Inx

L’encadrement () s’écrit alors

vx €]0, 1, ———
x €] [2

. VT
Co e lim ———
e e 2/~ Tnx

x<1

= 400, on a montré que

x—1, x<1 2\/—1nx'

(© Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés. 13 http ://www.maths-france.fr



