Planche n® 9. Suites et séries d’intégrales. Corrigé

2

n°1: 1) Soit x € [0, +ool. Pour n > x?, f(x) = exp (nln <1 - %)) et donc f,,(x) = exp(—x? + 0(1)). Donc la
n—+0oo

. . . 2
suite (fn)nen= converge simplement sur Rt vers la fonction f : x — e %,

2) Chaque fonction f,,, n € N* est continue par morceaux sur [0, +oo[ et nulle au voisinage de +o00. Donc chaque fonction
fn, n € N*, est intégrable sur [0, +ool.

1
La fonction f est continue sur [0, +o00[ et négligeable devant — quand x tend vers +oo. Donc la fonction f est intégrable
X

sur [0, +ool.
2 2
Soit n € N*. Par convexité de la fonction exponentielle, Vu € R, 1+ u < e*. Par suite, Vx € [O, \/ﬁ], 0<T——ge X/
n
2 n
puis par croissance de la fonction t — t™ sur R*, 0 < f(x) = (1 — —> < e = {(x). D’autre part, pour x > /1,

fn(x) =0 < f(x). Finalement
.Vn e N* Wx € [0, +ool, [fn(x)] < f(x).

En résumé,
e chaque fonction f,,, n € N*, est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo],
e la suite de fonctions () converge simplement vers la fonction f sur [0, 400l et la fonction f est continue sur [0, +ool.
e Vn € N*, |f| < f, la fonction f étant intégrable sur [0, +ool.

“+o0 +oo

converge vers J f(x) dx. Ainsi,
0

fr(x) dx>

D’aprés le théoréme de convergence dominée, la suite <J

0 nenN*

+00 R van x2 n
J e X dx= lim J <1 — —) dx.
0 n—+oo Jo n

2
X X
Soit n € N*. En posant t = Arccos (—) et donc o= cos® t et dx = —/nsint dt, on obtient

N

/2

vn K2\ ™ 0
J <1 - —) dx :J (1 —cos® )™ x (—y/nsint) dt = \/HJ sin®™ 1t dt = VnWon 1,

0 n /2 0

[T
ou W, est la n-éme intégrale de WaLLI1S. Classiquement, W,  ~ T (voir Exercices Maths sup Planche n° 28,

mn— +oo

exercice n°9) et donc

Wanar i s N VT
Jn oo 221+ 1) notoo 2

On a montré que

x % six €]0,1]

1six=0 , frest

n°2: Pour x €]0,1], x X = e *"(¥) et donc lim x* = 1. Donc si on pose Vx € [0, 1], f(x) = {

x— 0+
une fonction continue sur le segment [0, 1] et donc intégrable sur le segment [0, 1].

+oo

“x1 n
Pour x €]0,1], x % = e xnx) = Z % Posons alors Vx € [0,1], fo(x) = 1 puis ¥n € N*, V¥x € [0,1],
n=0 :
(—xIn(x))" . €10.1]
folx) = n! sx * 7 . La fonction fy est continue sur [0,1] et pour n € N*, puisque —xIn(x) —(>)+ 0, la
Osix=0 b

fonction f,, est continue sur [0, 1]. En résumé, chaque fonction f,, n € N, est continue sur [0, 1]. De plus,
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+00
vx € 00,10, f(x) = ) falx).

n=0

Vérifions alors que la série de fonctions de terme général f,, converge normalement et donc uniformément vers f sur le
{ —xInx six €]0, 1]

Osix—0 . La fonction g est continue sur le segment [0, 1] et

segment [0, 1]. Pour x € [0, 1], posons g(x) =

1 1
admet donc un maximum M sur ce segment. Pour x € [0, 1], on a 0 < g(x) < M (on peut montrer que M = g (—) =-).

e
. ~(gx)t M . . _ " "
Mais alors Vn € N, Vx €]0,1], [f(x)| = 0 < — ce qui reste vrai pour x = 0. Comme la série numérique de
N ! !

terme général —~ converge, on a montré que la série de fonctions de terme général f,;, converge normalement et donc
n

uniformément vers f sur le segment [0, 1].
1
D’aprés le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment, la série numérique de terme général J fi(x) dx, converge

0
et

1f v 11‘
JO (x) dx—T;Jo W) dx (x)

1

Pour n € N, posons I, = J fr(x) dx. Soit n € N. En posant uw = —In(x) puis v = (n + 1)u, on obtient
0

1 (! 1 1 [+
Iy = —J' (—xIlnx)™ dx = —J' (ue ™))" x (—e " du) = _J yhe (mFDu g4
nlJo Lt n! J,
_ 1 J+oo ey Mn+1) 1
nln+ 1)+, nln4+ 1)+ (n4 1)t
1 “+o00 .I “+o00 .I
L’égalité (x) s’écrit alors L x *dx = Z W = Z -
n=0 n=1
T (—xInx)™ Txn(=Inx)P

dx, on peut aussi s’intéresser plus généralement & J,, p = J dx

Remarque. Pour calculer I,, = J '
0 n!

l
0 n!
que 'on calcule par récurrence grace a une intégration par parties.

Le travail qui précéde permet encore d’écrire

1 +00 1 +o00
(xInx)™ (=1
x* dx = E J T dx = E )

. T est continue sur ]0, +ool.

X
n° 3 : Pour x > 0, posons f(x) = —
Ensuite, pour tout réel strictement positif x, on a 0 < e < 1 et donc

Xz Xze,X +o0 +o0 +o00
= =x%e > E e V= E xZe(mHlx — E x%e M.
ex — 1 1—ex
n=0 n=0 n=1

Pour n € N* et x > 0, posons fy(x) = x2e ™. Chaque fonction fn, n € N*, est continue et intégrable sur [0, +oo[ car

négligeable devant 2 quand x tend vers +o00. En particulier, chaque fonction f,,, n € N*| est intégrable sur 10, +oo[. De

plus, pour n € N*,
“+o0 “+o0 1 +oo I3 2
J [fr(x)] dx :J x?e ™ dx = —3J Wetqu=18)_ 2
0 0 n”Jo n
qui est le terme général d’une série numérique convergente.

En résumé,
e chaque fonction f,,, 1 € N*, est continue et intégrable sur ]0, oo,
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e la série de fonctions de terme général f,,, n € N*, converge simplement vers la fonction f sur ]0, +ool et la fonction f

est continue sur |0, +ool.
+o00

+o00
. Z J [fn(x)] dx < +oo.

n=1"0

D’aprés un théoréme d’intégration terme & terme, f est intégrable sur ]0,+ool, la série numérique de terme général

1
J fn(x) dx, n € N*, converge et
0

On a montré que

n®4 : C(C’est presque le méme exercice que le n° 3. Pour tout réel x > 0,

+o00
X 2xe ™ -2 —(2n+1)
dx 7 e e Ze =) eI

puis avec la méme démarche que dans ’exercice précédent

+o00 x 100 o0 (2nt1) too 2 +o00 +oo zr(z)
X ax = xe @ gy = S 2 gy =y 2
J shx ZJ xe x= Z (2n+1)2 JO et du=) 2n+1)2

0 n=0 0 n=0
“+o0 2 2
1 1\ s
:2 D ——— = 1—— _ = —
> mo (1) 5%

n®5 : Ici, le plus simple est peut-étre de ne pas utiliser de théoréme d’intégration terme a terme. La fonction f : x —

Inx , 1 . o
T2 est continue sur ]0, 1]. De plus, quand x tend vers 0, f(x) o Inx L. © <W> . On en déduit que f est intégrable
sur 10, 1].

Soit n € N.

(_] )n-H X2n—0—2 Inx

nx i(—nkx2k Inx +
B 14+x2

2
1+ x =

Maintenant, chacune des fonctions fr, : x — (=1)*x?*Inx, 0 < k < n, est intégrable sur ]0,1] car continue sur 10, 1]
o 1 ) ) ) (7])n+1X2n+2 Inx
et négligeable devant — quand x tend vers 0. On en déduit encore que la fonction g, : x — est

VX 1+x?

n
intégrable sur ]0,1] car g, = f — Z fi. On a donc
k=0

n

1 1
Inx ”
VnEN,J T2 dx = E (—1) J

k=0 0

1 (_] )n-H x2n+2 1 x
dx.

2k
X lnxdx+J'o 132

xInx
La fonction h : x —

dx est continue sur 0, 1] et prolongeable par continuité en 0. On en déduit que la fonction h

1+ x2
est bornée sur ]0, 1]. Soit M un majorant de la fonction |h| sur ]0, 1]. Pour tout entier naturel n, on a alors
1T/ 1yn+1y2n+2 1 1
J' ( ]) X . Inx dx <J in Lnxz dngJ XZn dx = M .
0 T+x 0 T+x 0 2n+1
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1

dx = 0. Ceci montre que la série numérique de terme général (—1)* J x**Inx dx,
0

1
—1 n+1x2n+21 X
En particulier, lim J' (=D 5 -
n—+oo |, 14+ x

k € N, converge et que

1 +o0 1
Inx
—— dx = —1 kJ x?* Inx dx.
JO 1 + Xz ];)( ) 0
XZn—H
Soient n € N et € €]0, 1[. Les deux fonctions x — P et x — Inx sont de classe C' sur le segment [e, 1]. On peut donc
effectuer une intégration par parties et on obtient
1 2n+1 1 1 2n+1
n x 1 2n € 1 2n+1
Inx dx = 1 — dx = — Ine — ——(1— .
LX nx dx {2n+1 nx]e 2n+1J'EX X ST e (2T1+U2( € )
1
Quand ¢ tend vers 0, on obtient L x*"Inx dx = fm. Par suite,

1 +o00
Inx (-1 x
L T+ 2 de==) n+l &4
n=0

Vérifions maintenant I'intégrabilité de la fonction f sur ]0, +ool. La fonction f est continue sur ]0, +ool et on sait déja que

Inx

1
f est intégrable sur ]0, 1]. De plus, x3/%f(x) — Oetdoncf(x) = o <3—/2) Ceci montre que la fonction
X

X— 400 % xX— +00 xX— 400
f est intégrable sur [1,+o0o[ et finalement sur ]0, +ool.

+00

Pour calculer I = J Inx

T2 dx, la méthode précédente ne marche plus du tout car pour x > 1, x™ tend vers 400 quand
0 X

1
n tend vers +o0o. C’est une toute autre idée qui permet d’aller au bout. On pose u = — et on obtient
X

1
1n<—)
+o00 0 o +o0
I:J' Inx dx—J' u y du _J Inu du— 1,

1+ x2 1 u? 1+ u?
0 00 0
too 1 4 "l
et donc I =0.
] +o00
n°6 : 1) Soit x € [0,1[. Pour tout réel t de [0,x], on a T Z t". Maintenant, pour tout réel t € [0,x] et tout
n=0

entier naturel n, on a [t|™ < x™. Puisque la série numérique de terme général x™ converge, on en déduit que la série de
fonctions de terme général t — t™ converge normalement et donc uniformément sur le segment [0, x]. D’aprés le théoréme
d’intégration terme & terme sur un segment, on peut affirmer que

x +00 nx +00 T +00 X"
—In(1l—x)=| — dt= th dt = = —.
Al —x) L]—td ZJO d Zn+1 n
n=0 n=0 n=1
vte [0, 1, —In(1 —1t) =
2) Par suite, pour t €]0, 11,
(-t <&t 'nt
t N n
n=I1
In(t)In(1 —t t"Tnt
Pour t €]0, 1[, posons f(t) = % puis pour t €]0,1] et n € N*, posons f(t) = an.
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1
Soit n € N*. La fonction f,, est continue sur |0, 1] et négligeable devant ﬁ quand t tend vers 0. La fonction f,, est donc
1
intégrable sur ]0, 1]. En particulier, la fonction f,, est donc intégrable sur ]0, 1[. Calculons alors J fa(t) dt.
0
n

Soit a €]0, 1[. Les deux fonctions t — — et t — —Int sont de classe C' sur le segment [a, 1]. On peut donc effectuer une

intégration par parties et on obtient

1 1 1
thInt 1 n 1
J (= Int) dt = [— - ] +—J e =2 na+—2(1—a“).
a n |, nj, n n

1 ! 1
—t" Tt dt = — et donc J fn(t) dt = —. Puisque la fonction fy, est positive sur
n 0 n

1

Quand a tend vers 0, on obtient J

0
1

1
1
10, 1[, on a encore J [T (t)] dt = = On en déduit que la série numérique de terme général J [f.(t)| dt converge.
0 0

En résumé,
e chaque fonction f,, est continue par morceaux et intégrable sur ]0, 1],
e la séries de fonctions de terme général f,, n € N*| converge simplement vers la fonction f sur ]0, 1] et la fonction f

est continue sur ]0, 1],
+o00

1
. Z J [fn(t)] dt < +oo.

n=1

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme,

1 +00 1 -1 +o0
In(t)In(1 —1t) B J' —t"" 'Int . 1
L 3 dt—nZ:] — dt_;n3.

t

cos(xt)
cht

1
<t2> On en déduit que la fonction f est intégrable sur [0, +-ool.

est continue sur [0, +oo[. De plus, pour tout

n°® 7 : Existence de l’intégrale. Soit x € R. La fonction f : t
2

. - 1
réel positif t, [f(t)] < It et donc [f(t)] e ot T O

+00
Pour tout réel x, J' cos(xt) dt existe.
0 cht
Lo . n+1
Convergence de la série. Soit x € R. Pour n € N, posons uy (x) = m Pour n € N,
() — a1 (x) = n+1 B n+3 C(2n4+D)((2n+3)2 +x2) — (2n+3)((2n + 1)2 +x?)
" YT )22 (2n+3)2+x2 (Zn+ 112 +x3)((2n+3)2 +x2)

B 2(2n+1)(2n+3) —
C(2n 412+ x2)((2n+3)2 +x2)

Puisque le numérateur de cette derniére expression tend vers +oco quand n tend vers +oo, cette expression est positive
pour n grand. On en déduit que la suite (un(x)) décroit a partir d’un certain rang. D’autre part, lirf un(x) =0.
mn— +00

On en déduit que la série de terme général (—1)™u, (x) converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.

2n+1
2n+1)2 +x2

n

Pour tout réel x, la série de terme général (—1) converge.

Egalité de l’intégrale et de la somme de la série. Soit n € N. Pour t €]0, +oco[, on a e~ €]0, 1] et donc

_— mn —
cos(xt) _ 2cos(xt)et — 2cos(xt)e Z Jke-2kt 4 (L cos(xt)e(2n+3)t
cht 1+4e2t ~ T+ e 2t
n —
Z COS Xt —(2k+1)t + (_”n+1 COS(Xt)e (2n+3)t
k=0 T+e 2t
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—(2k+1)t

Maintenant, pour chaque k € N, la fonction t — cos(xt)e est intégrable sur [0, +oo[ car continue sur [0, +oo[

6ol 1 e . , cos(xt)e~ (2n+3t
et négligeable devant z quand t tend vers +oco. On en déduit encore que la fonction t — (—1)"" Tre est
intégrable sur [0, +oo[ puis que

+o0 COS B +00 COS(Xt)e—(ZTH—.%)t
vn e N, J d =2 Z J cos(xt)e” (ZKFDE gt 4 (—1)nH! J S dt.
0 0
+o0 S(xt)e— (2n+3)t +o0 1 t)e—(2n+3)t
Ensuite, J' (=1 cos(xt)e dt| < J' eIt gt = —— et donc lim (—1)™F! cos(xt)e dt =
0 1+e 2t 0 n+3 n— +oo 14 e 2t
0 puis
+ cos(xt) & Feo Tt
J dt=2) (—1)"J cos(xt)e” MUt gt
0 cht 0
n=0
Soit n € N.
+o0 +oo
J COS(Xt) —(2n+1)t dt _ Re ( 1Xt —(2n+1)t dt) — Re (J 6(7(2n+1)+ix)t dt>
0 0
—(2n+1)4ix)t 7T 1 (= (2nt1) i)t
= =R (1= 4 —(2n ix
2Tl+1 +1x} e<(2n+1)—ix< o © ))
(car ‘e(—(2n+1)+ix)t e-(2ntlit )
2n—|—1 ) —ix n— 400
n+1+1ix 2n+1
(2n+1)2 +x2 (2n+1)2+x2'
On a enfin montré que
% cos(x 2n+1
dt =2 e
L Z (2n+1)2 +x?
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