Planche n® 10. Séries entiéres. Intégrales multiples.

Corrigé

n°1: 1) Soit z#0. Pour n > e'//? ona |z/Inn > 1 et donc la suite ((Inn)™z") ne tend pas vers 0 quand n tend vers
+o00. Ainsi, pour tout nombre complexe non nul z, la série proposée diverge grossiérement.

1
2) Soit z # 0. Pour n > R on a |z[ly/n > 1 et donc la suite ((/n)"z") ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oco. Pour
z

tout nombre complexe non nul z, la série proposée diverge grossiérement.

3) D’aprés la formule de STIRLING

n 2
(In(n!))2 ~w]n2((%) 2ﬂn)::<(n,F%)lnn——n%lnh/bﬂ) < n2h?n

n—+ n— +o0

La série entiére proposée a méme rayon de convergence que la série entiére associée a la suite (n? In? n). Comme
Mm+1)2*(n+1)

lim 5 =1, la régle de d’ALEMBERT permet d’affirmer que
n— +oo le ln n
R=1.
4)

1 1 1 1 1 1
4 — — — = 4 e e = e
n*In (2 (cthrcosn))) NI In (1 +24n4 +o(n4)) T 24+o(1).

1 1 | " 1/24
Donc [ = [ ch — + cos — ~ el/2% gt
2 n n n— +oo

R=1
Cn+1
5) Pour n € N*, posons a,, = (nf%
anH_(Zn—I—Z)!>< nl? y n" C(2n42)2n+ T ><4n-i—2>< ]+1 o
an  (2n) M+N2 " M+ (n+1)2M+1) T n+1 7 n+l n
4
n— +oo ne'
et donc lim Gnt1 | _ 0. D’aprés la régle de d’ALEMBERT,
n— +o00 an

R = +o0.

6) On a vu que In(n!) ~ nlnn. Donc la série entiére proposée a méme rayon de convergence que la série entiére
n

— 400
R . (nlnn)® .
associée a la suite —w ) Puis
n!

(m+1)Inm+1)/(n+1)P° 1
(nlnn)a/n!b n—+oo Mb

et donc, d’aprés la régle de d’ALEMBERT
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sib>0,R=+400,sib=0,R=1etsib<0, R=0.

7) Si a =0, R =+00. On suppose a # 0.

. a™ ayn b

eSib > 1, W T1~>N+oo (E) et donc R = a
a” a”

a1+bnj76tR:a.

eSi0<hb<] —* — < a"etR=—a
14+b" no+oo

eSib=1

Dans tous les cas

R— Max(1,Db)

sia>0et R=+o00sia=0.

n°2: 1) Larégle de I’ ALEMBERT montre que la série proposée a un rayon de convergence égal a 1.

+o00

1ére solution. Pour x €] — 1, 1], on pose f(x) = Z ﬁxn. f est dérivable sur | — 1,1[ et pour x dans | — 1, 1],

n=2

Puis, pour x €] — 1, 1], f(x) = f(0) +J' f'(t)dt = (1 —x)In(1 —x) + x.

i%:—ln1—x)

o —xIn(1—x)+1In(1 —x) + x.

=—xIn(T—x)+In(1 —x)

+ x.

2) La régle de d’ALEMBERT montre que la série proposée a un rayon égal a 1. Pour x €] — 1, T[\{0}

X
n+2
n=0

=3 fx“fo L =3 szfﬁ =3 L—I—i(x—i-lﬂfx))
o — —nit2 T 1 =x in:zn T\ =x  x? .

8

vx €] —1,1],

n=0 051x:0

G

+ 2 —(x+1n(1 x))) six €] —1,1[\{0}

3) La régle de ’ALEMBERT montre que la série proposée a un rayon égal a 1.

e Soit x €]0, 1.

argth(y/x)
X

e Soit x €] —1,0[.

+00 X" +o0 (—X)n
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+oo X _+oo (\/z)zn
T;ZnJr]_T;ZnJH \/_Z

> n+1 :é(_”nZn—H /=

(\/—)Zn—H
n+1

+00
2 (=
n=0

1

= —=(In(1+ vx) = In(1 — v/x))

VX
n (\/—_X)zn+1 Arctan(y/—x)
n+1 V—x
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argth(y/x)
n X
VXG]*]J[,Z X = 1six=0
n=0 Arctan(y/—x)
—

six €]0,1]

six €] —1,0[

e Six >0,

5) Immédiatement R = +oco et

(cosx + chx).

em 1 11
6) chn ~ — et donc R= —. Pour x dans |——, — |,
2 e e e

n— +oo

1 o) 11 1 1 2(“2)"
no__ n _ — e
> (chn)x =5 > (ex) +Z(e) i i 27 ( 1)
n=0 n=0 n=0 P x2—led+—-x+1
e
B 1—xchl
- x2—2xch1+1°
1T—xchl
- x2—2xch1+1°
+oo +oo .
7) La série proposée est le produit de CAUCHY des séries entiéres Z x™ et Z o qui sont toutes deux de rayon 1. Donc
n=0 n=1

n
R > 1. Mais d’autre part, pour tout entier naturel non nul n, a,, = Z X > 1 et R < 1. Finalement R = 1. De plus, pour
k=1

x dans ] — 1,1[, f(x) = 3 lx x —In(T —x) :m)((]%])(),
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8) La régle de ’ALEMBERT montre que le rayon de convergence est égal a +o0.

, o 4+dn—-1 nd4mr43in-—-1
Pour n entier naturel donné, = puis
n!(n+2) (m+2)!

nHsm?+3n—T=m+2)n+In+2n°4+n—-T=m+2)n+1)n+2Mm+2)n+1)—=5n—-5
=M+2)n+In+2n+2)n+1)—-5n+2)+5

Donc, pour tout réel x,

+oo +oo 1

L m+2)n+1)n Mm+2)n+1) n+2
R 2 “f5 " ym 5 - “'
g (n+2)! . Z (n+2)! T2l T;)(nqLZ)!X + T;(nwLZ)!X

1
Ensuite (0) = —3 et pour x # 0,

+oo +oo 1 1

X +ZZ—X — Zﬁx +5 T\.+2) x"

_ _1_ Ix2 _
:xeX+ZeX—5 X]+56 1 x _e eX(x3 + 2x? 5x+5) 5.

x?2 x2

eX(x3 + 2x? —5x +5) — 5%

six € R*

1 . too x2k+1 too
9) Pour n € N*| H <an=n"1" <n et donc R=1. Pour x dans | — 1, 1[, f(x )* 2k+1 +Z (2k)x 2K Puis
18 4)n In(1 + x4
10) R =1. Pour x réel non nul dans | — 1,1, f(x) = —— 2(71)“*1 ) =— n(d+x7) et sinon f(0) = 0.
X n 4x

1

11) La régle de d’ALEMBERT fournit R = 7

11
. P dans |—=, =
our x anb] 2,2[,

+o0 +oo
Z(n2+1)z“+‘x“=z(Z(n+2)(n+1 3Zn+1 )(2x)™ +zZ (2x) )

n=0 n=0
1
= +f(zx)“ -3 fZX +2ZZX o3 2 1
1—2x (1—2x)2 (1 —2x)3
n=0 n=0
722(1 —2x)2 —6(1—2x)+8 728X —|—4x
N (1 —2x)3 ST (1 =2x)3
12) Pour x = 1, la suite ((—1)"*"nx?"*1) n’est pas bornée et donc R > 1. Mais la série converge si |x| < 1 et R < 1.

Finalement R = 1.

Pour x dans ] — 1, 1],

(© Jean-Louis Rouget, 2010. Tous droits réservés. 4 http ://www.maths-france.fr



+o00 +o00
ZE:(_J)n+1nX2n+1 % < ( ])n+1(2nf%2 2n+1 2@21 n+1 2n+1>
n=0 n=0
1 - n+1,_2n+2 2\n 1 —x2 ' 2x
_Z<QJ(” +hZ:ﬂ) 2 \\T+x2 T+x2
x(1+x%)—x3 X x3

14 x2)2 +1+#_1+#V

+o0
vx el =11 ) (=) =

n=0

13) 1ére solution. Les racines de I’équation caractéristique z= —z—1 =0 sont & = et B = . On sait qu’il

5 145 1-5
2

existe deux nombres réels A et p tels que pour tout entier naturel n,

o (1 +2\/§> +u<] 2\/§>

Les égalités n = 0 et n = 1 fournissent

1 1
A#’H::] A%’P-Z A= z <1ﬁ-:7§> A——;}E] +évg
145, 15 S L ® 1 IR 1145
2 2 *T V5 “:z(“ﬁ) T2

+1 +1

, , 1 (1+v5\ 1 [1=V5)

Finalement, pour tout entier naturel n, a,, = — —— | — .
V5 2 V5 2

+

n+1
" . . y : 1+V5 —V5 ,
Les séries entiéres respectivement associées aux suites 5 et 7 ont pour rayons respectifs
1 V5 -1 1 V5 +1 ) - - )
= et = . Ces rayons étant distincts, la série proposée a pour rayon
(1+5)/2 2 (1-+5)/2 2
R — Min \/§f1,\/§+1 :\/34.
2 2 2

V-1 V51
Pour x dans |— > ,ona

i o B a—p |
Zanx \/—ZO‘X g (1—00( 1—[3x>_ V5 " aBx? — (ot BIx + 1

17x7x2

2éme solution. Supposons a priori le rayon R de la série proposée strictement positif. Pour x dans | — R, R[, on a

+o00 +o00 +o00

flx)=1+x+ Z anx" =14 x+ Z Anpox™ 2 =14 x+ Z(an+1 + an )x"t?
n=2 n=0 n=0
+oo +oo
=T+x+x Z x4 X2 Z anx™ (les deux séries ont méme rayon)
n=0 n=0

=T4x+x(f(x) = 1) 4+ x*f(x).

1

Donc, nécessairement Vx €] — R, R[, f(x) = ———.
T—x—x
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Réciproquement, la fraction rationnelle ci-dessus n’admet pas 0 pour pole et est donc développable en série entiére. Le rayon

5 _ ] +o00
\/_2 . Notons Z bax™ ce

de convergence de la série obtenue est le minimum des modules des poles de f & savoir R =

n=0
+o00 “+o0
développement. Pour tout x de ]—R,R[, on a <Z bnx"> (1—x—x?) =1 et donc Z bnxnfz bax™t! —Z bax™t2 =
+o00 “+o0 n:J?oo
ce qui s’écrit encore Z bax™ — Z bn_1Xn — Z bn_2x™ = 1. Finalement
n=0 n=1 n=2
+o00
¥x €] = R,R[ bo + (b1 —bo)x+ ) (bn—bp 1 —by o)x" =1.
n=2

Par unicité des coeflicients d’un développement en série entiére, on a alors bg =b; =1letVYn >2 b, =by_1+bn—2.
On en déduit alors par récurrence que Yn € N, b,, = a,.

Vxe] V5 - 1\/—][30070( !

2 T—x—x2

Remarque. En généralisant le travail précédent, on peut montrer que les suites associées aux développements en série
entiére des fractions rationnelles sont justement les suites vérifiant des relations de récurrence linéaire.

14) Pour tout entier naturel n, 1 < an <+ 1. Donc R=1.

On remarque que pour tout entier naturel n, a,, = Z 1. La série entiére proposée est donc le produit de CAUCHY des
k+51=n
+00 +00
séries Z x* et Z x°'. Pour x dans | — 1, 1[, on a donc
k=0 1=0

-ﬁ-ook +o0 5t 1 1
(&) (57)

Remarque. De combien de fagons peut -on payer 100 euros avec des piéces de 1, 2, 5, 10, 20 et 50 centimes d’euros, des
piéces de 1 et 2 euros et des billets de 10 et 20 euros? Soit N le nombre de solutions. N est le nombre de solutions en
nombres entiers a,b,... de 'équation

a-+2b+5c¢+10d + 20e + 50f + 100g + 200h + 500k + 10001 + 2000j = 10000

et est donc le coefficient de x'°°°° du développement en série entiére de

1
(1T—x)(1=x2)(T—=x3)(1 — x19) (1T —x20)(1 — x50) (1 — x100) (1 — x200) (1 — x500)(T — x1000)(] — x2000)’
La remarque est néanmoins anecdotique et il semble bien préférable de dénombrer & la main le nombre de solutions. Les

n° 19 et 20 de cette planche fontt bien mieux comprendre a quel point les séries entiéres sont un outil intéressant pour les
dénombrements.

n°® 3 : Dans chaque question, on note f la fonction considérée.

1) f est développable en série entiére a l'origine en tant que fraction rationelle n’admettant pas 0 pour pole. Le rayon du
développement est le minimum des modules des poles de f a savoir 1. Pour x dans ] — 1, 1],

1 1 1 1 x™ 1 "
f(x):x—17x—2:1—x7 ZX 2ZZ“_Z<1W)X'

]75 n=0

2) f est développable en série entiére a 'origine en tant que fraction rationelle n’admettant pas 0 pour pole.
ler cas. Si [t| < 1, soit @ = Arccost. On a donc 0 €]0,7t[ et t = cos(0). Pour tout réel x, on a
x? = 2tx+1=%x2 —2xcos(0) + 1 = (x — e'®)(x — e 10),

avec €' #£ e 9 Les poles sont de modules 1 et le rayon du développement est donc égal a 1. Pour x dans ] — 1, 1],

1 1 1 o e N et
—2xcos(8) +1 2isin(6) x—e® x—e 10 ) 2isin(0) 1—xe 1 1 —xeib

ci® Z ein®yn _ ,—io Jio e-inoyn | _ f sin((n + 1)9)Xn
21s1n — a - sin © ’

n=
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_ < sin((n+1)0)

- x™ ot O = Arccos't.
sin ©

wtel— 1,10 vx el = 1,1, —
X

2éme cas. Sl t > 1, on peut poser t = ch(0) ou 0 est un certain réel positif ou nul. Plus précisément, 6 = argcht =
In(t ++vt2 —1) €0, +oo [. Pour tout réel x, on a

x2 —2tx +1=x?—2xch(8) +1=(x—e%)(x — e 9),

1
0 -0 . N -0 .
avec e e Y. Le minimum des modules des poles de fest e = ————— =t —+/t2 — 1. Le rayon du développement
# p PRy Vv y PP
est donc R =1t — v/t2 — 1. Pour x €] — R, R|,

1 1 1 1 1 et® N e®
—2xch(@)+1 2sh(@) \x—e® x—e©/) 2sh(0) 1—xe %  1—xed

o 0 nmom -8 —mon _+Oo sh((n+1)0)
= 55h() <e T;)e x" —e T;)e X _Zishe x™.

n=0

3éme cas. Si t < —1, on applique ce qui précéde a —t et —

4éme cas. Sit =1, pour x €] — 1, 1],

LN — - /—f(nﬂ)xn
—2xt+1 (1—-x2 \1—-x/)

n=0
1 +oo
Si t = —1, en remplagant x par —x, on obtient pour x €] — 1, 1], I = nZ:O(*Uﬂ(n + 1)x™

3) Pour tout réel x, x* —5x + 6 = (x — 2)(x — 3) et donc si x < 2, x> —5x + 6 > 0. Pour x €] —2,2],

In(x? — 5% + 6) :1n(2—x)+1n(3—x)zln(6)+1n(1 —%) +ln(1 —g),

et puisque pour x dans | — 2, 2], ; et g sont dans ] —1,1],

“+o00
T 1\ x"
In(x? = 5x +6) =In(6) — ) (—n + —n) -,
— 2 3 n

et en particulier la fonction f est développable en série entiére et le rayon du développement est 2 clairement.

4) Si cosa = 0, la fonction f est définie et dérivable sur 2 = R et si cosa # 0, f est définie et dérivable sur 2 =

}—oo, ] [U} ! ,+oo[.Pourx€@,
cos a cos a

f'(x) =sina x ! X ! = sina
N (1 —xcosa)? ] ( xsin a )2 - x2—2xcosa+ 1
+

1—xcosa

D’aprés 2), la fonction f’ est dans tous les cas développable en série entiére, le rayon du développement est 1 et pour x
dans ] —1,1][

& la
Z sin((n + )Xn'

sin a

On sait alors que la fonction f est développable en série entiére, que le développement a méme rayon de convergence et
s’obtient en intégrant terme & terme. Donc pour x dans ] — 1,1,

x +o0 .
f(x) = £(0) +J f(t) dt = Z Mxnﬂ_

0 sin a

n=0

5) La fonction f est développable en série entiére en tant que fraction rationnelle n’admettant pas 0 pour poéle. Le rayon
est le minimum des modules des poéles de f a savoir 1.
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1 _i Ak
(x—1)(x—2)...(x—p) _k:1 x—k

k
= (—1)1’*“5@;. Par suite, pour x dans | —1,1]

(k=Dlp—K)!
L P 400
k 1 1 )p X
= —k T Ck k+1 0k
- fr e (- S (£5)
k=1 X k=1 n=0
( ) f <i JeH Ck)
6) La fonction f est deux fois dérivable sur | — 1, 1[ et pour x dans | — 1, 1[, f'(x) = 27] > Arcsin x puis
—X
1 ) 2 X 2

F06) = g gy Aresinx k7 g = T+

Donc, pour x dans ] — 1, 1],
(1—=x2)f"(x) —xf'(x) =2 (1) et f(0)=f(0)=0 (2).

On admettra que ces égalités déterminent la fonction f de maniére unique.
+o00

Soit Z anx™ une série entiére de rayon R supposé a priori strictement positif. Pour x €] —R, R[, on pose g(x Z Anx™
n=0
+00
g est solution de (1) sur ] — R,R[ & Vx €] — R, R], (1—x2)Zn( —Danx™ —xZnanx =
n=2

4
& Vx €] — R, R, Z nmn—1ayx"2— Z nn—"1ax™+ Znanxn =

& Vx €] — R, R, Z nn—1ax"2— Z nZanx" =

+o00
& Vx €] — R, R, Z(n—i—Z)(n—H Ang2x™ Zn anx™
n=0
+o00
&Vx el =RR[ D (n+2)(n+1)aniz —nlan)x™ =2
n=0
n2
Sa=letVneN* an 2= man (par unicité des coefficients d'un DES).
En résumé, la fonction g est solution de (1) et (2) sur ] —R, R[ si et seulement si ag =a; =0etay; =letVn e N* a2 =
2
n
- - 3 ;
mrmy o () puls
(2n—2) x ... x4 ><2)2
) x (2n—1)...x4x32

22n—1 ((n_ ”!)2

BYevneN, ajne1 =0etap =0, az=1letVn>2, ay =

Sap=0etVneN, ayny1 =0etVn e N* ay, =

(2n)!
En résumé, sous I'hypothése R > 0, la fonction g est solution de (1) et (2) sur | — R, R[ si et seulement si ¥x €] — R, R,
+oo —
22n 1 5
o) = Y
n=1 nZCTzln

Réciproquement, calculons le rayon de la série entiére précédente. Pour x réel non nul,

22n+1 (n!)2X2n+2 y (21’1)! _ 4X2T1.2 . XZ
(2n +2)! 22n=1((n —1)1)2x2n 2n+2)(2n+1 no+oo

D’apreés la régle de d’ALEMBERT, la série proposée converge absolument pour x| < 1 et diverge grossiérement pour [x| > 1.
Le rayon de la série proposée est donc 1 > 0 ce qui valide les calculs précédents.
Par unicité de la solution de (1) et (2) sur | —1,1[, f est développable en série entiére et
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+oo 22n71

Vx 6]7])][7 ArCSiHZX: Z @X

2n

n=I1

too 4n
7) Pour tout réel x, cos(x?) = Z (—1 )“ﬁ (le rayon est infini). On sait alors que la fonction f est développable en série
n=0 ’

entiére, que le rayon du développement est encore infini et que 'on peut intégrer terme & terme pour obtenir (en tenant

compte de f(0) =0)

X4n+]

dn+1) x (2n)!”

8) Les zéros du polynéme t* + t> + 1 sont j, j%, —j et —j2. Donc la fonction t — e est développable en série
entiére en tant que fraction rationnelle n’admettant pas zéro pour pole et que le rayon de la série obtenue est 1. Puis pour

tdans]—1,1[,

1 1— tz +o00 +o0 +o00
Trwran ik s (=13 ) =) =y 2 =12t B p 2t
n=0 =0 n=0
. 1 . . 1 .
La fonction t — m est continue sur | — 00,0] et négligeable devant z quand t tend vers —oo. La fonction

1
t — —————— est donc intégrable sur | — o0, 0].
P4 & ] ]
Par intégration terme a terme licite, on obtient pour x dans | — 1,1],

0 x 0 too ton+1 ton+3
f(x) = ———— dt ———— dt = ————dt — ).
) J,oot4+t2+1 +Jo 4+ t2 41 J,OO th4+t2+1 +T;)(6n+1 6n+3)

1

———— dt. Par parité et réalité,
o P21 P

0
Calcul de I = J

1 _a n a a a
Y2+l t—j t—j2 t+j§ t+j2

avec a ! ! 2+j2 1-J Pui
V = = = = . uis
43 +25  22+5)  22+5)2+52) 6
1 11— 1—32 11— 11—\ 1/ 3t+3  —3t+3
t+t2+1 6 \t—j t—j? t+j t+j2) 6 \t2+t+1 t2—t+1
1 2t+1 N 1 -1 N 1
CANE T Pt 22—t 2t
RN i 1 -1 1
0 2 2 12 2
41 t2+t+1 t+l 2+ @ t t+1 t_l 2+ @
2 2 2 2
Par suite,

0 2 0
1 1 tc+t+1 2 2t +1 2t —1 1 m 7
_— t:—l _—_— _— A t‘ A t‘ = — —_ —_
Lotutz“d 4[n<t2—t+1)+¢§( retan =7 Arctan =7 ﬂ_m 2¢§<2+2

En résumé,

x 1 +oo pon+1 ton+3
waq,u,f m < )
- n=0

t = -
Frer T 2 e s
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9) f est développable en série entiére sur R en tant que produit de fonctions développables en série entiére sur R. Pour x
réel,

+oo n
cosxchx:%( (x4 e(T=1x 4 o(=T+1x 4 of ]i)x)—%;(U‘l—i)n‘f‘(]i)“"‘(]"’i)n‘f‘(]i)n));_!
] > . . ) . n
_ Z Z ((\/zelﬂ/4)n + (\/26—171/4)11 + (\/263171/4)11 + (\/26—3171/4)71) %
n=0 '
1 < Nol nm 3n\ x" < n7m nmy x"
=3 2 (eos () oo (7 ) ) 5 = zg eos () eos ()
18 P 2k x* x4k
— 2)2P (1P SR _ _1)kp2k-2
7 2 VTN COS(Z) 2p)! 4Z COS( 2 )(4k)! 2 (=1 (4k)!
p=0 k=0
f Ky2k—2 X*€
Vx € R, cosxchx = (—1)<2
= (4K)!
+oo n
n°4 : Pour x réel non nul, f(x) = Z (—1 )nxi ce qui reste vrai pour x = 0. La fonction f est donc développable
— (Zn+1)!

en série entiére sur R et en particulier, la fonction f est de classe C® sur R.

n°®5 : Soit R > 0. Notons Dy le disque fermé de centre 0 et de rayon R. Soient z € Dg et n un entier naturel.
Pr(z)l = e* — (e* — Pn(2))| > |e* — le* — Pn(2)] > e R —[e* — P (2)l.

On sait que la suite de polynémes (Py Jnen converge uniformément vers la fonction exponentielle sur Dg.Donc il existe un

1 1
entier ny tel que pour tout z € Dy et tout entier n > nyg, [e? — Py (z)] < < 5e “R. Pourn > mngetz e Dg, [Pa(z)] > ze R>0

N

et P, ne s’annule pas dans Dg.

+00 +o0o (o]

n® 6 : On cherche une série entiére Z b x™ de rayon R strictement positif telle que <Z anxn> <Z b’én) =1 pour
n=0

x élément d’un certain intervalle ouvert non vide de centre O.

n=0

(lobo =1

apob1 +ajbg =0
apbz +aiby +azby =0

Cette égalité impose a la suite (by,) de vérifier le systéme d’équations :

aobn +a1bn 14+ ...+ an_1by +anbo =1

1) Montrons par récurrence que ¥n € N, by, existe et est unique.
e Puisque ap =1, apbg =1 & by = 1. Ceci montre 'existence et 'unicité de by.
e Soit n € N. Supposons avoir démontré 'existence et I'unicité de by, by, ..., by.
Alors apbny1 +a1bn+...+anbi +an1ibo=0& by = —aibn — ... —anby — anr1bp. Ceci montre 'existence
et I'unicité de byyq.

On a montré par récurrence que la suite (b ) existe et est unique.
2) Il faut alors vérifier que la série entiére associée a la suite (by)nen a un rayon de convergence strictement positif .
Soit R > 0 le rayon de la série associée a la suite (an)nen et soit T un réel tel que 0 < r < R.

On sait que la suite (anT™)nen est bornée et il existe M > 0 tel que pour tout entier naturel n, |an| <

. M M M M MM+1 .
bo=1pulS|b1|=|—Cl1bo|<TplllS|b2\=|—azbo—Cl1b1| Sotox o= %Pms
M M M M MM+1) MM?+2M+1) M(M+1)?
Ibs| =] —aszbo —abr —a1b2| < 5+ X+ — % (2 ) _ M 5 ) M 5 ).
2 T T T
M(M—H)“*‘

Montrons alors par récurrence que ¥n € N*, by, | < p—
e C’est vrai pour n = 1.
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M(M + 1)kT

e Soit . > 1, supposons que Vk € [1,n], [by| < S—x Alors
M MM +1 M
o1 <~ @i bol 1~ @il o+~ arbal < +Z S L, (i
M - M M+1m™—1 MM + 1)
= e <]+MZ(M+” )Z ) <]+M(M—|—1)1 - i+l
k=1

) ) . MM +1)" - ,
On a montré par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, |b,| < T En particulier , le rayon R

.
de la série entiére associée a la suite (bn)nen vérifie R7 > M3 > 0. Ceci valide les calculs initiaux sur | — p, p[ o
p = Min(R,R’) > 0 et donc 'inverse d’une fonction f développable en série entiére a 'origine et telle que f(0) # 0 est

développable en série entiére a 'origine.

n°7: OnadéjavuqueW, ~ ,/ % et la régle de d’ALEMBERT fournit R = 1. Soit x €] — 1, 1[.

n— +oo
Pour tout t € |0, = | et tout entier naturel n, [x™ cos™ t| < |x|™. Comme la série numérique de terme général [x|™, n € N,
converge, la série de fonctions de terme général t — x™cos™t est normalement et donc uniformément convergente sur le

s
segment [O, z} D’apres le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment,

+00 +o0 /2 /2 [+ /2 1
Wax™ = an cos"t dt = J E x"Mcos™t | dt = J — dt
0 oy o T1—xcost

n=0 n=0
! 1 2du t
= ) SRR S (en posant u = tan 7 )
1o x—
1+u?
1
1
—ZJ ! du=2x ! X ! Arctan
o (T x)u2 + (1 —x) B 14+x 1T—x 1—x
14+ x 14+ x 0
—— Arctan ]+X.
1—x2 1—x

1 1 nm
n° 8 : Pour tout entier naturel non nul, |a,| < — et donc R > 1. Mais si x > 1, la suite (— cos <T) x") n’est pas
n n
n>l

bornée comme on le voit en considérant la suite extraite des termes d’indices multiples de 3 et donc R = 1. Pour x dans
+00 . \n
X
]—1,1[, f(x) =Re <Z (%) ) Le probléme est alors de ne pouvoir écrire — In(1 — jx). Il faut s’y prendre autrement.
n

n=1

f est donc dérivable sur ] — 1,1[ et pour x dans | — 1;1],

+oo . . .
2n j i(1—3%x) 1 2x+1
f/ — nyn—=14 _ = —_ | =
() ZC°S< 3 ) Re<z) ) Re<1—jx> Re<x2+x+1 2X2 4y x+1

n=1

1
Par suite, pour x €] — 1, 1[, f(x) = f(0) +J' f/(t) dt = —3 In(x? +x+1).

+o0
Vx €] —1,1], T; 1Hcos <2TLT7T> x“:—%ln(xz—i-x—l—]).
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n°9 : Le rayon de la série considérée est égal 1. Soit x €] — 1, 1[.

1T/ 1 1
f(x)_zn_o(2n1_2n+1> - <]+ZZn ZZn—H)

e Si x est dans ]0, 1],

1 "
Maintenant, la somme est en fait définie sur [—1,1] car les séries numériques de termes généraux e et 4(712 ) ]

convergent. Vérifions que la somme est continue sur [—1,1].
x™ - 1

dn2 —1| " 4n2 —

entiére considérée converge donc normalement sur [—1,1]. On en déduit que cette somme est continue sur [—1, 1]. Donc

Pour x dans [—1,1] et n € N*,

] qui est le terme général d’une série numérique convergente. La série

v . o
T;mzf(ﬂzllmf(x)—llrr%z( ( —\/—_)ln(1+\/_) \/—1+\/_1—\/_1n(1—\/_)>

x—1 x—
x<1 x<1
1
2
P " 1 1 1 1
Remarque. )_ g7y = nklfm< 2 (e~ m)) = Jim (3 (51 gy = g e o
pique).
On a aussi

+o00
) LV o i
y— —f(f1)—xlin3]f(x)—xlilzl1z 1 Vi X+\/TX Arctan(v/—x)
=0 x>—1 x>—1
1 42
—z( 1—2Arctanl) 1

n® 10 : Pour tout entier naturel n, |an| >

1
Z et donc la série proposée ne converge pas absolument.
n

Pour tout entier naturel n,

1 1 1o g 1 1 1 1 1
wn| — ‘un+1| - - X
T aktT 34 4k+1 I+l m+3)4ak+] m+3 0 An+s

2 1 1 1 1
- 2n+1)(2n + 3) = 4K+1 (2n+3)4n+5) 2 (2n+3)2n+1) (2n+3)(4n+5)

> 0.

La suite (Jun|)nen est donc décroissante. De plus, pour tout entier naturel non nul n,

mn
1 1 1
< — < — =
];)% 1\Zk\‘+ZJ L dt=1+In(4n+1)
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lim wu, = 0. Finalement, la série proposée converge en vertu du critére

14 In(dn +1
THnln+1) 5 o déduit que
n—+

et donc Ju,| < P
spécial aux séries alternées.
+o0
Considérons la série entiére Z unxan. La série de terme général a,, converge et donc R > 1 mais puisque la série de
=0
" +00
terme général |ay| diverge et donc R < 1. Finalement, R = 1. Pour x €] — 1, 1], posons f(x) = Z unx?™ 1. Pour x dans
n=0
1=1,1[
+o00 n 1 +oo
]c/ — 71 n n
(o= (1) <Z4k+1> Z<Z4k+1> -
n=0 k=0 n=0
+o00 (_Xz)n +00
= Z 7 ] (—x%)™ | (produit de CAUCHY de deux séries numériques absolument convergentes)
n= nt n=0
+o00
Done, pour x dans 10, 1[, f'(x) = g(x)h(x) ot h(x) = Z (=)™ = ; puis
— 1+x2
o) = = 3 (1 (e
VX 1 '
n=0
+o00 +00 1
. _ 4n+41 _ an _ .
Maintenant, en posant k(X) = nZ:O(—l)“X " pour X dans | —1,1[, k/(X) = nZ:O(—U“X n= X1 Ensuite, en posant
w = e'™/4 par réalité et parité
1 a n a a a
X*+1 X—w X-o X+w X+
ol a= P —2. Il vient alors
1__1(w+w_w_w>_l_X\/Z—2+X\/z+2
X4P+1 4\ X—w X-0 X+w X+w/) 4\ X2_V2X+1 X2 4+V2X+1
o 2X+2V2 2X—2v2
W2\ X2+V2X+1  X2—V2X+1
o 2X+ 2 N V2 B zx V2 V2
4V2 | X2+ V2ZX A+ <x+ 1)2+<1>2 VX (x 1)2+<1>2
V2 V2 V2 V2

En tenant compte de k(0) = 0, on obtient donc pour X €] —1,1[,

K(X) = (1n(x2 FXVZA) =X —XV2+1)) +2 (Arctan(xﬁ 1) + Arctan(Xv/Z — 1))).

-
L (vB) —— = L1 (yR) K (V) et done

Ensuite, pour tout réel x €]0,1[, f'(x) = WG k ( T A

(x) = £(0) + (k (v&)* 2) K (VX

] (ln (X2 £ XV2+1)—

=3 —X\/er])) +2(Arctan(X\/§+1) +Arctan(X\/Z—1)))

Quand x tend vers 1, f(x) tend vers

2
1 <1n <2 + ﬁ) + 2(Arctan(v2 4 1) 4 Arctan(v/2 — 1))) = ;—2 (1n(3 +2V2) + 7t)2.

32 22
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7T

(car Arctan(v2 + 1) + Arctan(v/2 — 1) = Arctan(v/2 + 1) 4+ Arctan ( ] ) =)
V241 2

Enfin, pour x dans [0,1] et 1 dans N, [, [x™ — [ 1 X > (Jun| — g1 [)x™ > 0 et la série numérique de terme général
U, x™ est alternée. D’aprés une majoration classique du reste & 'ordre n d’une telle série, pour tout entier naturel n et
tout réel x de [0, 1],

n+1‘

[un 1 x™ 1 < fun gl

“+o00
E ukxk <

k=n+1

et donc Sup R, (x)] < |lan41] —+> 0. La convergence est uniforme sur [0, 1] et on en déduit que la somme est continue
XE[O,” n— +oo
sur [0, 1]. En particulier

+o00 . 1 2
T;un:f(l):ggjf(x)zs—z(ln(3+2\/§)+7t) .
v (L= 1 U (1h3+2v3 ’
; T A dk 32(“( + H”) :

n°11 : Posons SpcA = (A1,...,Ap). On sait que pour tout entier naturel n, Tr(A™) = AT + ... + A7.
Soit A un nombre complexe.

+oo
e Si A =0, la série entiére associée a la suite (A" ), ey est de rayon infini et pour tout nombre complexe z, Z AtV =1=
n=0
1
1—Az’
e Si A £ 0, la série entiére associée a la suite (A™) est de rayon — et pour |z < ATz =
# (™) yon 7 et pour |2 Z -
. . 1 .
Soit p = Max ([M],...,[Apl) (p est le rayon spectral de la matrice A) et R = E sip#0et R=+4o00sip=0.

Pour |z| < R,

+o00 +o00 P P 00
Z Tr(A™)z" = < (Axz) ) Z (Z Akz) ) (somme de p séries convergentes)
n=0 n=0 \k=1 k=1 \n=0

1
1— ?\kZ'

[
I\/]'d

~
Il

Il est alors clair que R est le rayon de convergence de la série entiére proposée (développement en série entiere d’une
fraction rationnelle).

1
! —
o o i 1 XA(Z) , L p

Si de plus, 0 < |z < R, Z Tr(A™)z" = 2 1 =7 i (décomposition usuelle de 3)
n=0 k=1 — — Ax —XA

o[ 400 +o00 +00 X2n+]
n® 12 : Pour x réel, on sait que F(x) =e™ et’ dt = — .
wort) = [ (55 o) (5 o)
n=0n=0 n=0
La fonction F est impaire donc les coeflicients d’indices pairs sont nuls. D’autre part, pour n € N, le coeflicient de x

du produit de Cauchy des deux séries précédentes vaut

2n+1

5 e
K2k +T) T -k

La méthode choisie fournit classiquement une expression compliquée des coefficients.

On peut aussi obtenir F comme solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre. F est dérivable sur R et
X

pour tout réel x, F/(x) = —2xe~ %’ J eV dt+1= —2xF(x) + 1.
0
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F est uniquement déterminée par les conditions F/ + 2xF =1 et F(0) =0 ( ). F est développable en série entiére sur R

d’aprés le début de l'exercice et impaire. Pour x réel, posons donc F(x Z anx?mt,
+00 +o00 +o00
(¥) & Vx € R, Z(Zn+ Napx®™ +2 Z anxX"? =1 VxEeR, ap+ Z (2n 4 Nan + 2an_1)x*™ =1
n=0 n=0 n=1
2
Sao=Tletvn>1, 2n+Nan+2an_1=0& ap=letVn>1, a, =— 1
n+1
(_‘I )le‘ﬂ.
=TletVn>1, =
Go=te = b Gn = o N 2n—1)...1%°
(—=1)n22"n!
v N ——
SIEN Ty
On a montré que pour tout réel x, F(x Z Zn Y x?™*1 Par unicité des coefficients d’une série entiére, ¥n € N,
on obtient en particulier, e
= 1 (—1)nk  (=1)"22nn)

vnEN’l;)k!(Zk—H) okl (ntn

n® 13 : Pour tout entier naturel n, an41+bni1 =2(an+bn) et 3an+1+2bn41 = 3an +2by, (rappel : ces combinaisons
linéaires sont fournies par les vecteurs propres de YA si on ne les devine pas). On en déduit que pour tout entier naturel
n, an + bn =2™(ap + bg) = 2™ et 3a, + 2bn = 3ap + 2by = 3. Finalement,

vneN, a, =3-2""" et b, =3(2™ —1).

Les deux séries proposées sont alors clairement de rayons infini et pour tout réel x, f(x) = 3e¥ —2e%* et g(x) = 3(e?* —eX).
(On peut avoir d’autres idées de résolution, plus astucieuses, mais au bout du compte moins performantes).

n®14 : Pour n > 1, posons a, = —. Pour n € N*,
CZn
2n)! 12
Qn41| M v (2n) x(n+” _ n (%).
an n+1  (2n+2)! nl? 2(2n+1)
1
Par suite, Anil —J>r 1 et d’aprés la régle de d’ALEMBERT, le rayon de la série entiére considérée est R = 4.
an | n—+oo

Pour x € ]—4,4[, posons f(x Z anx"

Les relations (*) s’écrivent encore Vn e N*, 4n+1ans1 —2ans1 = Nan.

Soit x €] —4,4[. On multiplie les deux membres de I’égalité précédente par x™*! et on somme sur n. On obtient
+o00 +o00 +o0
4x Z Mm+Dan1x™—2 Z XM =2 Z nax™ ',
n=1 n=1 n=1
ou encore x*f(x) = 4x(f'(x) —a7) —2(f(x) — arx) ou encore x(x—4)f'(x)+2f(x) = —x (E). Soit I I'un des deux intervalles

1 —4,0[ ou ]0,4[.Sur I, ’'équation (E) s’écrit :
f’(x)Jrl(l— ! )f(x)z— ]

2\x x—4 x—4
o . 1/1 1 . 1 x — 4
Une primitive sur I de la fonction a : x+— = [ — — —— ] est la fonction A : x— =(In|x — 4| —In|x|) =In | ——.
2\x x—4 2 x|
. , 1/1 1 1
fsolutionde (BE)sur I & vx eI, f'(x)+ = [ — — flx) =——
2\x x—4 x—4
Alx) g7 A(x) 1 x =4
Svxel e f'(x) + a(x)e f(x) =
4 —x x|
1
svyxel (M) (x) = ——  (%).
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Déterminons une primitive de la fonction x — ——— sur I.

x(x —4)|
1 1

e Si I =]0,4], = = et une primitive de la fonction x — ——— sur [ est la

\/lx x —4)| \/x(4fx) \/4—(x—2)2 Ix(x —4)]

fonction x — Arcsin <¥) . Puis

)
f solution de (E) sur 1< 3C € R/ ¥x € I, eA¥f(x) = Arcsin (%) Le

-2
©3CER/ Vel f(x) =/ (Arcsin <"T) +c) |

1 1 1

e Sil=]—40, = = et une primitive de la fonction x — ————= sur [ est la

\/\x(x74)\ \/x(x74) \/(2—x)2—4 Ix(x —4)

X
fonction x — — argch —5 ) Puis

2 —
f solution de (E) sur I & 3C" € R/ Vx € I, e*¥f(x) = argch < 2 X) +c

I — x — 2
S ACT e R/ Wx el f(x) = x—4< argch< 5 >+C)
-2
f doit étre définie, continue et dérivable sur | —4,4[ et en particulier dérivable en 0. Ceci impose 111})1+ Arcsin <XT +
X—
C = 0 (car sinon f(x) ~ CyX) et donc C = ~. P €10, 4 lors £(x) = | —— (T — Aresin (222 ) =
= 0 (car sinon f(x) ~ x) et donc C = 5. Pour x 4L on a alors f(x) = /27— { 5 resin | — =

X 2—x . . s
y— Arccos 5 ce qui reste vrai pour x = 0 par continuité..
—X

2
De méme, h%l — argch <TX) + C’ =0 et donc C’ = 0. On a montré que
x— 0~

to \ /ﬁ Arccos <ZTX) six € [0,4]
Vel 4,4l ) —x" = = ~ :
n=1 nCin —4 /x—i4 argch (2—X> six €] —4,0]

n°15 : 1) Soient A et B les sommes des séries entiéres associées aux suites a et b sur | — 1,1[. La fonction B est
strictement positive sur ]0, 1[ et en particulier ne s’annule pas sur ]0, 1[.

e La suite a est positive donc la fonction A est croissante sur [0, 1[ et admet ainsi une limite réelle ou infinie quand x tend
+o00 N
vers 1 par valeurs inférieures. De plus, pour N entier naturel donné et x € [0, 1[, on a Z Anx™™ > Z anx™ et donc

n=0 n=0

YNeN, Ilm A(x)> lim Z Anx't = Qn.-

x— 1, x<1 x—1, x<1

Puisque la série de terme général positif a,, diverge, quand N tend tend vers +oco, on obtient hm A(x) = 400 et donc
x—1 X<

111m A(x) = 4+00. Il en est de méme pour B car la série de terme général b, diverge quelque soit la valeur de k.
X— x<1

e On veut alors montrer que A — kB et o(B).
Soit ¢ > 0. Par hypothése, anfkbnnﬂo+OO (by) et donc il existe un entier naturel N tel que pour n > N, |a, —kby| < %
Soit x € [0, 1[.
+o0 N N N ¢ +o0 N N c
|A(x) —kB(x)] < T; lan —kbpx™ < T;) lan — kbnx™ + z n:§+] bnax™ < T; lan —kbn|+ EB(X)

Maintenant, B(x) tend vers +o0co quand x tend vers 1 par valeurs inférieures. Donc il existe & €]0, 1] tel que pour x €]1—«, 1],

N
B(x) > % 3 lan —kbal- Pour x €11 — &, 11, on a alors |A(x) — kB(x)| < %B(x) n %B(x) — ¢B(x).

n=0

(© Jean-Louis Rouget, 2010. Tous droits réservés. 16 http ://www.maths-france.fr



A(x)

On a montré que Ve > 0, doc €]0, 1[/ Vx €]1 — «, 1[, |A(x) — kB(x)| < eB(x) et donc lin]a (—x) =k
X—= 1
1 1
2) a) La série entiére proposée « vérifie »les hypothéses du 1) et de plus , Inn ~ 1+ 3 + ...+ e Donc
n— -+oo
+oo n +oo +oo
T o n x™\  In(1—x)
3 (S ) (Ie) (28) -
n=1 \k=1 n=0 n=1

In(1—x)

x—1

b) Soit p >2.nP~! ~ (m+1)(n+2)..n+p—1). Comme les deux suites (NP~ ") et (M +1)(n+2)..n+p—1))

n— +o0

vérifient les hypothéses du 1)

+oo +oo T 1) 1 (p—1) (P*”'
—1.n n n ‘
n§:0np Xt~ E Mm4+p—T1)...(n+1)x —<ZX ) _<1—x> :(1_x)p'

n=0

Par suite,

+o0
lim (1—-x)P ) nP~'x"=(p—1)L.
n=1

x—1-

n® 16 : Supposons qu’il existe un entier naturel p tel que a, = ap41. Le développement limité & I'ordre 1 de f(P) en 0
s’écrit fP)(x) = fPI(0) +xfP+1)(0) 4+ 0o(x) = ap(1 +x) 4+ o(x) et on en déduit
x—

IfP) (x)| > lap(T+x)|—lo(x)[=T4+x—lo(x)[ > 1+x— X (sur un voisinage pointé de 0 a droite)

2
X .. L . .
=1+ 3 > 1 (sur un voisinage pointé de 0 a droite).
Donc si deux termes consécutifs sont égaux, f nne vérifie pas les conditions de I’énoncé ou encore si f vérifie les conditions
de I'énoncé, alors Vp € N, ap41 = —a, puis ap = (—1)Pap. Mais alors, nécessairement pour tout réel x, f(x) = e ou
pour tout réel x, f(x) = —e *.

Réciproquement, ces deux fonctions sont clairement solutions du probléme posé.

T T T
n® 17 : 1) La fonction f est de classe C* sur ] —33 [ en tant que quotient de fonctions de classe C*™ sur ] ~33 [ dont

T T
le dénominateur ne s’annule pas sur }—z, 5 [ et de plus f' =1+ f2.

Montrons par récurrence que pour tout naturel n, il existe un polynoéme P;, & coefficients entiers naturels tel que f(™) = P, of
T T
(ou encore Vx € }—E, 5 {, tan(™ (x) = Py, (tanx)).

e Cest vrai pour n = 0 avec Py = X et pour n = 1 avec Py = 1 + X2.
e Soit . > 1. Supposons que pour tout k € [0,n], il existe un polynéme Py & coefficients entiers naturels tel que f(*) = Py of.
D’aprés la formule de LEIBNIZ,

= /n = /n
) = (1 4 £2)(M) = (£2)(n) = Z (k)f(k)f(nk) — Z <k) PP | of

k=0 k=0

n

n
et le polynome P 1 = Z <k> PiPn_k est un polynome a coefficients entiers naturels tel que tan™*1") =P, .4 of.
k=0
Remarque. On aurait pu aussi dériver I'égalité f(™) = P, o f pour obtenir f("*1) = f’ x P/ o f = (P; x P/.) o f mais on

a déja dans l'idée une relation de récurrence sur les coefficients du développement de tan qui n’est pas fournie par cette
derniére égaliteé.

2) Soient x € [O, g [ et n € N. La formule de TAYLOR-LAPLACE & l'ordre n en 0 fournit

= £1(0) x—t)"
f(x) = xk + J = I+ dt.
];) k! o nl
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s
Le 1) montre que pour tout réel t de [O, 5 [ et tout entier naturel k, f(¥)(t) = Py (tant) > 0.

’ f(k)(o) k ’

Donc, d’une part k' x> 0 et d’autre part,

mn

(0 *(x—t)"
> O — g — [ B2 gimin g e,
k! o ml
k=0
. . L o F0) . . L
La suite des sommes partielles de la série de terme général Tx > 0 est majorée et donc la série de terme général
f(0) '
X converge.
T
Ainsi, la série de TAYLOR de f a lorigine converge pour tout réel x de [O, 5 [ Son rayon de convergence R est donc
. m . L f0) . u: ,

supérieur ou égal a 5 (et donc la série de terme général x* converge aussi pour x € }—z, O} ). I n’y a par contre

aucune raison pour le moment pour que sa somme soit f.

(0 T T =
3) Pour n entier naturel donné, posons a,, = © puis pour x dans }f 25 [, posons ¢g(x) = Z AnXn.
n=0
n
On a vu que Yn € N*, P, 1 = Z PkPn_k. On divise les deux membres de ces égalités par n! et on prend la valeur en 0
k=0

(=tan0). On obtient

vneN* (n4+1)aps1 = axan_x et aussi ap =0et aj = 1.

T T
D ) :|7_a_[7
onc, pour x € )

“+o00 “+o00 n “+o00 n “+o00 2
g'(x) = Z(n+ Nanpx™ =1+ Z <Z akank> x" =1+ Z < akank> xt =1+ <Z anxn>
k=0

n=0 n=1 \k=0 n=0 n=0

De plus, ¢g(0) = ap =0.

Pour x € },; g {, posons alors h(x) = Arctan(g(x)). La fonction h est dérivable sur }fg g[ et pour x € }72 T [

' 2’2
h’(x)—ﬂ—1 uis h(x) =h(0) + (x —0) =x
C149%(x) P n -
. U . . . ) T T
Ainsi, pour tout x € }75, 5 [, g(x) = tanx = f(x). Ceci montre déja que f est développable en série entiére sur }fz, > [

T T
Mais quand x tend vers 5 par valeurs inférieures, g(x) = f(x) tend vers +oo et donc R < 5 puis R = 5

“+o0
T T T T
En résumé, la fonction tangente est développable en série entiére sur }fz, 5 [ et pour x € }fz, 5 [, tanx = Z anx™
n=0
n
outap=0,ar=1letVne N (n+ a1 = Z axan_k. De plus, Vn € N, az, = 0 puisque la fonction tangente est
k=0

impaire.
4) ao:a2:a4:a6:Opuis aq =1.

1
3a3 = aqpaz + a% 4+ azap =1 et donc a3 = 3

2
5a5 = 2aja3 = = et donc a5 = —
KL ) BN P 4
15 9 135 45 n

3
7a7 =2ajas + a% =
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1 +oo +oo

Z Qo (i) = Z(*Unamﬂxzn“-

n=0 n=0

. . . s
Cette série entiére a aussi pour rayon de convergence 5

1
n°18 : Soit x € R. La fonction t — e~ ** sin(tx) est continue sur [0, +oo[, négligeable devant ) quand t tend vers +oo
et est donc intégrable sur [0, +oo[. La fonction F est donc définie sur R et impaire.

t

Soit x € R. Pour tout réel t, posons f(t) = e~ : sin(tx). Pour t € R, on a

et sin(tx) = f(—])nixznﬂ g2t
— (2Zn+1)!
X2n+1 N
Pour n € Net t € R, posons fy(t) = (71)“mtzn“ e v,

1
e Chaque fonction f,;, n € N, est continue puis intégrable sur [0, +oo[ car négligeable devant — quand t tend vers 4o0.

e La série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge simplement vers la fonction f sur [0, +ocol.

+to0 rtoo +oo |X|2n+1 +o0 il g2 +oo el g2
Ensuite, fa(t) dt = —_— e tle " at. P €N, I:J et le " at.
e Ensuite ZL [T (t)] Z Zn 7] J'o e our n posons I . e
n=0 n=0 :
Soit n € N*. Soit A un réel strictement positif. Les deux fonctions t +— t2™ et t fze*tz sont de classe C! sur le segment
[0, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient
2
A 2n+1,—t2 A 2 2 T 2% A 2n—1,-t2
J tentlet dt:J' " xte U dt= |zt et +nJ et dt
0 0 2 0 0
1.2 A? 4 2n—1 2
= —-A%e” +nJ e Te " at.
2 0
+00 1 |
Quand A tend vers +o0, on obtient I, = nl;_7. En tenant compte, de Iy = te_tz dt=-onadoncvVneN, I, = e
2 2
. 0
puis
+00 rtoo +oo 1 |2n+1
nllx
ZJ falt) dt=) ——.
|
—Jo = (2Zn+1)!
(n 4 1)[x|?+3 (T 1)1[x[2n+3
) (2n +3)! (n+1)x? , (2n + 3)! . .
Soient n € N et x € R. T = Gnt3)2nT2) et donc ng&lm W = 0. D’aprés la régle de
2n+1)! (2n+1)!
n!|x|2n+1
d’ALEMBERT, la série numérique de terme général ———— converge.
(2n+1)!

En résumé, pour tout réel x,

1
e Chaque fonction f,;, n € N, est continue puis intégrable sur [0, +oo[ car négligeable devant — quand t tend vers 4o0.

e La série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge simplement vers la fonction f sur [0, +ool.
+t0 rtoo

. ZJ fo(t)] dt < +oo.

n=0"0

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme, pour tout réel x,

T 42 &t i nlx2n+1
“Yosin(tx) dt = fa(t) dt = R
[ ;)L Wa=3 0
+o0 +oo 2 +1
42 . . 1y nx
Vx € R, JO e ' sin(tx) dt_T;( 1 TR

F est dérivable sur R et pour tout réel x,
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n°19: Onalp=0,11 =1et I, =2 (identité et la transposition t7 2).

Soit n € N*. Il y a I, involutions o de [1,n + 2] vérifiant o(n 4 2) = n+ 2 car la restriction d’une telle permutation a
[1,n + 1] est une involution de [1,1 4 1] et réciproquement.

Sio(n+2) =k € [1,n+ 1], nécessairement o(k) = n+ 2 puis la restriction de o a [T, + 2] \ {k, n + 2} est une involution
et réciproquement Il y a I, involutions de [1,n 4+ 2] \{k,n+ 2} et n+ 1 choix possibles de k et donc (n+ 1)1, involutions
de 1,1+ 2] telles que o(n + 2) #n 4 2. En résumé,

neN L=l +(n+1)1,

I I

Le rayon R de la série entiére associée a la suite (;n') est supérieur ou égal a 1 car Yn € N*, ;n' < 1. Pour x dans

oo . neN*
] — R, R[, posons f(x) = Z ;n'x“. f est dérivable sur | — R, R[ et pour x €] — R, R[

n=1 "

v I z L+ (NI
]c/ — _ -I 2 Tl+ n _ ] 2 n+ n_n+l
(x) ;7(11_” + x-i—Z + x—l—Z TR I

B In In
=14+2x+ Z HX“erZ HX“
n=2 n=1
=14 2x+f(x) —x+xf(x) =1+ x+ (x + 1)f(x).

Donc, pour x €] — R, R[, f/(x) + (x + 1)f(x) = x + 1 ou encore e%“‘f’(x) + (x + 1)e%+xf(x) =(x+ Ue%*". Par suite,
pour x €] — R, R[,

3

x2 x +2 x2
e T T f(x) — f(0) = J (t+Nez T dt=ez™ 1
0

et puisque f(0) =0, ¥x €] — R, R[, f(x) = e tx 1.

2
Réciproquement, la fonction précédente est développable en série entiére sur R en vertu de théorémes généraux (= e’z x e¥)

et les coefficients de ce développement vérifient les relations définissant —n‘ de maniére unique. Donc, ces coefficients sont
n!

I
les —h; ce qui montre que R = 4o0.
n!

n®20 : 1) Soient n > 2 puis k € [1,n — 1]. On met une parenthése autour de X;.. Xy et une autour de Xy41...Xx.
Ensuite, pour chacun des ay parenthésages de X1... Xy, il y a an_x parenthésages possibles de Xy 1...Xy. Finalement, en
faisant varier k de 1 a n — 1, on a montré que

2) On suppose momentanément le rayon R de la série entiére associé a la suite (an)nen strictement positif. On pose
conventionnellement ap = 0. Pour x €] — R, R[,
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_,,

N

Kol

Il
~~
M
3

o)

3

%)
v
N

Il
H lvlg

n +o00 n—1 +o0
E Arln_x | X" = E E ran_x | X" = E anx™ =
k=0 n=2 \k=1 n=2

n=0
et donc
Vx €] — R, R[, f2(x) = f(x) —
1
3) Nécessairement, pour tout x de ] — R, R[, f(x) 1 + /1 +4x) (1) ou f(x) = E(] — /1 —4x) (II). Ainsi, pour chaque
€] — R, R[, on doit choisir I'une de ces deux expressmns Puisque f(0) = 0, il faut choisir I'expression (II) quand x = 0.
11 1 1

Pour x € }Z, 1 [, posons ¢g(x) = z(] — /1 —4x). g est développable en série entiére sur } i [ en vertu de théorémes
généraux. Notons (b )nen la suite des coefficients du développement. Puisque g(0) = 0, on a bg = 0 = ap et puisque

11 n—1
g’(0) =1,onaby; =1=a;. Enfin, la fonction g vérifie Vx € }Z, 1 {, g%(x) = g(x)—x et donc¥n > 2, b, = Z brbn k.

k=1
1

On en déduit par récurrence que pour tout entier naturel n, b, = a,, et donc Vx € ]_4_1' 1 [, f(x) = g(x).

11
4) Pour connaitre les an, il reste & développer la fonction g en série entiére. Pour x € ]— - [

44
1 +oo
g(X) 5(1 - (1 74X)1/2 <1 - Z C]/z 4X ) = Z(*])ni]C?’/zzzn L n
n=I1

Enfin, pour n € N*,

l X l —1] x X|z—(Mn—1)
n-1c~n H2n—1 no12 2 2 o1 2!
(=1) CY,2 = (-1 2 :Tx1><3><....><(2n—3)

n! :
A X1><2><3><....><(2n—3)><(2n_2) (2n —2)! C;n]z
Y 2x4x...x(2n—2) nl(n—1)! n
Donc
n—1
vn e N, a, = —2—2,
n
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