Planche n°® 13. Séries de FOURIER. Corrigé

n°1l : 1) e Puisque f est impaire, f(0) = 0. Puisque f est impaire et 27-périodique, —f(7t) = f(—m) = f(7) et donc
f(7t) = 0. Puisque f est 2m-périodique, pour k € Z, f(2knt) = f(0) = 0 et f((2k 4+ 1)) = f(7r) = 0. Finalement, Vk € Z,
f(kmt) = 0.

Soit x €] — 7, 0[. Puisque f est impaire, f(x) = —f(—x) = —sin (—;) = sin (;) et donc Vx €] — 7, 7t[, f(x) = sin (;)
Soit x € R\ 7Z. 1l existe k € Z tel que —t < x — 2kt < 7 et puisque f est 27- per10d1que f(x) = f(x — 2km) =

. [ x—2km " X+ 7 X+ 7
= —_— _2 — .
sm( 5 ) (—1) sm(z) De plus, —m<x—2km< =k < o <k+Tetk= E( 27_[)

Osix € Z

Vx € R, f(x) = (—1)* sin (%) ok =E (Xz—;ﬂ) six ¢ nZ -

2) e Soit x € [—m, 0]. Puisque f est paire, f(x) = f(—x) = sin (—%) = sin (‘%D et donc Vx € [—m, 7], f(x) = sin (‘%D

— 2k
Soit x € R. Il existe k € Z tel que —7t < x — 2k7t < 7t et puisque f est 27-périodique, f(x) = f(x — 2k7m) = sin X > Tt D

Vx € R, f(x) = sin (‘% —k7tD ot k=E (X;ﬂ”).

n°®2 : 1) La fonction f est continue par morceaux sur R et 27-périodique. On peut donc calculer ses coefficients de
FOURIER.

™ 2
Puisque f est paire, Yn € N*, b, (f) = 0 puis pour n € N, a,(f) = —J' (1 — ?X) cos(nx) dx.
Par suite, ap(f) = 0 puis pour n € N*|

anll) = . <[(1 a Z_X) Sin(m()}n + 2z Jﬁsin(nx) dx) = iﬂ [—cos(nx)}” _ 40 - (—”n)_
0

s s n o Mo

La fonction f est 2m-périodique, continue sur R et de classe C! par morceaux sur R. D’aprés le théoréme de DIRICHLET,
la série de FOURIER de f converge vers f sur R. Par suite, pour tout réel x,

cos((2p + 1)x)
(2p +1)2

+00
f(x) = aoz(f) + Z(an(f) cos(nx) + by (f) sin(nx) =3 Z - cos(nx) =3 Z

n=1

cos((2n + 1)x)
ZZ 2n+1)2

+o00 2 too
1 s 1
L’égalité f(0) = 1 fournit Z S35 — - Lnsuite, si S = Z —5,ona
— (2n+1) 8 n

n=1
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4 m
et donc S == x — = —.
3 8 6
f 2
D’autre part, puisque f est continue par morceaux sur R et 27-périodique, la formule de PARSEVAL fournit (f)) +

+00

D ((an(f))? + (bn(f))?) = ;?J (f(x))? dx et donc

n=1 -7
64 = 2J’”< 2x)2 1 ( 2x>3 "
= - 1-22) ax=|-—=(1-2 B
7'[4n:0(2n+”4 7 Jo s 3 T . 3

t d f ! —% xﬁ—ﬁ Enfi S =

e oncn: Ont i) 3 6@ % nfin, si on pose S = —,

16 nt =
etdonCS—ﬁX%—%.

Puisque f est impaire, Vn € N, a,,(f) = 0 puis pour n € N*,

b (f) = 2 r x(7t — x) sin(nx) dx = 2 ([X(T[ — X)M} i + 1 Jm(n — 2x) cos(nx) dx)
T 0

T Jo - s
= i ([(ﬂ—zx)sin(nxqﬂ + E J'T[ sin(nx) dx) - % |:_COS(nX)]7T _ 401 — g_])n).
nrt n 0 nJo n2n n ; -

La fonction f est 27-périodique, continue sur R et de classe C' par morceaux sur R. D’aprés le théoréme de DIRICHLET,
la série de FOURIER de f converge vers f sur R. Par suite, pour tout réel x,

+00 +00 n
f(x) = “°z(ﬂ + 3 (an(f) cos(nx) + by (f) sin(nx)) = % Yy % sin(nx) = = Z i zép:] 1)
n=1 n=1

sin( 2n—|—1 )
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L'égalité f (g) = — fourmt Z 2n+ ” = 73-[—2 Ensuite, puisque f est continue par morceaux sur R et 27-
(a0()? | & ("
périodique, la formule de PARSEVAL fournit + Z ((an(f)? + (bn(f)?) = %J (f(x))? dx et donc
n=1 -7
64 &1 2 (™, 5 27 ,%3 x5 L1 1y
w2 = I 1)6 nLX(” x)7 dx 7T|:7t3 "TTE, T 37275) 7

+00 1

n ot n® 1
etdOHCém:aXﬁ_% Enﬁn SIOHPOSGS—F7

et do CS*64>< n = n
N =63 7 960 945

6 “+o00 ] 7.[6
et -
2n+1 960 © T; né 945

La fonction f a mémes coefficients de FOURIER que la fonction g définie sur R, impaire et 27t-périodique telle que Vx €
T
}O, 5 {, g(x) =0. Donc Vn € N, an(f) =0 puis pour n € N*,

bn(f) = % :sin (%) sin(nx) dx = :—TJ: (cos ((n— %) x) — cos ((n+ %) x)) dx
. 1 . 1 ﬂ
Sm(<“i>") _Sm(<“+i>") 1 e e

1
7[_ n—% n—l—z , T n—% n—i—%
(=™ 2n (=1)" 8n
T nzil__ o oAn2—1
4

La fonction f est 27m-périodique et de classe C' par morceaux sur R. D’aprés le théoréme de DIRICHLET, la série de

1
FOURIER de f converge en tout réel x et a pour somme z(f(x*’) + f(x~). En particulier,

sin(nx).

(© Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés. 3 http ://www.maths-france.fr



1 8« n T 8  2p+1 8 2 2p+1
—_— == 1) ———si === ——————sin((2 N=)=— L e
VA n ) 4n2_151n(n2) 7_[;4(2p+”2_181n((]9+ )2) ﬂg( ) 16p2 +1p 13’
n+1 .om
Ten? +16n+3 82
4) f est 27m-périodique, continue par morceaux sur R et paire. Pour n € N* b, (f) = 0 puis pour n € N, a,(f) =

] us
— J ch(Ax) cos(nx) dx.
T

1ére solution. Soit n € N.

-I us . -I 7T . 7T .
an(f) = —Re (J ch(Ax)e'™ dx) = —Re <J eAHin)x dx—l—J el~Atin)x dx)
U - 27 o o
1 e(M—in)n o e—(7\+in)n e(—7\+in)n - e—(—?\—Hn)ﬂ (_] )nR 2Sh(7\7‘[) ) Sh()\ﬂ)
~ e( Atin i Atin )_ 2n e(?\+in 7\+in)
_ (=

)™ sh(A7) Re( A—in  A+in > _ Dsh(dr) (=D

us N nZ a2 T nZ+A2

2éme solution. Une double intégration par parties fournit

an(f) = 717[ ({sh()ﬁ\x) cos(nx)} :T + ; J:T sh(Ax) sin(nx) dx> = 717[ (w + ; J:T sh(Ax) sin(nx) dx>
. (w 2 ([Ch;“) sm(nx)} o %Jﬂ chi(Ax) cos(nx) dx))
—_1\n 2
= ARSI ),
2-1)"sh(Mr) A 2Ash(dm) (=DM
et donc VnEN, an(f): 7\; T X nZ +7\2 = S7'[ - Tl.2+7\2-

La fonction f est 2m-périodique, continue sur R et de classe C' par morceaux sur R. D’aprés le théoréme de DIRICHLET,
la série de FOURIER de f converge vers f sur R. On en déduit que

sh(Am)  2Ash(Am) &
= +
AT TT

Vx € R, f(x)

i =" cos(nx)
=1

sh(Am)  2Ash(Am) *i (="

L’égalité f(0) = 1 fournit 1 = = - a A et donc
f (0 DL | sh(Am)\ _ m(sh(Am) — mh)
= n2 +A2  2Ash(An) At ) 2A2msh(An)
et 'égalité f(7t) = ch(Am) fournit
= T sh(Am) At ch(Arr) — sh(Am)
Z 22 ch(A7t) — = 2
—n +A 2\ sh(Ar) AT 2A% sh(Ar)
o *i -y o *i 1 Anch(An) —sh(An)
' nZt A Ash(Am) = nIeA T 2MZsh(wr)

La fonction f est 27m-périodique, continue par morceaux sur R. L’égalité de PARSEVAL s’écrit

(bn(f))?) == J‘” (f(x))? dx avec
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! r (f(x))? dx = = r b () dx = — r 7‘3}1(2}‘;) S L LE A

sh(2Amr) 2sh2(7\7r) 4)\2 shz A7) i

et donc 1+ PEn—yy E puis
i s L sh2Am) 2sh*(Amr) | 2m2A2 4 mAsh(2Amr) — 4N? sh2(7\71)
=\ +n2 2 AN2sh?(An) 2n Az | 8\* sh? (An)
“+o00
1 22 4 1A ch(Amr) sh(A7t) — 222 sh? (A
V7\>O,Z i 22:71 +7TC(7I)SZ(7T) S(T[).
= A2 +n?) 472 sh? (Amr)

5) La fonction f est continue par morceaux sur R et 27t-périodique. On peut donc calculer ses coefficients de FOURIER.

3__

2__

‘I__
1 1 _ZA/II\_AT[ 1 1 ] ] T[ 1 1 IZ/\
-8 -7 -6 -5 -4 -3 =2 - 1 2 3 4 5 6 7 8

14

24

34

Soit n € N.

7T s 7T
an(f) = %J' sup(sinx, 0) cos(nx) dx = :T[J sinx cos(nx) dx = L J sin((n + 1)x) —sin((n — 1)x) dx
-7

0 2n
LY in= 1 cos(2x) .
B EL sin(2x) dx sin =1 ﬂ{ > (=1
= 1 cos((m+1)x) cos((n—1)x)1" 1 BRI R I
L : 1/ .
Zn[ nt1 + — Os1n7é 271( — — )51117&1
{ Osin=1
= T4+ (=™ 1 ,
- - R sin#1
Soit n € N*.
7 - T
bn(”ZlJ sinxsin(nx) dx=2ij (cos((n— T)x) — cos((n+1)x)) dx ={ 25 ™=
e e Osin#1

La fonction f est 27-périodique, continue sur R et de classe C' par morceaux sur R. D’aprés le théoréme de DIRICHLET,
la série de FOURIER de f converge vers f sur R. On en déduit que pour tout réel x

cos(2px).

, 1T sinx 1 & 14 (=10 sinx 2
sup(sinx,0) = — + *—T;ﬁmb(nx)—%-i- 7 *%p:]

A
N
A

Vx € R, sup(sinx,0) = —
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+oo 1

12
L’égalité f(0) = 0 fournit ——= ; 77 =0 et donc

+o00
1 1 1 ] 1 |
Remarque.;m NH+002 <2n1 2n—|—1) _NETOOZ(]_ZNH) 2

n°3: 1) a) Soit a € C\ [-1,1]. Pour tout réel t, a —cost # 0 et

1 2 —2eit

a—cost 2a—eit—e it (eit)2 —2aeit +1°

L’équation z* —2az + 1 = 0 admet deux solutions non nulles inverses I'une de I’autre. On note b la solution de plus petit
module de sorte que |b| < 1

. 1
On ne peut avoir [b| = 1 car alors il existe 8 € R tel que b = ¢'. On en déduit que 2a =b+ — = 2cos0 € [-2,2] puis que

1
onalbl<1et ’ ’ En particulier, b ;é —

1
a € [—1,1] ce qui n’est pas. Donc |b| # 1. Plus précisément, puisque |b| < ‘b

Ensuite, pour |t| < |b|, on a

1 B —2elt 2 b 1/b ~2b be it n 1
a—cost . . et — . 1= —bet _bet
(eit —b) elt_l l ~b t—b eltfl 1—-b2 \1—be it 1—beit

+o0 +o00
be ! Z Sty Z b“em> (car [be'| = [be ™| = [b| < 1)

00 +o00 +o0o
_ ] ibbz (Z n+1 71 (n+1)t ¥+ Z p" 1nt> _ b . (] + Z bneint + Z bneint>
n=0 n=1 n=1

n=0

2b
=102 1+2 E b™ cos( nt))
1 2b <
= 2 n .
Vvt € R, T oost 112 (1 + 321 b cos(nt))

b) Pour tout réel t € [—m, 7] et tout entier naturel non nul n, on a [b™cos(nt)| < |b|™. Comme la série numérique de
terme général |b|™ converge, on en déduit que la série de fonctions de terme général t — b™ cos(nt), n € N, converge
normalement et donc uniformément sur le segment [—7, 7.

On sait alors que la série obtenue est la série de FOURIER de f.

2 (™ cos(nt
J (nt) dt. Donc, pour tout entier naturel

2) Puisque la fonction f est paire, pour tout entier naturel n, an(f) = =

T Jo a@—cost

n (y compris pour n = 0),

J'71 cos(nt) i — nan(f) 2™ 'm

oa—cost 2  1-b?
Finalement,
™ cos(nt) 2ot
v N ——dt=——.
me ’L a—cost 1—1b2

n°4 : 1) Soit « € C\ Z. La fonction f est 2m-périodique, continue sur R et de classe C' par morceaux sur R. Donc la
série de FOURIER de f converge vers f sur R d’aprés le théoréme de DIRICHLET.

Puisque f est paire, Yn € N*| by, (f) = 0 puis pour n € N,

(© Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés. 6 http ://www.maths-france.fr



an(f) = %Jﬂ cos(ox) cos(nx) dx = :T[Jﬂ (cos((n + a)x) + cos((n — a)x)) dx
0 0
1 [sin((ochn)x) N sin((oc—n)x)]7T (car o ¢ Z)
T ax+n x—n 0
1 (sin((oc—i—n)ﬂ) sin((ocn)n)) 1 2acsin(oer)
= — + = (-1
i x+n x—n m(a? —n?2)

Finalement,

sin(oert) L sin( o) +Z(_

XTT T

Va € C\ Z, Vx € [—m, 7], cos(ax) =

n=1

2) Soit z € C\ Z.
. . +
(T[Z) +Sln(7TZ) Z(—])n 2z

sin
On prend o = z et x = 0 dans la formule précédente et on obtient 1 = R~
194 T zZ—n

(). Maintenant,

n=1

1, . : . ) )
sin(mz) =08 — (e —e V) =0 el =e 2 o "2 =1 & 2imz € 2iNZ & z € Z.

2i
n 1S 2z

Puisque z € C\ Z, sin(7z) # a et I'égalité () peut s’écrire — = -+ -

a \Z, sin(rz) # & et Végalite () p ]~z o

Sin(T[Z sin(7z) =
De méme, en prenant o« = z et x = 7, on obtient cos(mz) = E 5 et donc mcotan(nz) =
iz — z2—n

1S 2
-+ =
PRy

n=I1

et T[COtdn 7'[2 - —l— Z -
zZ¢—n

n®5 : La fonction f est 1-périodique, continue par morceaux sur R. On peut donc calculer ses coefficients de FOURIER.

> N

e
< &

f(x)six & Z

Osix ez qui est impaire. Donc, Vn € N,

La fonction f a mémes coefficients de FOURIER que la fonction g : x — {

an(f) =0 puis pour n € N*

1 1
bn(f) = %J f(t) sin <¢) dt = J (2t — 1) sin(2nmt) dt
0 0
_ . 1 1
= {(Zt ”COb(znﬂt)} + LJ cos(2nmt) dt = <L — L) +0
nm o Mo 2nt  2nm
_
o

La fonction f est de plus de classe C' par morceaux sur R et d’aprés le théoréme de DIRICHLET, en tout réel x, la série

1
de FOURIER de f converge et a pour pour somme z(f(x*’) + f(x7)). En particulier,

= sin(2n7x)
Vx € R\ Z, f(x) =x _:,Zi_

nm

n=
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