Planche n® 16. Coniques. Corrigé

n°1 (**) : Dans tout 'exercice, on pose Z = (0,1,j) et (I') Pensemble considéré, d’équation f(x,y) = 0.

1) Pour (x,y) € R?, posons f(x,y) = 2x? + 6xy + 5y +4x + 6y + 1 et Q((x,y)) = 2x% + 6xy + 5y°.
Le discriminant de cette conique est A =2 x 5—32 =1 > 0 et la courbe (I') est du genre ellipse c’est-a-dire soit une
ellipse, éventuellement un cercle, soit un point, soit I’ensemble vide.

Point critique.

of

ax (v =0 Ax+6y+4=0

of ®{6x+10y+620 Sx=—lety=0.
@(X,U)ZO

On note Q le point de coordonnées (—1,0) dans le repére Z.

.. 2 .
Réduction de Q en base orthonormeée. La matrice de Q dans la base (1i,j) est ( 3 g > . Son polyndme caractéristique

7435 7-3V5

est xa = X? —7X + 1 et les valeurs propres de A sont & = 5 et B = 5
1
Ker(A —«l;) est la droite d’équation —(1++/5)x +2y = 0 et est engendrée par le vecteur unitaire e; = 7\/_ (2,14
104+ 2v/5
V/5). Puis Ker(A — al,) est la droite d’équation —(1 — v/5)x + 2y = 0 et est engendrée par le vecteur unitaire e, =
1
———(2,1-5).
10 —-2v5

Equation réduite de (I') dans Z’' = (Q,e1,e2)).

Les termes de degré 1 disparaissent car Q est 'origine de %’ et d’autre part, Q(xi +vuj) = Q(Xeq + Yez) = aX? + pY2.
Il manque simplement la constante mais si on effectue le changement de variables x = xo + aX+ bY et y =yo + cX + dY,
la constante est bien sir f((xo,Yo)). Donc une équation cartésienne de (') dans %2’ est aX? + BY2 4+ f((—1,0)) =0 ce qui
s’écrit encore

7435 7-35
+3fx2+ 3v5

2 _
bl 5 Yo=1

Eléménts caractéristiques de la courbe (') dans le repére % '.
1 1

< =b et d’axe non focal (QX).
\/ 7+3V5 \/ 7-3V5
2 2

(T') est une ellipse de centre Q, d’axe focal (QY) car a =

- Centre Q(0,0) ;.
2 2

T 7-3/5 7+3v5

e = %\/—45 +21v5 =0, 69...
N <_ /7—3\/3’()) B<O‘ 7+3\/5> B,<O,_ 7+3\£>
2 2 2
%l %l :%/

- Sommets A (\/ 7%“?0)
%l

- Foyers QF = QF’ = ¢ = \/3/5 et puisque (QY) est Paxe focal, F(0,v/3v/5) et F/(0,—v/3v/5).

35 —45 4215 o

2 pu— p—
7+3v5 4

- Excentricité ¢2 = b? — a

=35 puis e = (%)2

- Directrices QK = QK’ = b =2 2 = 2 2 = 7+3v5 et donc
— e (7—3V5)(—45+21V5)  7-3v5V3/5 /65
7 5 7 5
(D): Y= 7435 (D) yo TH3V5
65 6v5
Eléménts caractéristiques de (I') dans Z.
2 2
o & xY_ | Vio+2v5 Vi0+2/5 X —1
Les formules de changement de repére s’écrivent ( u ) = 145 1-5 Y + 0 /)

1 V10425 V10-2V5
- Centre Q(—1,0)4 et excentricité e = z\/ —45 4+ 21V/5 =0, 69...
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_SommetsA<1—}—\/25_]2)1\/5,\/5_52\/5) etA'(]\/zs_”\/g 5_2\/5) puis
%

0 5
%
25+11V5 [5+2V5 ) \/zs+m@ 5+2V5
B<_1+¢ IIERVERS )%ew@_ ARV T )j
_FoyersF<—1+\/3(\/§21),\/3(\/521)> etF/<_]_\/3(\/§2”‘_\/3(\/§2”>
2z %
Direetrices (D) : ——— (2(c+1)+(1—v5)y) = 2% o (D7) : L (2 1)+ (1-/B)y) = ~ 32,

V10 —-2V5 6V/5 | V10— 2V5 6v/5

2) Pour (x,y) € R?, posons f(x,y) = x? +2xy +y? +3x—2y +1 puis Q((x,y)) = x> +2xy +y? = (x+y)?. Q est de rang 1
et donc (') est du genre parabole c¢’est-a-dire soit une parabole, soit une réunion de deux droites paralléles éventuellement
confondues, soit ’ensemble vide.

Si (') est non vide, (T') est une conique est de direction asymptotique d’équation y = —x (fournie par Q(x,y) = 0).

lére étude. On étudie intersection de (I') avec une perpendiculaire quelconque a sa direction. Soit (Dy) la droite
d’équation y =x + k, k € R.
L’équation aux abscisses des points d’intersection de (T') et (Dy) est x* + 2x(x + k) + (x + k)2 +3x —2(x + k) + 1 =0 ou
encore

A%+ (4 +1)x+ k> =2k +1=0.

Le discriminant de cette équation est A = (4k+41)% —16(k? — 2k + 1) = 40k — 15. Puisque ce discriminant change de signe,
(T') est une parabole.

3 3
Le discriminant est nul pour k = - ce qui founit la tangente au sommet (T) : y = x + < et aussi le sommet :

8 8
3
xf—4xg+1*—56t =X —l—sf1

ST T Ixa T 16T TR T 6

. 5 1
Le sommet de la parabole (I'") est le point S 16 7¢ )

1

I’axe focal est la perpendiculaire a la droite (T) en S. Une équation de I'axe focal (A) est y + T (x - R) ou encore

y= T

Pour obtenir le paramétre, le foyer et la directrice, on constate tout d’abord au vu du signe du discriminant calculé plus

P 1 1 P 1 1
hautqueF—S+2< \/z,ﬁ)etK—S 2( \/Z’\/Z)
Il ne manque plus que le paramétre p. Soit M 'un des deux points de (') situé sur la paralléle a la tangente au sommet
passant par F. La construction usuelle d’'une parabole point par point montre que le quadrilatére (M, F, K, H) est un carré.
Le paramétre p cherché est alors p = FK = FM.
Dans ce cas, la droite (MK) est la tangente & (I') en M et la bissectrice de 'angle des droites (D) et (A). Cette tangente
est donc paralléle & 'un des axes de coordonnées.
L’équation générale de la tangente en un point (xg,yo) de (I') est fournie par la régle de dédoublement des termes :

3 3
xXo + Xyo + Xoy +yyo+§(x+xo)—(y +1yo)+ 1 =0 ou encore x | xo +y°+§ +ylxo+yo—1) +x0—yo+1=0.

Cette tangente est paralléle & I'un des axes de coordonnées si et seulement si xo + yo + 7 =0ouxpo+yo—1=0.

M est donc sur 'une des deux droites (A7) : x+y + % =0ou (Az) : x+y —1=0 qui sont toutes deux paralléles a I’axe

focal (A) :x+y+%:0.
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p est donc aussi la distance de (A) a I'une quelconque de ces deux droites ou la distance d’un point quelconque de (A) a

1
la droite (A7). Comme le point de coordonnées <_4_1’ O) est sur (A),

—— 40+

1 3
4 2 5

P A

WF S+5 ( 1 1> ( 5 5 1+5> (53)etK S 5 ( 1 1> (

ul T T sy T & - BV TRV A - “ 9’ o =99 ——7=\|\ "= = - -
P 8VZ\ vV2'V2 16 1616 ' 16 8'8 8v2\ v2'Vv2 1
(O, 7411 de sorte que la directrice (D) a pour équation y =x — le

| &
| &
|_.
| &

+

(o)
—_
(o)
—_
(o)
—
(o)

1 1 1
2éme étude. On pose X = —=(x+y) et Y = —=(—x+y) ou encore x = —=(X—Y) et y = —=(X+Y) ce qui correspond
p \/Z( y) \/Z( y) ] 1 \/Z( )ety \/Z( ) ce q P
au changement de bases orthonormées de matrice P = \{Z 1 2 . On note (eq,ez) la famille de matrice P dans la
V2 V2

base (1,j). Déterminons une équation de (T') dans le repére Z’ = (O, e1,e2).

3 2 1 5
x4+y)l+3x—2y+1=02X2+ —(X-Y X+Y)+1=02X>+—=X——-Y+1=0
(x+y) Y \/Z( )= ﬁ( ) V2 V2

e2(xe ) ok Sviicoe (xe ) = 2 (v ).

Eléments de (I') dans Z#’.
1 3
- (I") est une parabole de sommet S (—— —) )
ﬂ/

4v2' 8V2
5
- Parameétre p = m L’axe focal de (') est I'axe (SY) et le foyer a une ordonnée strictement supérieure a Ys.
Fo erF—S+i(O N = (_L L)
Yy 8\/2 y V# 4\/2’ \/z %/-

5 1 1
- Directrice K=S — ——=(0,1) %’ = (—— ——) et donc (D) :Y=———.
I 42) 5

8v2 42 42
Eléments de la parabole (I') dans le repére Z.
5 1 1 1 1 5 1
- Parameétre p = ——. Sommet S = | —=Xs — —Y5s, + —Y =|—-——=,—
Y (\/Zsﬁsﬁ ﬁs) (1616)@

e e ) < (39),

(—x+vy) =

- Le foyer F a pour coordonnées (

- La directrice (D) a pour équation t doncy =x —

V2 Tava© 4
3) Pour (x,y) € R?, posons f(x,y) = 2x* —4xy — 3x + 3y + 1 puis Q((x,y)) = 2x? —4xy = 0.
Le discriminant de cette conique est A = 2 x 0 — (=2)?> = —4 < 0 et la courbe est du genre hyperbole c’est-a-dire soit

une hyperbole, soit une réunion de deux droites sécantes. Dans les deux cas, les deux directions asymptotiques admettent
pour équation respective x = 0 et x = 2y (fourni par Q(x,y) =0)
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Point critique.

of

a(x,y):O dx —4y—-3=0

of <Z>{—4x+3=0 Gx=getv=
a_(xay)zo

Yy

On note Q le point de coordonnées <f_1' O> dans le repére Z.

Asymptotes. Ce sont les droites passant par Q de directions d’équations x = 0 et x = 2y. Les asymptotes sont les droites

3 3 3 3
(Dq) :x = 7 et (D2) : x— 1= 2y. La réunion de ces deux droites a pour équation (x — Z) (x —1 Zy) =0 ou encore

9
2x2 —4dxy —3x + 3y + 5= 0. (T') n’est pas (D7) U (D2) et donc (') est une hyperbole.

Axe focal et axe transverse.
Ce sont les deux bissectrices de la paire de droites ((D7),(D2)) ou encore I’ensemble des points a égale distance de ces

2 2
1
deux droites ou encore I'ensemble des points de coordonnées (x,y) dans Z tels que | x — 1) =35 x—2y — %) .
Ce sont donc les droites d’équations respectives | x — é — L x—2y — é =0et [ x— é + L x—2y — é =0
V5 -1 V541
8

(Ax—3) ety = 3 (4x — 3). Seule I'une de ses deux droites a une intersection non vide avec

(T), & savoir I'axe focal et les deux points d’intersection sont les sommets de ’hyperbole.
L’équation aux abscisses des points d’intersection de (T') et (D7) est

2x2 — 4x (—\/58_](4x—3)> —3x+3 (—\/58_](4x—3)> +1=0

ou encore y = —

9v5 —1 3 9 1 1
V5 =0 ou enfin x2 — Zx + — = 0 dont le discriminant vaut ——= > 0.

8 2716 16V5 45
V5 —1

ou encore 2v/5x? — 3v/5x +

L’axe focal est donc la droite d’équation y = — (4x — 3). Les solutions de I’équation précédente fournissent les

8

abscisses des sommets.

4) Pour (x,y) € R?, posons Q(x,y) = —5x? + 6v/3xy + y2. Le discriminant de (') vaut —5 — 27 = —32 < 0.
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La conique est du genre hyperbole et de centre O. Comme O ¢ (I'), (I') est plus précisément une hyperbole de centre O.
Les asymptotes sont fournies par 'égalité Q(x,y) = 0 et sont donc les droites d’équations y = (—3v/3 + 4v/2)x.

-5 3V3

La matrice de Q dans la base canonique est M = ( 33 1 ) . Son polynoéme caractéristique est xpm = X2 +4X—32 =

(X —4)(X + 8). Ensuite, M = PD'P ou P = ] ( V3o > et D = diag(—38,4).

2\ -1 V3
1 1
x = =(V3X+Y) X==(V3x—vy)
Les formules de changement de repére s’écrivent ou aussi .
Y= 5(=X+ V3Y) Y = (x+V3y)
XZ

Dans %Z'(0, e, e2), (') a pour équation —8X? + 4Y? —4 = 0 ou encore — Y2 = 1. Donc a = =1et

1
_~ —_b
avae Nok
c=+Vva?+b?= \/g

Eléments de ’hyperbole dans %’ puis %#. L’axe focal est (O, ez) c’est-a-dire la droite d’équation X = 0 dans #Z’ ou
encore y = v/3x dans Z.

1
- Les sommets sont les points B et B’ de coordonées (1,0) et (—1,0) dans Z’ et donc de coordonnées <— \/§> et

2" 2
1 V3
(-z,—7> dans Z.

3 c 3 3
- Excentricité, foyers, directrices. ¢ = \/; puis e = b = \/; Les foyers F et F/ ont pour coordonnées (O, \/;> et

3 ) V3 3 V33
(O,—\/%) dans Z’ et donc <m,ﬁ> et (—m,—m> dans 4.

1 2
En ce qui concerne les directrices, K = O + "OB = <O, \/; . Les directrices sont les droites d’équations respectives
e
L@/

4
et x—l—\/gy =——.

2 2
Y= \/; et Y = \/; dans %’ ou encore d’équations respectives x + v/3y = NG

Sl =

5) L’équation proposée s’écrit (2x +3y)? —2x+1 = 0. Il s’agit d’une conique du genre parabole de direction asymptotique
éventuelle 2x 4+ 3y = 0.
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L L
V13 V13

Dans #' = (0, X,Y), (I') admet pour équation cartésienne :

1 1
Posons X = 2x+3y)et Y= 3x —2y) ou encore x = ——(2X +3Y) et y = —(3X — 2Y).
y) y) \/ﬁ( ) ety m( )

w

2 )2 6 165

2
13X% — ——(2X 4+ 3Y +1=o<:>13<x— — +— =
( ) 13V13 V13 169

V13

“ (X_ 13\2@)2 B 13\6/ﬁ (Y_ 265\5@)

Ceci montre que (I") est une parabole, fournit le paramétre p = puis les éléments de (T') dans le repére Z' :

6
1313
2 55 , p ( 2 6l > p ( 249 >
S: — VT = ulSF:S+—O,1a/: —— etK:S——O,1a/: — N a— et
(13\/ﬁ zex/ﬁ)@,p 20V =\ 303 613 ) 20V =\ 33 613 )
donc(D)'Y—i
' 2613

Eléments de (I') dans le repére Z.

17 49 191 55 49

S( 3 > puisF( ) et (D) :3x—2y=—.
% %

338" 169 338" 169 26
14
j5 j4 jg jz j1 | I I I I

14

24

34

—4 4

54

6) (') est le point d’intersection des droites d’équations respectives x —y +1 =0 et x +y — 1 = 0 a savoir le point de
coordonnées (0, 1).

U 3)* 1\ 1 31 1
7) L’équation s’écrit (x — z) + <y — §> =5 (T') est le cercle de centre (z, z) et de rayon ﬁ

8) On reconnait une équation du cercle de diamétre [AB] ot A(0,2) et B(T,3).

9) Sionpose X=x+2y —4etY=x—y— 1, Péquation s’écrit XY = 3 ce qui montre immédiatement que la courbe est
une hyperbole dont les asymptotes sont les droites d’équations respectives x +2y —4 =0 et x —y — 1 = 0 et donc de
centre le point d’intersection de ces deux droites QO(2,1). Ce changement de repére non orthonormé ne peut pas fournir
davantage et si on veut les éléments métriques de ’hyperbole, il faut revenir aux méthodes de 3) ou 4).

10) De nouveau, si on pose X =2x+y —1 et Y =x +y (ou méme Y = 3(x +y)) , I'équation s’écrit X? = 3Y. Le nouveau
repére est quelconque mais on peut tout de méme affirmer que la courbe est une parabole de direction asymptotique
2x +y = 0. Avec cette équation, on ne lit cependant aucun des éléments métriques de celle-ci.

n® 2 : Les trois courbes proposées sont des coniques propres (équation polaire d’une conique propre dans un repére dont

I’axe des abscisses est I’axe focal d’origine un foyer : r = ———
1+ ecosb

1) e = 2. Il s’agit une hyperbole dont 'un des foyers est l'origine.

ou p = ed = eFK).
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e e e

N — | —

L’axe focal est (Ox) et donc les sommets de I’hyperbole sont les points d’intersection de la courbe avec I’axe (Ox). Ce

3)

2
sont les points A et A’ de coordonnées cartésiennes (—— 0) et (—2,0) obtenus pour 6 = 7t et 0 = 0 respectivement.

4
Le centre est le milieu du segment [AA’] & savoir le point Q (g, O).

T
les directions asymptotiques sont fournies par : 2cos® —1 =0 & 0 € £— + 2nZ. Les asymptotes sont les droites d’angle

4 4
polaire :l:g passant par Q. Ce sont les droites d’équations respectives y = /3 (x + g) ety =—v3 (x + §)

L’un des foyers F est I'origine. L’autre est le symétrique de F par rapport a Q a savoir le point F’ de coordonnées (—3,0).

1— 1— 5
Les directrices sont fournies par les points K=Q + -0A = (—1,0) et K =Q — -0A = <§,O). Les directrices sont les
e e

droites (D) et (D’) d’équations respectives x = —1 et x = 3
1
2) L’équation s’écrit r = —— Donc e = 5 et la courbe est une ellipse.
5 + cos 6
D). . (D)
[ [
[ [
[ [
[ [
| |
[ [
[ [
| |
| |
[ A [
] | ] ] ] ] ] ] | ]
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 —:10 -9 -8 1 3 4 5 ({3 7
| |
| |
[ [
| |
| |
[ [
[ [
[ [
[ [
| |
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Les sommets du grand axe sont les points A(2,0) et A’(—6,0) obtenus pour 8 = 0 et 6 = 7. Le centre est le milieu Q de
[AA’] de coordonnées (—2,0).
Le premier foyer F est lorigine et le deuxiéme est le symétrique du point F par rapport & Q a savoir le point F/(—4,0).

1 1
Les points K et K’ sont définis par : K= Q + EO—A> =(6,0) et K'=Q — EO—A) = (=10, 0). Les directrices sont les droites
(D) et (D’) d’équations respectives x = 6 et x = —10.
Les sommets du petit axe sont déterminés par b = Va2 —c2 = v42—22 = /12 puis B = Q + b? = (—2,2\/§) et
B=0Q-bj = (—2,—2\/3)
2

1+cos(9+7—zr)

T
Le foyer est toujours l'origine et comme la direction asymptotique est obtenue pour 6 = 5 (et a donc pour angle polaire

3) L’équation r = . On reconnait une parabole dans une présentation non traditionnelle.

U U
E), I’axe focal est donc la droite passant par 'origine F et d’angle polaire 3 c’est-a-dire ’axe des ordonnées. Le sommet

est I'intersection de la courbe avec axe (Oy) obtenue pour 6 = —g. Pour 6 = —g, on obtient 1 = 1 et donc S(—1,0).
Puis K = sg(F) = (—2,0) et la directrice (D) est la droite d’équation y = —2. Enfin, p = FK = 2.

5__
4__
3__
2__
]__

1 1 1 1 F 1 1 1 1
_5—4—3_2_1/345
 [s

(D)
_________________ 2 S

Remarque. Si on n’est pas a ’aise en polaires, on peut toujours repasser en cartésien mais c’est une trés grosse perte de
temps :

En 1), 1(1 —2cos®) = 2 s’écrit 1 — 2x = 2 puis x? + y? = (2x + 2)?.

En 2), (24 cos0) = 6 s’écrit 2r + x = 6 et donc 4(x? +y?) = (—x + 6)2.

2
En 3), (1 —sin@) = 2 s’écrit v —y = 2 puis x> +y? = (y +2)? et donc y = XT —1.
1—1t2
2
n°3 : 1) Une ellipse (privée d’un point) admet une représentation paramétrique de la forme L —Zi—tt , t € R, dans
1+t2
1+t
un repére adapté. Une branche d’hyperbole admet une représentation paramétrique de la forme 1 *ttz ,tel—1,1],
1—t2

2
dans un repére adapté. Une parabole admet une représentation paramétrique de la forme 2p , dans un repére adapté

t

Réciproquement, si la courbe admet une paramétrisation du type de 1’énoncé, les six polynéomes P?, PQ, Q?, PR, QR et R?
sont dans R4[X] qui est de dimension 5 et donc sont linéairement dépendants. On en déduit qu’il existe (a,b,c,d, e, f) #
(0,0,0,0,0,0) tel que aP? + 2bPQ + cQ? + 2dPR 4 2eQR + fR? = 0 ou encore tel que pour tout réel t tel que R(t) # 0,

P(t)\” . . P(t) Q1) QW\* _.Pt) Q1) .
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Le support de ’arc est donc contenu dans la courbe d’équation ax? +2bxy +cy? +2dx +2ey +f =0 ou (a,b,c,d, e, f) #
(0,0,0,0,0,0)).

2t +1
eI T
2) Construction de la courbe t :['—2 " ?
L S P

n°4 (**): Solution géométrique.

(D)

Soit M un point de 'othoptique. M est sur les tangentes (To) et (T;) & la parabole en deux points distincts Mg et M;
et clairement distinct du sommet S. Soient Iy et I les points d’intersection des droites (Tp) et (T7) respectivement avec
la tangente (T) au sommet de la parabole. On sait (construction usuelle de la parabole par points et tangentes) que les
droites (Tp) et (T;) sont perpendiculaires aux droites (Flp) et (FI;) respectivement. Donc le quadrilatére FIoMI; est un
rectangle (3 angles droits connus). Par suite, le milieu de [FM] qui est aussi le milieu de [IpI] est sur la tangente au
sommet (T) et M est I'image d’un point de la tangente (T) par I’homothétie de centre F et de rapport 2. Finalement, le
point M est sur la directrice de la parabole.
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Réciproquement, soit M un point de la directrice et I le milieu de [FM]. On reconstruit le rectangle précédent en plagant
d’abord sur la tangente au sommet (T) les points Iy et I tels que I soit le milieu de [Ipl1] et tels que Igl; = MI. Les
droites (MIp) et (MIy) sont effectivement des tangentes a la parabole qui sont perpendiculaires I'une a Pautre.

L’orthoptique d’une parabole est sa directrice. I

Solution analytique. On choisit un repére orthonormé dans lequel la parabole a pour équation cartésienne y? = 2px.
2

Une équation de la tangente (Tp) a la parabole en un point Mgy = (x0,yo) = (;ﬁ,y()) est —pXo +Yyo = PXo.
P

Deux tangentes (To) et (T7) sont perpendiculaires si et seulement si p? + yoys = 0 (en particulier yoy; # 0). Le point
—pX +YYo = PXo

—px+yy1 =px;
done pour coordonnées (P(Xow —vox) P —X”) _ (_vow &) - (_B ! (yo - v_))
Pyo—y1) " plyo—y1) 2p 72 22 yop

X =—=

d’intersection des tangentes (Tp) et (T1) en deux points distincts est la solution du systéme et a

En résumé, un point M(x,y) est sur l'orthoptique si et seulement si il existe yo # 0 tel que 1 2( pZ) ce qui
Yy=5(Yo— —
2

montre déja qu’un point de l'orthoptique est sur la droite d’équation x = —% c’est-a-dire sur la directrice de la parabole.

1 2
Réciproquement, la fonction yo — 7 (yo — p_) est continue sur ]0, +oo[, tend vers —oco quand yo tend vers 0 par valeurs
Yo

1 2
supérieures et tend vers +oo quand yo tend vers +o0o0. Donc 5 (yo — p_) décrit R quand yo décrit ]0, +oo[, ce qui montre
Yo

que 'on obtient la totalité de la directrice.

n°5 : 1) Soit M un point du plan.
ler cas. Supposons que M ¢ (AB) U (AC) U (BC).

P, Q et R alignés & (lﬁ,P‘R)) =0[n & (lﬁ,m) = (ﬁ,m) (7.

Maintenant, puisque les triangles MPC et MQC sont rectangles en P et Q respectivement, les points P et Q sont sur le
— — — —

cercle de diamétre [MC]. On en déduit que (PQ,PI\_A) - (CQ,CH) (7. De méme, (PR,PWi) - (BR,BH) 7. Par

suite,

P, Q et R alignés & (C—Q>, m) = (ﬁ,m) [71]
& (CA,CM) = (BA, BM) [
& M appartient au cercle circonscrit au triangle ABC (privé des points A, B et C).

2éme cas. Supposons par exemple que M € (AB). Dans ce cas, M = R. Si de plus M n’est ni A, ni B, alors M #£ P et
M # Q puis les droites (MP) et (MQ) sont perpendiculaires aux droites (BC) et (AC) respectivement. Si par ’absurde,
les points P, Q et R sont alignés, on a (MP) = (MQ) et donc (AB)//(AC). Ceci est une contradiction.

Dong, si les points P, Q et R sont alignés, M est I'un des trois points A, B ou C. La réciproque est immédiate.

En résumant les deux cas,

P, Q et R sont alignés si et seulement si M est sur le cercle circonscrit au triangle ABC. I
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2) Parabole tangente aux trois cotés d’un triangle. Commengons par rappeler une construction usuelle de la
tangente en un point d’une parabole : le triangle FMH est isocéle en M et la tangente en M a & est la médiatrice du
segment [FH]. Par suite, le projeté orthogonal P de F sur la tangente (T) est sur 5Tp) la tangente au sommet de la parabole

Z.

P
/ H (D)

Soient A, B et C trois points non alignés. Si & est une parabole tangente aux droites (BC), (CA) et (AB), les projetés
orthogonaux P, Q et R de son foyer F sur les droites (BC), (CA) et (AB) sont alignés sur la tangente au sommet de la
parabole &. D’aprés 1), le point F est nécessairement sur le cercle circonscrit au triangle ABC.

Réciproquement, si F est I'un des trois points A, B ou C, F n’est pas solution car une tangente a une parabole ne passe
jamais par son foyer.

Soit donc F un point du cercle circonscrit au triangle ABC et distinct des points A, B et C. Montrons alors qu’il existe
une parabole de foyer F, tangente aux droites (BC), (CA) et (AB).

On construit les projetés orthogonaux P, Q et R de F sur les droites (BC), (CA) et (AB). Ils sont alignés sur la droite
de SIMSON (Tp) de F relativement au triangle ABC. La parabole de foyer F et de tangente au sommet (Tp) est solu-
tion du probléme posé. La construction des points de contact est fournie par le graphique de la page précédente : on
construit les symétriques de F par rapport aux points P, Q et R (ces symétriques sont sur la directrice) puis on remonte
perpendiculairement & (Ty) jusqu’a la parabole.

n°6 : On choisit un repére orthonormé % dans lequel le point A a pour coordonnées (1,0) et le point B a pour
coordonnées (—1,0). Dans le repére #, la droite (Z2) a pour équation x = 1. Ensuite, il existe un réel 0 tel que le point P
ait pour coordonnées (cos0,sin 0). La tangente (.7) a pour équation xcos® +ysin® = 1. Pour 0 ¢ nZ, le point S a pour

. 1—cos0 0
coordonnées [ 1, ———— | ou encore | 1,tan | = | |.
sin © 2
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La perpendiculaire & la droite (AB) passant P admet pour équation x = cos0. La droite (BS) admet pour équation

0 1 0
—tan <z> (x+ 1) +2y = 0. Ces deux droites se coupent en le point M de coordonnées <cos 0, 7 tan <z> (14 cos 9)) ou

encore (cos 0, cos (g) sin (g)) ou enfin (cos 0, % sin 0).

1
L’ensemble des points M est donc ’ensemble des points de coordonnées (cos 0, 5 sin 6) quand 0 décrit R \ mZ ou encore

Pellipse d’équation x? +4y? = 1 privée des points A et B.

n° 7 : (I) est intersection d’un cylindre parabolique de direction (Oz) et d’un plan non perpendiculaire & la direction
de ce cylindre. On choisit un repére orthonormé 2’ = (Q, X,Y, Z) dans lequel le plan d’équation x +y +z—1 =0 dans le
repére Z = (0, x,\, z) soit le plan (Q,X,Y) ou encore le plan d’équation Z =0 dans le repére Z’.

1
(x —y) et Y=—(x+y—2z) ce qui s 7écrit

Ve

1
On pose donc Z = —(x+y + z— 1) puis par exemple X =

V3

-

L
X V2 V2 N 0
2 W I S H S I I B
7 Ve & ve |l\! 1
L I V3

V3 V3 V3

ou encore

J4 1 1 1
RN
0o = _
Ve V3 3

Dans le repére Z’, la courbe (') admet pour systéme d’équations

1 1 1 1 1 1 1 1\ 2 1 1 1 1
e X4 =Y+ —Z 4= =Xt =Y+ —Z+ =) + =Xt —=Y+—=Z+=]+1
\/Z\/E\/§3<\/§\/E\/§3)<2633)
Z=0

ou encore

—LX+LY+1—(LX+LY+1>2+(LX+LY+1)+1
V2© ve 3 \W20 Ve 3 2 6 3
Z=0

Continuons & deux coordonnées X et Y dans le plan (Q, X,Y).
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1 1 1 1 1 1\ ?° 1 1 1
MX,Y) € (N 6 =X+ =Y+ 3= (=Xt =V o) 4 (X4 =Yg )+

V2 Ve V2 Ve V2 Ve
1 , 2 1 B
(:)g(\/gX—FY) +F(\/§X+Y)+§+\/Zx+1_o
1 4v2 2 10
(:)g(\/§X+Y +—X+3\/_Y+ =0
& (VX +Y)? +8\/_X+£Y+?*O

1 1
On trouve déja une conique du genre parabole. On pose maintenant x” = 5 (V3X+Y)ety' = 5 (—X+1/3Y) correspondant

:%(\/ngry) X=%(\/§x’—y’)

i ou encore
y':z(—x+\/§Y) Y = —x+\/—y
Dans le repére (Q,x’,y’), une équation de la courbe (T') est

aux formules de changement de repére

N

2 2
(V3X +Y)? +8\FX+T\/—Y+? —O(:)4x'2+4\/2(\/§x’—y')+§(x’+\/gy')Jr?O =0
13 3 5
AN X/2 + XI / + = -0
2V6 PN
(:)<X,+ 13)3 ,+§ 1690<:)< 13>23 <,+1>
NN % we) “22\Y Tsv2)
(T') est la parabole de paramétre p = 3 et dont les éléments caractéristiques dans le repére (Q,x’,y’) sont

13 1 B P _ (. 13 B 1 3 _ 13 . _ P _
S(_M’_ﬁ) F=s+300= ( NG 8ﬁ> RN Al ( NG 4f> puis K = 53701
ELCE. )— 3 (0 1)=(—£ —L> et donc (D) : o1
we 8v2) 82 W6 22 vV mm

13 25
. . 1/ V3 -1 a6 | | 1ev2
On repasse maintenant dans le repére (Q, X,Y). S a pour coordonnées 7 ( 1 3 ) - 1 = - 29 , F
. 8v2 16V6
1/ V3 1 46 42 . . 1
A _ —_ D ¢ - ==
a pour coordonnées > ( 1 3 ) 1 - puis (D) a pour équation —X 4 v/3Y 7
42 46
On revient enfin au repére (O, x,y, z).
L 25 1 3
V2. Ve V3 162 3 4
Le point S a pour coordonnées — ] 1 ] 29 + ] = 13 puis le point F a pour
SR I N
0 s _ -
V6 V3 0 3 1
L 7 1 3
V2. Ve V3 42 3 4
coordonnées _ ] 1 ] 5 + ] = 1 et enfin
Vi Ve v3l| e 3
0 2 1 1 3
V6 V3 3 4

B

0

1 V3 1

(D) : { AU Fty—22) ==
x+y+z—1=0
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313 15 3.3
, de sommet S (—Z, e E), de foyer F (—Z,l, —)

Y =3 _
x+y+z—1=0

3
W2 4

et de directrice (D) :

(T') est la parabole de paramétre p =

n° 8 : Posons P = X3 + aX? + pX + .

P(x) =P(y) & (v> —x*) + a(y? = x*) + By —x) =0 & (y —x)(x* +xy +y* + a(x +y) + B) =0
Sy—x=0oux’*+xy+y*+alx+y)+p=0.

L’ensemble cherché est la réunion de la droite (D) d’équation y = x et de la courbe (') d’équation x*+xy+y?+o(x+y)+p =
1 1
0. Pour étudier la courbe (I") qui est du genre ellipse, posons x = —(X 4+ Y) et y = —=(X —Y) puis notons #Z' le repére

V2 V2
(OXY).

x2+xy+y2+oc(x+y)+[520<:)%((X+Y)2+(X+Y)(X—Y)+(X—Y)2)+%(X+Y+X—Y)+B=O
1 2 2 /2 ’ 2 2,5
& 503X +Y) +aV2X+B=0&3 Xt == | +Y2=3(a? = 3p).

2
2
(T) est une ellipse si et seulement si o> — 33 > 0 (sinon (T') est un point ou est vide). Dans ce cas, 3 <X + %) +Y2 =

2 5 x? sz o, 205 2z, ) :

g((’( f3[3)<:>¥+§—10ua —§(CX 736)<§(0€ 736)—b.P&I‘SUlte,
L _VhToa ]az\/] 1T 1
b b N b2 3 V3

n°9 : On peut choisir un repére orthonormé dans lequel () admet pour équation équation cartésienne xy = ab et P
a pour coordonnées (a,b) ot a et b sont deux réels strictement positifs.

_ N, 2 oS
Le cercle (¢') de centre P et de rayon PQ = 20P admet la paramétrisation { : ; %i;\/%zﬁg .

Soit M(a +2v/a? +bZcos0,b +2va? + b?sinB), 6 € R, un point du cercle &.
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M(x,y) € (4) & (a+2vV a2 +b2cos0)(b+2va?+b2sinB) = ab
& (a2 +b%)cosOsind +2v a2 + b2(bcos0 + asind) = 0

b a
(Z}Sinze 4+ ———cos0+ ———=5sin0 =0
(20) a’ +b2 va? +b?

& sin(20) 4 sin(0 + 0p) = 0 o1 B9 = Arccos (L)

Ve
. 30 + 0 . 0 — 09 o . 7790 27
<:>bm< 7 >cos< 5 >—O<:>6—90+7r(27'[)0u9— ?<?)

Les égalités 0 = 09 + 7t (271) fournissent le point Q.

0 27
Les égalités 0 = 0 3 fournissent trois valeurs deux a deux distinctes de 8 modulo 27t et donc trois points deux a

3
deux distincts My, M, et M3 de 1 7hyperbole tels que les trois angles au centre P du triangle M1M;M3 soient égaux a

27
3 Puisque P est le centre du cercle circonscrit a ce triangle, ce triangle est équilatéral de centre P.

n° 10 : On cherche une équation sous la forme (ax + by)? +2cx +2dy + e =0 avec a®> + b?> =T et a > 0.
e (1,00 (2) & a’?+2c+e=0e¢t (0,2) € (2) & 4b> +4d+e=0.

e D’aprés la régle de dédoublement des termes, la tangente en (1,0) a (£?) admet pour équation cartésienne a?x + aby +
c(x+1)+dy+e =0 ou encore (a®+c)x+ (ab+d)y +c+e = 0. Cette tangente est ’axe (Ox) si et seulement si a® +c¢ = 0
etc+e=0et ab+d #0.

e La tangente en (0,2) a (Z?) admet pour équation cartésienne 2abx + 2b%y + cx 4+ d(y + 2) + e = 0 ou encore (2ab +
c)x + (2b2 4+ d)y + 2d + e = 0. Cette tangente est I'axe (Oy) si et seulement si 2b% +d =0 et 2d + e =0 et 2ab + ¢ # 0.
En résumé, () est solution si et seulement si c = —a?, d = —2b%, e =a? =4b%, a? +b?> =1, ab+d #0, 2ab +c #0
et a > 0. 9

a>0,a’=4b2eta’?+b?=1a=—"—<etb=+—.

—_

2 1 V5 \/25 2
Les égalités a = — et b = — fournissent ab+ d = = — = = 0 ce qui ne convient pas.
i 2 V5 2 V5 4 2 45 > ) '
llrestea=—,b=——,c=—=,d=—= et e = = qui fournit bien une solution. On trouve une et une seule parabole.
V5 5 5 5 5

La parabole () admet pour équation cartésienne (2x —y)? — 8x — 4y +4 = 0.

Fe
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