Planche n® 19. Applications linéaires continues,

normes matricielles. Corrigé

+o00
n°1l (*I) : 1) e Soit P € E. Si on pose P = Zaka, il existe n € N tel que Yk > n, ax = 0. Donc ||P|lec =
k=0
P(0) |
p o , ke N} =Max{|lak], 0 < k < n} existe dans R.

e VP ECE, |P|lo =
e Soit P € E. ||P||oo =0=VkeN, |a ] <O=VkeN, ag=0=P=0.
e Soient P € E et A € R. ||AP||oo = Max{[Aay|, 0 < k < n} = AMax{|ar|, 0 < k <1} = [Al||P]|co-

e Soient P = Z aXk et Q = Zkak deux polynémes. Pour k € N, |ax + by| < |ax| + [bx] < [|P|lec + [|Q||co €t donc
k>0 k>0
[P+ Qllo < IIPlloc + [[Qlloo-

| llco est une norme sur E. I

f P o0 o0 .
2) VP € E, [|f(P)[|c = [IP|lcc €t donc VP € E\ {0}, % = 1. On en déduit que Sup { [l IEi ) , Pe E\{O}} = 1. Ceci
montre tout a la fois que f est continue sur (E, || ||oo) et [[[f]l| = 1.

f est continue sur (E,|| |l) et [[If|l| = 1. I

n®2 : (La linéarité de A est claire et de plus A est un endomorphisme de E car si u est une suite bornée, A(u) lest
encore. Plus précisément,)

VueE, ¥n e N, [AWn| < lunl + ini1] < 2wl et done Y € E, [AW)]lso < 2//1loo-

Ceci montre que A est continu sur E et [||A]|] < 2. Ensuite, si u est la suite définie par Yn € N, u,, = (—1)™ alors u est un
élément non nul de E tel que |[u|leo =1 et [[A(U)]|eo = 2. En résumé,

o Vu € E\ {0 AWl <2,

Tl
1AM _

[[ufloo

e JucE\{0,

On en déduit que

A est continu sur (E, || ||o) et [[|A]ll = 2. I

(La linéarité de C est claire et C est un endomorphisme de E car si u est bornée, C(u) lest encore. Plus précisément,)
YueE, ¥neN, |(C(u) n+1 Z [Woo = [W]loo et done Y € E, |C(1)]lo0 < |[1t]]oo-

Par suite T est continue sur E et |||T]|| < 1. Ensuite, si u est la suite définie par Vn € N, u, = 1 alors u est un élément
non nul de E tel que [[uljoo =1 et ||[C(u)]| = 1. En résumé,

ICtwle

o Vu € E\ {0} Tl <1,
oﬂueE\{O},%:L

On en déduit que

C est continu sur (E,| || ) et [IICll| = 1. I
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n°3: 1) Soit f € E.

1

1
ITf = | [TF(x)] dx:J'
0 0

rl X
< <J (1) dt> dx
Jo 0

1 1 1
< O ()] dt) dx :J' [y dx = [f]l1.
JO

0 0

JX f(t) dt‘ dx
0

T
Ceci montre que Vf € E\ {0}, ||f|||]] < 1. Ceci montre que T est continu sur (E, || [1) et que ||| T[] < 1.
Pour n € N et x € [0, 1], posons f,,(x) = (1 —x)™. Pour n € N,
1 111
(1T —x)n 1
il = | 1= ax =[] -

X

puis pour x € [0, 1], Tf, (x) :J (1T—t)™ dt = L(1 — (1—x)™") et donc
0 Tl+]

1 1
B 1 el 1 1 1
I T ] —L |Tf“(x)‘dx_n+1 J'O(l (1—x) )dx_n+1 (1 n+2> N1

1Tl _ n+1
[fnll n+2

On en déduit que Yn € N, |[|T]|| >

1
En résumé, ¥ € N, " < || Tl < 1 et done ||[T] = 1.
n+2

T est continu sur (E, || ||1) et [[|T|| = 1. I

2) Supposons qu'il existe f € E\{0} tel que ||Tf||; = ||f||;. On en déduit que chaque inégalité écrite au début de la question 1)

X 1 1 1 1 X
Jo [f(t)] dt> dx = L <L [f(t)] dt) dx ou encore L <L [f(t)] dt — Jo IT(t)] dt) dx = 0.
1

Par suite, Vx € [0, 1], J [f(t)] dt—J' [f(t)| dt = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle) puis en dérivant la derniére
0

0
inégalité, Vx € [0, 1], [f(x)] = 0 et finalement f = 0. Ceci est une contradiction et donc |||T||| n’est pas atteinte.

1
est une égalité et en particulier J (
0

n®4 : L’application f est linéaire de (E,N) dans (R, |[). Soit A = (aij)1<i,j<n € E.

f(A
Ceci montre déja que f est continue sur (E,N) et que [[|f[|| < n. De plus, si A =1, #0, % = % =n. Donc

f est continue sur (E,N) et [[f|]| = n.

n°5: e VA =(aijlicij<n € Zn(R), |Allee =Max{laijl, 1 <1i,j <nl.

n

Soient A = (ai‘jhgi‘jgn et B = (bi,j)lgi,jgn- Posons AB = (Ci,j)lgi,jgn ol V(l,)) S [[],TL]]Z, Cij = Z ai,kbk,j.
k=1

Pour (1,j) € [1,n]?,

n n
il < ) laidbil < Y [IAlloolBlloo = 11| Alo0 IBlloo
k=1 k=1
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|AB

et donc, |AB|le < NJ|Allco || Bllco- Ainsi, V(A,B) € (#n(C) \{0})?, ————— < M.
[Aloo [IBlfoo AuBa
De plus, pour Ag = Bo = (1)1<ijen # 0, |Aolle = ||Bolle = 1 puis |AoBollee = [[NA0|lc = et done W =n.
Ceci montre que
[ AB||oo 2
up { ARTI—, (A,B) € (4a(C)\ 0)2  =n.
Al [IBlloo "
En particulier, || ||« n’est pas une norme sous-multiplicative.
o VA = (aij)icijcn € 4n(R), ||Al1 = Z lai ;|. Avec les notations précédentes,
1<i,j<n
n
[AB = Z lci ] = Z Z ai kb j
1<i,j<n 1<i,j<n k=1
< ) (Z laikllbx ;) D> ailibwgl
1<i,js<n \k=1 1<i,j,k<n
Z lai byl = [[A[1]B]]1.
1<4,j,k,1<n
AB
Done Y(A, B) € (# (R)\ {02, JABI_ <
A1 1IB]l
R [AoBolli .
De plus, pour Ag =Bp =Eq,1, ona AgB_Ej 1 et donc —————— = 1. Ceci montre que
[Aoll1[/Bollx
[AB: 2
sup { T (A,B) € (a(C)\ (02 ) =1,
[A11IB]l "
En particulier, || |1 est une norme sous-multiplicative.
o VA = (aij)i<ijcn € #n(R), ||All2 = Z aizyj. Avec les notations précédentes,
1<i,j<n
" 2
”AB”% = Z C% Z (Z ai, kbk ))
1<4,jis<n 1<i,j<n
n
< Z (Z a k) <Z ka> inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
1<i,j<n \k=1 k=1
n n
- ¥ (e (Te) - x weto| X 3w -iasm,
1<i,j<n \k=1 1=1 1<4,j,k,1<n 1<i,k<n 1<5,1<n
AB
Done V(A B) € (.4 (R)\ (0%, TP 2 ¢
[Al21B]2 o
De plus, pour Ag =Bp =Eq,1, ona AgB_Ej 7 et donc M = 1. Ceci montre que
[Aoll2[Boll2

|AB2 2} _
S — (A,B M (C 0 =1
UL]‘:){II/Z\IIzIIBIIz (A,B) € (An(TI\0)

En particulier, || |2 est une norme sous-multiplicative.

n° 6 : Une « norme trois barres » sur ., (R) est nécessairement sous-multiplicative. L’exercice précédent montre qu’il
existe des normes sur .#y (R) qui ne sont pas sous-multiplicatives (par exemple || ||o ). Donc une norme sur .#, (R) n’est
pas nécessairement une « norme trois barres ».
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n°7 : Soit N une norme sur .#y (R). D’aprés l'exercice n° 5, || |1 est une norme sous-multiplicative.
Puisque .#»(R) est un espace vectoriel de dimension finie sur R, N et || |1 sont des normes équivalentes. Par suite, il
existe deux réels strictement positifs « et B tels que o [[1 < N < B ||1.

Pour (A,B) € (///n(R))za

N(AB) < B|AB|1 < BJIA[1]B]l1 < %N(A)N(B)

et le réel k = % est un réel strictement positif tel que V(A,B) € (#,(R))?, N(AB) < kN(A)N(B).

1
Remarque. Le résultat précédent signifie que N’ = EN est une norme sous-multiplicative car pour (A,B) € (//ln(]R))z,

— lN(AB) < —

N'(AB) =

n°8: Non,carsi A=FE;; #0et B=E,, #0 alors AB =0 puis N(AB) < N(A)N(B).
n°9 : e Pour H ||] Soient A = (ai,j)]gi,jgn S jfn(R) puis X = (Xi)lgign«%ﬂ,l (R)

n n

[AX][1 —Z Z ai,jXj

i=1|j=1

<y Z aulhgl | = 3 e (Z )

i=1 j=1

n

n
< (DIl Max{Zmi,n,1<j<n}—Max{||lell,1<j<n}x|><||l,
i=1

j=1
en notant Cp,..., Cy les colonnes de la matrice A. Donc, VA € ., (R), |||Allll < Max{||C;||1, T <j < n}.

Soit alors jo € [1,1] tel que ||Cj, |1 = Max{||C;|l1, 1 <j < n}. On note Xp le vecteur colonne dont toutes les composantes
sont nulles sauf la jo-éme qui est égale a 1. Xp est un vecteur non nul tel que

n
IAXoll = D laij,l = Max{||Cj|l1, T<j < nbx [Xolh.

i=1

En résumé,

(1) VX € 1 (R)\ {0}, 12X

< Max{||Gj[1, T <j <nl,
X[

(2) IXo € M1 (R)\ {0}, ||/|§(><<|>|||1

|
On en déduit que VA € 4, (R), [[|Allli = Max{||C;|1, 1 <j < n}
o Pour || [|oo. Soient A = (aij)i<ij<n € #n(R) puis X = (Xi)1<icn#n,1(R). Pour i € [1,n],

= Max{||Cj |1, 1 <j < nl.

3

n

n
(AX)il = > aisx| <D lauslhl < [ D lausl | Xl
j=1

j=1 j=1
n
<Max < Y aisl, T<i<n X[l =Max{|[Lifl1, 1<k <n}x [[X]oo,

en notant Ly,..., Ly les lignes de la matrice A. Donc, VA € 4, (R), |[|[Alll0c < Max{||Li|l1, 1 <i< nk

Soit alors ip € [1,n] tel que [|Liy[l1 = Max{[|Li[[1, T <1< n}. On pose Xo = (€i)1¢icp, 00 Vj € [1,1], & est un élément

Aiy,j

de {—1,1} tel que ay, ; = €jlai, ;| (par exemple, €5 = siai,; #0etegg=1siay;=1).

| 1o]|

n
HAX()HOO = Max Zai,jej s 1 glgn

n n
> | aigig| =D lail = [Lil = Max{[Li1, T< 1<) x [Xollo-
=1 =1
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En résumé,

AX|| s .
(1) VX € 1 (R)\ (0], ”||><|| < Max{|Li]y, T<i<mn),
AXollso .
(2) IXo € M1 (B)\ [0, % > Max{|Lifr, 1<i<n).

On en déduit que VA € #,(R), [[[Allle = Max{||Li][1, 1 <j < n}

Ainsi, en notant Cq,..., C et Ly,..., L;, respectivement les colonnes et les lignes d’une matrice A,

VA € Mn(R), (Al = Max{[|C;[[1, T <j <n}et [[Allo = Max{|[Li[;, T <i<n}.

n°10: Soit D = diag(?whgign € Zn(R). Pour X = (Xi)lgign S /fnJ (R),

n

IDX]2 = J D A< J (p(D))2 ) x{ = p(D)[IX||2,
i=1 i=1

De plus, si A est une valeur propre de D telle que |A| = p(D) et Xp est un vecteur propre associé, alors

DXoll2 = [AXoll2 = Al[IXol|2 = p(D)[|Xo |2

En résumé
(1) VX € o 1 (R)\ {0, ””‘3;'(!2 <p(D),
(2) o € Mpa (R)\ 0}, 1PX0l2 o)
1Xoll2

On en déduit que VD € 2, (R), |[|D]l]2 = p(D).

Soit alors A € .7, (R). D’apreés le théoréme spectral, il existe P € Oy (R) et D = diag(Ai)i1<i<n € Zn(R) tel que A = PD'P.
De plus p(A) = p(D). Pour X € 4 1(R),

|AX||2 = |[PD*PX||2
= |D(*PX)||2 (car P € On(R) = VY € #n 1(R), |PY]2 = [|Y]2)
= ||[DX'||2 ot on a posé X' = *PX.

Maintenant I'application X — *PX = X’ est une permutation de .#;, 1(R) car la matrice *P est inversible et donc X décrit
A1 (R) si et seulement si X’ décrit .#y 1(R). De plus, pour tout vecteur colonne X, | X'||2 = [|[*PX||2 = ||X|/2. On en

AX DX’
déduit que { ||||X||22' X e Mni(R) \{O}} = { ”||X’||!2’ X' e Mn1(R) \{O}} et en particulier,

[IAlllz =[ID[ll2 = p(D) = p(A).

[AX]2
[1X1|2

VA € Fn(R), Al = Sup{ X € Mur(R) \{0}} — olA).

Remarque. L’application A — p(A) est donc une norme sur ., (R) et de plus cette norme est sous-multiplicative.
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