Planche n° 21. Equations différentielles linéaires.

Corrigé

n° 1 : Dans tout 'exercice, on note (E) ’équation différentielle considérée et (Eyy) I’équation homogéne associée.

1) Les solutions de (E) sur R forment un R-espace affine de direction l'espace des solutions de (Ep) sur R qui est de
dimension 1. La fonction x +— 1 est une solution de (E) sur R et la fonction x +— e * est une solution non nulle de (Eyy)

sur R. Donc
Sr={x—=T+Ae X AeR} I

2) Les solutions de (Ep) sur R sont les fonctions de la forme x — Ae*/?. Déterminons maintenant une solution particuliére
de (E) sur R.

lére solution. Il existe une solution particuliére de (E) sur R de la forme x — acosx + bsinx, (a,b) € R2. Soit f une
telle fonction. Alors, pour tout réel x,

2f'(x) — f(x) = 2(—asinx + beosx) — (acosx + bsinx) = (—a + 2b) cosx + (—2a — b) sinx.
Par suite,

—a+2b=1

f solution de (E) sur R & Vx € R, 2f'(x) — f(x) = cosx & { b0

& ] tb 2
= —— e = —.
=75 5

1
SR = {x — g(—costrZSinx) +Ae¥/2 Ae R}.

2éme solution. Par la méthode de variation de la constante, il existe une solution particuliére de (E) sur R de la forme
x — A(x)eX/2 oit A est une fonction dérivable sur R. Soit f une telle fonction.

f solution de (E) surR & Vx € R, 2 ()\’(x)ex/z + %)\(x)e"ﬁ) — 2A(x)e*/? = cos(x)

1
EVxeR, N (x) = ze’x/z cos X.

Or,

1

|~y 1 (—14i)x 1 el-aHix s - .
ze cosXx dx:zRe e 2 dx :ZRe — +C:ge Re ((cosx +1isinx)(—1—21)) + C
3 +1

1
= ge*"/z(fcosx—l— 2sinx) + C.

1 1
Par suite, on peut prendre A(x) = ge*"/z (— cosx+2sinx) ce qui fournit la solution particuliére fo(x) = 5 (—cosx+2sinx).

3) Puisque les fonctions x — —2 et x — xe?* sont continues sur R, ’ensemble des solutions de (E) sur R est un R-espace

affine de dimension 1. Soit f une fonction dérivable sur R.

f solution de (E) sur R & Vx € R, f/(x) — 2f(x) = xe?* & Vx € R, e 2¥f/(x) —2e 2*f(x) =x & Vx € R, (e 2*f)/(x) = x

2 2
o I\ e R/ Vx € R, e 2%f(x) :%Jr)\(:)HAER/VxER, f(x) = (%H) 2%

XZ
s fen () e rexh
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4) L’équation caractéristique (E.) associée a 1’équation homogéne y” — 4y’ +4y = 0 est z2 — 4z +4 = 0 et admet zo = 2
pour racine double. On sait que les solutions de (Ey) sur R sont les fonctions de la forme x — (Ax + p)e?*, (A, u) € R2.

Puisque 2 est racine double de I’équation caractéristique, I'équation y” — 4y’ + 4y = e** admet une solution particuliére
fo de la forme : Vx € R, fo(x) = ax?e?™, a € R. La formule de LEIBNIZ fournit pour tout réel x,

f(x) — 4f5(x) + 4o (x) = a(4x? + 8x + 2)e?* —4a(2x? + 2x)e** + 4ax?e?™ = 2ae?X,

1
et o est solution de (E) sur R si et seulement si a = 7

2
S = {x'—> (% +Ax + p) e, (A )€ RZ}.

5) L’é¢quation caractéristique (E.) associée a I’équation homogéne y” + 4y = 0 est z> +4 = 0 et admet deux racines
non réelles conjuguées z1 = 21 et z; = Z7 = —2i. On sait que les solutions de (Ey) sur R sont les fonctions de la forme
x — Acos(2x) + usin(2x), (A, pn) € R2.

Une solution réelle de équation y” +4y = cos(2x) est la partie réelle d’une solution de équation y” +4y = e***. Puisque
le nombre 2i est racine simple de (E.), cette derniére équation admet une solution de la forme f; : x — axe?™*, a € C.
La formule de LEIBNIZ fournit pour tout réel x,

/(%) +4f1 (x) = a((—4x + 41)e?™* + 4xe?™X) = 4iae?™ .

1 1 . 1
* si et seulement si a = e On obtient f1(x) = 4—ixe2”‘ = Z—lx(fi cos(2x) + sin(2x)) ce

qui fournit une solution particuliére de (E) sur R : Vx € R, fo(x) = —xsin(2x).

1

et fq est solution de y” + 4y = e?t

SR = {x — %xsin(Zx) + Acos(2x) + usin(2x), (A, u) € Rz}.

6) L’équation caractéristique (E.) associée a I'équation (Ey) est z2 + 2z +2 = 0 et admet deux racines non réelles
conjuguées z1 = —1 +1iet zo =2z7 = —1 —1i. On sait que les solutions de (Ep) sur R sont les fonctions de la forme
x — (Acos(x) + usin(x))e ™™, (A, n) € R2.

. 1 . . .
Pour tout réel x, cos(x) ch(x) = Re (e™* ch(x)) = ZRe (elTH1)x 4 e=T+Ux) Notons (E1) I'équation y” + 2y’ +2y = eI +1)x
et (E2) Péquation y” + 2y’ + 2y = e(~17Ux_ Si f; est une solution de (Ej) et f; est une solution de (E;) alors fo =

ZRe(ﬁ + f2) est une solution de (E) sur R d’aprés le principe de superposition des solutions.

e (E;) admet une solution particuliére de la forme f; : x — ae!™V* a e C. Pour tout réel x,
/(%) + 2f7 (x) + 2f1 (x) = a((T+1)? + 2(1 +1) + 2)el"TV* = a(4 + 4)el 1>

1 1—1 1—1
m = Tl On obtient f] (X) = Tl
e (E;) admet une solution particuliére de la forme f, : x — axe!~'*U% a e C. La formule de LEIBNIZ fournit pour tout
réel x,

et 1 est solution de (Eq) sur R si et seulement si a = el1+i)x,

(%) + 2F5 (%) + 2f2(x) = a(((—=1 +1)2x + 2(=1 +1)) + 2((=1 + )x + 1) + 2x)e1FUx = 2iqe(~T+)x

1 i .
et T2 est solution de (E>) sur R si et seulement si a = 7=y On obtient f;(x) = —ze(_”l)x.

e Une solution particuliére fo de (E) sur R est donc définie pour tout réel x par
] ] —1 (1+i)x 1 (—1+1',)X ] ] . . . x 1 .. —x
fo(x) = =Re [ ——e — Ze = ZRe g(l —1i)(cos(x) + isin(x))e* — z(cos(x) +1isin(x))e

1 . N —x
=5 (g(cos(x) + sin(x))e* + 5 sin(x)e )

16

SR = {x — l(cos(x) + sin(x))e* + %sin(x)e*" + (Acos(x) 4 psin(x))e ™™, (A, u) € Rz}.
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n®2: 1) Posons g = f’'+«f. La fonction g est continue sur R et la fonction f est solution sur R de I’équation différentielle
y’ + oy = g. De plus, lirf g(x) = L. Ensuite,
X— +00

f'+of =g=Vx eR, e*f'(x) + xe®*f(x) = e**g(x) = Vx € R, (e**f)’(x) = e**g(x)
= Vx € R, e**f(x) = 1(0) +J'

e*tg(t) dt = vx € R, f(x) = f(0)e ** + e_“XJ e*tg(t) dt.
0

0

X
L
Puisque Re(x) > 0 et que [e”®¥| = e Re(¥)x  Jim f(0)e”** = 0. Vérifions alors que lim e_“XJ e*tg(t) dt = <

X— 400 X— +00 0
sachant que lim g(x) =(.

X— 400
£
On suppose tout d’abord £ = 0. Soit ¢ > 0. Il existe A7 > 0 tel que Vt > A1, [g(t)| < 5 Pour x > Ay,
X A, X
eftxxl[ e‘xtg(t) dt’ < ech(zx)x etxtg(t) dt| + ech(zx)xJ' eRC(“)t\g(t)\ dt
0 0 Al
A] X €
< e—Re(oc)x eoctg(t) dt| + e—Re(oc)xJ' eRe(oc)t % = dt
0 Al 2
Aq ¢
_ e—Re(oc)x eoctg(t) dt| + Z (] o e—Re(oc)(x—A1))
0
(A1 c
< e—Re(oc)x eoctg(t) dt| + z
JO
Maintenant lirf e Rela)x J e*tg(t) dt| = 0 et donc il existe A > A7 tel que Vx > A, e Relx)x J e*tg(t) dt| < 3

Pour x > A, on a

xX
{
ef"‘XJ' e*tg(t) dt‘ < £ + - €. On a ainsi montré que lim f(x) =0= —.
0 2 2 xX— +00 [0 4

On revient maintenant au cas général { quelconque.

!/
f'+af — = 4af -1 e O:>(f—£> +oc<f—£) - 0

xX— 400 [04 xX— 400
:>f—£ - 0=f — £
X Xx— +oo X— 400 X
vf € C'(R,R), Vo € C tel que Re(x) > 0, HI_P (f'(x) + of(x)) =L = lirf f(x) = £

2) 7+ '+ = (f'—jf) —j2 (f' —jf). D’aprés 1), comme Re(—j?) = Re(—j) = 5 >0,

N —

frefief = 0= (F—if) =2 (f' —jf) — 0=f—jf — 0=f — o
X— +00 X— +00

X— 400 X— 400

Vf € C2(R,R), lim (f"(x)+f'(x)+f(x)) =0= lm f(x)=0.

X— +00 X— +00

3) Montrons le résultat par récurrence sur n.

e Pour n =1, c’est le 1) dans le cas particulier { =0 (si P = X — «, P(D)(f) =’ — af avec Re(—«) > 0).

e Soit 1 € N*. Supposons le résultat acquis pour n. Soit P un polynéme de degré n + 1 dont les racines ont des parties

réelles strictement négatives et tel que lirf (P(D))(f)(x) = 0. Soit & une racine de P. P s’écrit P = (X — «)Q ou Q est
X— +00

un polynéme dont les racines ont toutes une partie réelle strictement négative. Puisque
P(D)(f) = (D — ald) o (Q(D))(f) = (Q(D)(f))" — «(Q(D)(f)) = 0,

on en déduit que Q(D)(f) +—> 0 d’aprés le cas n =1 puis que f +—) 0 par hypothése de récurrence.
o0 o0

Le résultat est démontré par récurrence.
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n°3 : On pose g = f + f”. Par hypothése, la fonction g est une application continue et positive sur R et de plus, la
fonction f est solution sur R de I’équation différentielle y” +y = g sur R. Résolvons cette équation différentielle, notée
(E), sur R.

Les solutions de 1’équation homogéne associée sont les fonctions de la forme x — Acosx + usinx, (A, n) € R%. D’aprés la
méthode de variation des constantes, il existe une solution particuliére de (E) sur R de la forme fy : x — A(x) cos(x) +
w(x)sin(x) ou de plus les fonctions A et @ sont solutions du systéme

A cos(x) 4+ w'sin(x) =0
—A’sin(x) + p'cos(x) =g
Les formules de CRAMER fournissent Vx € R, A’(x) = —g(x) sin(x) et p'(x) = g(x) cos(x). On peut alors prendre Vx € R,
xX xX
Alx) = —J' g(t)sin(t) dt et p(x) :J' g(t) cos(t) dt puis
0 0

X

Vx € R, fo(x) = —cos(x)J'

g(t)sin(t) dt + sin(x) JX g(t) cos(t) dt = J'X g(t)sin(x — t) dt.
0

0

X

Ainsi, les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x — A cos(x) + psin(x) +J g(t)sin(x —t) dt, (A, n) € R2.
0
La fonction f est I'une de ces solutions. Par suite, il existe (Ao, o) € R? tel que ¥Vx € R, f(x) = Ao cos(x) + po sin(x) +

X
J g(t) sin(x — t) dt et donc pour tout réel x,
0

X

g(t)sin(x +m—t) dt + JX g(t)sin(x —t) dt = — J'XJr7r g(t)sin(x —t) dt + J g(t)sin(x —t) dt
0 0 0

X—+7T

f(x) + f(x + ) :J'
0

= J'XJr7r g(t)sin(t—x) dt = J g(u+x)sin(u) du > 0.

x 0

On a montré que si Vx € R, f(x) + f(x) > 0, alors Vx € R, f(x) + f(x +7t) > 0.

n° 4 : Dans tout 'exercice, on note (E) ’équation proposée et (Ey) I’équation homogéne associée.
2

1) On note J I'un des deux intervalles | — 0o, 0[ ou ]0, +oo[. Sur J, I’équation (E) s’écrit encore y’ — =y = 0. Comme la
X

2
fonction x — —— est continue sur J, les solutions de (E) sur J constituent un R-espace vectoriel de dimension 1. Enfin, la
X
fonction x — x? est une solution non nulle de (E) sur J et donc .%5 = {x —Ax%, A € ]R}.
Mx2six >0

ArxZ six >0
{ AxZsix <0

Soit f une solution de (E) sur R. Nécessairement, 3(A1,A2) e RZ/Vx € R, f(x) =<{ 0six=0 =
Aax?2 six <0

Réciproquement, une telle fonction f est définie sur R, dérivable sur R*, solution de (E) sur R* et vérifie encore I’équation

(E) en O si de plus elle est dérivable en 0. Donc, une telle fonction est solution de (E) sur R si et seulement si elle est

dérivable en 0.

Il est géométriquement clair que f est dérivable en 0 pour tout choix de Ay et Az et donc f est solution de (E) sur R pour

tout choix de A7 et Aj.

— Ax?six >0 ;
yR_{XH{AZXZSix<O ’(?\MAZ)GR .
On note que Y& est un R-espace vectoriel de dimension 2. En effet, pour toute solution f de (E) sur R, f(x) =

x2six >0 0six >0 ) .
A { Osix <0 + A2 { Leix<0 = Aif1(x) + Azf2(x). Donc g = Vect(fy,f2) avec (fq,f2) clairement libre.

Un exemple de graphe de solution est donné a la page suivante.
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2) L’ensemble des solutions sur | — 0o, 0[ ou |0, +-00[ est {x — Ax, A € R}

AMxsix >0

Aaxsix <O~
Réciproquement, une telle fonction f est solution de 1’équation (E) sur R si et seulement si elle est dérivable en 0.
Il est géométriquement clair que f est dérivable en O si et seulement si A7 = A, et donc

SR ={x— Ax, A € R} I

Dans ce cas, .k est un R-espace vectoriel de dimension 1.

Soit f une solution de (E) sur R. Nécessairement, I(A1,A2) € R?/ Vx € R, f(x) = {

A
3) L’ensemble des solutions sur | — 0o, 0[ ou ]0, +ool est {x — o A e R}

Axsix >0
Soit f une solution de (E) sur R. Nécessairement, 3(A1,A2) e RZ/Vx € R, f(x)={ 0six=0

Axsix <0
Réciproquement, une telle fonction f est solution de I’équation (E) sur R si et seulement si elle est dérivable en 0.
Il est géométriquement clair que f est dérivable en O si et seulement si Ay = A, =0 et donc

Dans ce cas, & est un R-espace vectoriel de dimension 0.

4) Soit f une fonction dérivable sur ]0, +ool.

1 2
f solution de (E) sur J & Vx € J, xf'(x) —2f(x) =x> & vx € J, X—zf’(x)— X—3f(x) =1
li
ovxel, (lzf) (x)=1& M eR/Vxe]J, L’z‘)zx+A<:>3)\eR/vXe], @=x+>\
X X X

S eR/Vx e, f(x) =x3 + A2

S0 100l =X X3 +Ax%, A € RL

5) Si f est une solution sur R de I’équation x>y’ 4+ 2xy = 1 alors 0% x f'(0) + 0 x f(0) = 1 ce qui est impossible. Donc

IR =O.
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6) e Résolution sur | —o0,0l, ]0, 1[ et ]1, +ool. Soit I I'un des trois intervalles | —oo, 0, ]0, [ ou ]1, +ool. Sur I, 'équation

1 1
m. Puisque les fonctions x — Z et x — m
de (E) sur I constituent un R-espace affine de dimension 1. Soit f une fonction dérivable sur I. Pour x € I, on note ¢ le
signe de x sur I.

1
(E) s’écrit encore y' + Y= sont continues sur I, les solutions
X

Lln(ex)

f solution de (E) sur I & Vx € I, f/(x) + ;—Xf(x) = m syxel, exleX)f/(x) 4 ;—Xe% In(ex) f(x) = h
svxel (Vi h' ) = —Y*  ovxel (Vaf) ()= —t
’ 2x(1 —x) ' 2/ex(1 —x)°

Déterminons alors les primitives de la fonction x +— sur I. En posant u = /ex et donc x = eu? puis

€
2/ex(1 —x)

du = 2eudu.

£

s = | e ev au= |

1 —eu?
-Résolution sur] — oo, 0.

Dans ce cas, ¢ = —1 puis 5 du = Arctan(u) + A = Arctan(v/—x) + A. Par suite,

J & g J _1
2/ex(1 —x) R
f solution de (E) sur] —00,0[ & I € R/ Vx €] — 00, 0[, vV—xf(x) = Arctan(+/—x) + A

&N eR/ Vx €] — 00,0l f(x) = ArCtan\(/‘/_x_") +A

-Résolution sur10,1[ et ]1, +ool.
1
€ 1 —n(ﬁ—'—]) six > 1
Dans ce cas, ¢ = 1 puis J NG dx = J 0 du=<{ 2 Vx—1 + A. Par suite,
ex(T—x
argth(y/x) six €0, 1[
-Résolution sur]0,1[ et ]1,+ool.

1
th A 5
‘%0,1[—{X»—)%,7\6R}6t%]‘+w[_ X._>2

-Résolution sur 0, +oo[ et sur R. Si f est une solution de (E) sur ]0, +oco[ ou sur R, alors 0 x f'(1) +0 x (1) = 1 ce qui
est impossible. Donc

Ao 4o =D et Sr =D.

-Résolution sur] — oo, 1[. Si f est une solution de (E) sur ] — oo, 1[, alors il existe nécessairement (A1,A2) € R? tel que

Arctan(/—x) + A

vV—x
Vx €] —oo, 1[, f(x) =< 1six=0 . Réciproquement une telle fonction est solution si et seulement
argth (v/x) + A

VX

six <0

si0<x <1
si elle est dérivable en O.
Quand x tend vers 0 par valeurs inférieures,

(v’

f(X)—L<7\1+\/_xT+o((\/_X)3)>_ A F14+ 2 o(x) = A +£(0) + 2+ o(x).

V—x 3 V= 3

V—x

et quand x tend vers 0 par valeurs supérieures,
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fx) = —= (Ao 4+ R+ (Vo' o (i) ) =22 41+ X tom) =22 1 50) + Xt oo
T\ 3 VX 3 VX 3 '
Par suite, f est dérivable a droite et a gauche en O si et seulement si A; = A, =0 et dans ce cas, quand x tend vers 0,
f(x) = f(0) + X + o(x) ce qui montre que f est dérivable en 0. En résumé, f est solution de (E) sur ] — oo, 1] si et

seulement si A7 = A, = 0.

Arctan (\/fx) Gix <0
v —x
%7m‘][: X — ]SiX:O
th
L) o cn e

7) Résolution de (E) sur | — 00,0[ et sur ]0,+ool. Soit I 'un des deux intervalles | — 0o, 0[ ou ]0, +oo[. On note ¢ le

1 1
signe de x sur I. Sur I, (E) s’écrit encore y’' + ¢ <1 — —) y = ex?. Puisque les deux fonctions x — ¢ (1 — —> et x — ex?
X X

sont continues sur I, les solutions de (E) sur I constituent un R-espace affine de dimension 1. Soit f une fonction dérivable
sur 1.

1
f solution de (E) sur [ & Vx € I, f'(x) + ¢ <1 - ;) f(x) = ex?

l) eexfeln(ex)f(x) _ Exzeexfeln(ex)

Syx el ex e/ () 4 g (1 -

& vx el ((sx)_se”f)l (x) = x x%e>

e Sil=]0,+oo[, e=1et

X / x
f solution de (E) sur ]0, +-00[ < Vx €]0, o0l (%f) (x) = xe* & A € R/ Vx €]0, +00l, %f(x) — (x—1)e* +A

& I\ e R/ Vx €)0, +o0[, f(x) =x% —x + Axe *.

Aotool = {x = x* —x+Axe ™, A € R}.
e Sil=]—00,0} e=—1c¢et

f solution de (E) sur ]0, +-00[ & Vx €]0, +ool, (—xe *f) "(x) =xPe ™ & ¥x €]0, +ool, (xe_"f)/ (x) = —x3e .

Or, fose_x dx =x3e 73J'xze_x dx = (x3 +3x%)e > — 6Jxe_x dx = (x> +3x% + 6x +6)e ¥ + A et donc

f solution de (E) sur | — 00, 0[ & IA € R/ Vx €] — 00,0[, xe *f(x) = (x> +3x% + 6x +6)e * + A
6 + Ae*

S INeR/Vx €] —o00,0[, f(x) =x*>+3x+6+

6 + Ae*
y]o‘m[:{Xsz+3x+6+ +Xe ,?\eR}.

Résolution de (E) sur R. Si f est une solution de (E) sur R, nécessairement il existe (A1,A2) € R? tel que Vx € R,
x2 —x+Axe *six >0

Osix—0 {xz—er)nxe_"six}O
f(x) = - = 6+ Ae* . Réciproquement, une telle fonction est
6+ Aye* 2 - ’
243464 +X2€ six <0 X~ +3x+ 6+ six <0
solution sur R si et seulement si elle est dérivable en 0.
Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures, f(x) = —x+o0(x)+A1x(14+0(1)) = (A; —1)x+ o(x). Par suite, f est dérivable

a droite en 0 pour tout choix de A; et (0) =A; — 1.

Quand x tend vers 0 par valeurs inférieures,
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2

6+A2 (1 +x+%+o(x2))
f(x) =6+ 3x+o0(x) +

6+ A A
= J; 2+6+7\2+<3+—2)x+0(x)

X 2
Par suite, f est dérivable a gauche en 0 si et seulement si A, = —6. Dans ce cas, quand x tend vers 0 par valeurs inférieures,
f(x) = o(x) et fé(O) = 0. Maintenant, f est dérivable en O si et seulement si f est dérivable a droite et & gauche en 0 et
f4(0) =f4(0). Ceci équivaut a Ay = —6 et Ay = 1.

xZ —x+xe Xsix =0
SR = —eX .
® X x2+3x+6+wsix<0

n
n°5: e Pour n € N, posons an = (—1)"'=——2"__ La suite (an)nen ne s’annule pas et pour n € N,

n—1
an+1__(2n+2)!>< n!? XZn—]__(ZnJrZ)(szr])XZn—]__2(2n—1)
a.  (2n)! Mm+112 " 2n+1 (m+1)2 2n+1 n+1
1
Par suite, ‘azﬂ —+> 4 et d’aprés la régle de d’ALEMBERT, R, = 1 Pour x tel que la série converge, on pose
n mn— +00
+00 . C.?

SEPICU ok

1
e Soit x € }—Z, 1 [ Pour n € N, on a (n+ 1)any1 +4na, = 2a,. Pour chaque n € N, on multiplie les deux membres

+00 +00 +o00
de cette égalité par x™ puis on somme sur n. On obtient Z M+ TDanix™ +4x Z nax" ' =2 Z anx™ ou encore
n=0 n=1 n=0
(1 +4x)f'(x) = 2f(x). De plus f(0) = ap = 1. Mais alors
we |11 (1 + 4x)f'(x) = 2f(x) éVxe_fl H e Tl g/ (5) 2 e Tn(Hd)g(x) = 0
4’4\ | 44 1+ 4x
1 117 f ! 11 f(x) £(0)
= Vx € VRV EER T A x) =0 Vx € — =, =
| 474 <M)() - ] 44[ Vi+4x V140
= Vx € —%,% , f(x) = V1 +4x.

n
e Pour n € N, posons u, = n I La suite u est strictement positive & partir du rang 1 et pour n > 1,

2n—1)

Unyr  2(2n—1) 2n—1 o
U 4Mm4+1)  2n+2 7

Ainsi, la suite u est décroissante a partir du rang 1. De plus, d’aprés la formule de STIRLING,

n 2n
(2n)! (?) Vdmm

L) _ T e too 2n
nZ2(2n — 1)4™ n-+ (%) (27m) (2n)an

1
BN

Par suite, u,, — 0. En résumé, la suite u est positive et décroissante & partir du rang 1 et lim w, = 0. On en déduit
n— 400 n— +oo

n
que la série numérique de terme général (—1)"! n = (—1)™ Tu, converge en vertu du critére spécial aux séries

2n—14r
alternées (théoréme de LEIBNIZ).

1 1
e La fonction f est donc définie en 1 Vérifions que f est continue en 1
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1 b 1
Pour x € }O, ‘_J et n € N, posons fn(x) = apxy = (—1)! ﬁx“. Pour chaque x de }O, Z}’ la suite (fy(X))nen ne
s’annule pas et la suite ((—1)""f.(x))nen est positive a partir du rang 1. Ensuite, pour n > 1 et x € ]O 4} ,
fn+1(x) Ant1 2(2n—1)x<2(2n—1) ><1:411—2<
frn(x) an n+1 n+1 4 In+4

On en déduit que pour chaque x de ]O, la suite numérique (|fy(x)|)nen décroit a partir du rang 1. D’aprés une

Z_a

1

1
majoration classique du reste a I'ordre n d’une série alternée, pour n > 1 et x € }O }

lan41]
Z fr(x)] < \fn+1(x)|:\an+1|xn+] < 42“ =Un+1,

k=n+1
+o00 1
et donc Vn € N, Sup { Z fr(x)|, x € }0, é_l] } < Up 1. Puisque la suite (uy ) tend vers 0 quand n tend vers 400, on
k=n+1

1
a montré que la série de fonction de terme général f,,, n € N, converge uniformément vers f sur }O, Z—J . Puisque chaque

1 . 1 -
— |, f est continue sur |0, ] et en particulier en 1

fonction f,, est continue sur }O, 1

Mais alors

=V2.

4>|~

+o0 (7])n71cn 1
E —~n _f(_ ) = lim f(x)= lim V1+4x=4/1+4x
= (n—1an 4 7

1

X— g xX— 7
1
X<z

x<

n]C _\/z
Z (2n—1)4n 7

n°6 : 1)P0s0nsA:<? 712 )

XA =A% —5A+6=(A—2)(A—3) puis A = PDP~! ou D = diag(2,3) etP—< }

Posons X = ( x ) puis X; =P X = ( e )
Y Y1

x" =4dx — 2y 1 1 1 1 1
{ &X' =AX& X =PDP X & PT'X =DP'X & (P7'X)/ = D(P~'X) & X| = DX

-
N———

y'=x+y
(:){ ;{;gz &3(a,b) eR/ VL ER, { ;(11((?)2%(;1
&3(a,b) R/ VEER, (3((?) ) = ( } f) (E?: )
&3(a,b) €R/VLER, (;((?) ) = ( ggiijff;it )

1

. . . T T . . T R )
2) Puisque la fonction t — cost est continue sur }72, 5 [, les solutions réelles sur }72, z[ du systéme proposé
0

constituent un R-espace affine de dimension 2.

Résolution du systéme homogéne associé. Posons A = ( ; :} ) XA =A?+1=(A—1)(A+1) et en particulier A

. . . . 1
est diagonalisable dans C. Un vecteur propre de A associé a la valeur propre i est ( 114 ) et un vecteur propre de A
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. . 1 . . .
associé a la valeur propre —1 est ( 144 ) . On sait alors que les solutions complexes sur R du systéme homogéne associé

sont les fonctions de la forme X : t+— ae't ( 1 1—i > + be~ it ( 1 li ), (a,b) € C2.

Déterminons alors les solutions réelles du systéme homogéne.

VA w( 1 w( 1 et
, it —it =ae " v
Xréelle & Vt € R, ae (1i)+be <]+i>_ae (1+i>+be (11)

& b =1 (car la famille de fonctions (e't, e 't) est libre.)

Les solutions réelles sur R du systéme homogéne sont les fonctions de la forme X : t — ae't ( 1 1 i ) +ae it ( 1 —]l— i ) =

2Re (ae“( 11—1 )), a € C. En posant a = A +ip, (A, pn) € R?,

; 1 (A+1ip)(cost + isint) Acost — usint
it — —
2Re (ae ( 1—1 )) = 2Re (( A+1iu)(1 —1)(cost+1isint) =2 A(cost+sint) + p(cost —sint) /-

Maintenant, le couple (A, i) décrit R? si et seulement si le couple (2A,2p) décrit R? et en renommant les constantes A et

. . . R o cost —sint >
i, on obtient les solutions réelles du systéme homogéne : t +— A ( cost 4+ sint ) +u ( cost — sint ), (A1) € R-.

Résolution du systéme. D’aprés la méthode de variation de la constante, il existe une solution particuliére du systéme

de la forme t — A(t) ( COSt. > + wu(t) ( _SmJF > ou A et p sont deux fonctions dérivables sur }72 E[

cost+sint cost —sint 2’2
1
3 T T , cost , —sint
_—— J— = t
telles que pour tout réel t de } 35 [, A(t) ( cost 4 sint ) + 1 (t) ( cost — sint ) COOS . Les formules de
sint 1 sint

(cost+sint) = —1—

CRAMER fournissent A’ (t) = . On peut prendre

1
cost—sint) =1— et W' (t) = —
t( ) cost H( ) cost

cos
Alt) =t+1In(cost) et pu(t) = —t + In(cost) et on obtient la solution particuliére

cost

X(t) = (t+1n(cost)) ( cost +sint

) +(—t +In(cost)) ( —sint ) _ ( t(cost+sint) + In(cost)(cost —sint) )

cost—sint 2tsint 4 2costln(cost)

t(cost+sint) + In(cost)(cost —sint) + Acost — psint (A ) € R
2tsint + 2costln(cost) + A(cost + sint) + p(cost — sin t) ! ’

t

3) Puisque la fonction t — < €

¢ ) est continue sur R, les solutions sur R du systéme proposé constituent un R-espace

affine de dimension 2.
5 =2

T )-XA =M —1IA+28 = (A—4)(A—7). Un

Résolution du systéme homogéne associé. Posons A = <

1 ) et un vecteur propre de YA associé a la valeur propre 7 est

vecteur propre de YA associé & la valeur propre 4 est (

( R Ces vecteurs fournissent des combinaisons linéaires intéressantes des équations :

x' =5x—2y+et o (x+y) dx+vy) e+t
y'=—x+6y+t (x—2y) =7(x—2y) +et -2t

t
M)+ y(t) == — 5~ g + A"
& 3 p) ER?/VLER, 3et 42t ]62
_2 = — — A
x(t) y(t) 6 + 7 + 49 + ue
t
() =28 3t 33 ohedtt 4 et
&3 w eR?/VtER, §15t]4 81392
. 1ot 4t o7t
Vi ="F% 7 "

5 1 -1
4) PosonsA=| 2 4 =2
T -1 1
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5-A 1 —1
xa=| 2 4-X =2 |=05B-NA*=5A+2)—2(-A)+(-A+2) = A3+ 10A\* —26A + 12
1 —1 1=

=—A=6)A2 = +2)=—A—6)A—2+V2)A—-2—-V2),

et en particulier A est diagonalisable dans R.

—x+y—z=0
(x,y,z) e Ker(A—6l) &< 2x—2y—2z2=0 &S z=0etx=y.
x—y—5z=0

Ker(A — 6I) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,1,0).

B3—V2)x+y—z=0 z=03—V2)x+vy
(x,y,z)EKer(A(2+\/Z)I)<:>{ 2x+(2-V2)y—2z2=0 <:>{ x4+ (2—=vV2)y—2(3—=vV2)x+y) =0
x—y—(1+v2)z=0 x—y—(1+v2)((3 = V2x+y) =0
z=03—-V2)x+y
&< (—4+2V)x—V2y =0 <:>{
—2V2x—(2+V2)y=0

(:){ y=(-2v2+2)x
z=(05-3V2)x

z=(03—-V2)x+y
y=(—2v2+2)x

Ker(A — (2 + v/2)I) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,2 — 2v/2,5 — 3v/2). Un calcul conjugué montre
alors que Ker(A — (2 — v/2)1) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,2 4+ 2v/2,5 + 3v/2).

1 1
On sait alors que les solutions du systéme homogéne t — ae®t | 1 +bel2+V2t 2-2V2 |4ce2 V2| 242V2 ,
0 5-3V2) 5+3V2)
(a,b,c) € R3.

2 10
5) PosonsA=| —1 0 0 |.xa=| -1 —A 0 =(T=A)(A? =22 +1) = (1 —A)3. Le théoréme de CAYLEY-
1T 11 1 1T 1=A
HAMILTON permet alors d’affirmer que (A —1)3 = 0.

On sait que les solutions du systéme X’ = AX sont les fonctions de la forme t — e'AXy ot X € .45 1(R). Or, pour t € R,

x e (car les matrices t(A —I) et tI commutent)

e
+ tn 2 n
<Z —!(A— I)") x et] = et <Z m(AI)“)

n=0

1 0 0 1 1 0 > 1 1 0 1 1 0

=et (0 1 0 |+t =1 =1 0 +5 -1 =1 0 -1 =1 0

0 0 1 1T 1 0 1T 1 0 1T 1 0
1+t t 0
=et —t 1—t 0
t t 1

(o e}

1+t t 0 (a+ (a+b)t)et
Les solutions du systéme sont les fonctions de la forme t — e*A Xy = et —t 11—t 0 =| (b—(a+b)t)et |,
t t 1 c ((a+4b)t+clet
(a,b,c) € R3. Maintenant,

x(0) 0 a=
y(0) | = 1 S<¢ b=1
z(0) -1 c=-—1
tet
La solution cherchée est t — [ (1 —t)et
(t—1)et
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n®7: Soit A €. (R). Pour t € R, posons g(t) = ||X(t)||% = (X(t)]X(t)). La fonction g est dérivable sur R et pour tout
réel t

g'(t) = 2(X(1)IX"(t)) = 2 (X(t)JAX(t)) = 2*X(t)AX(t) > 0.

Ainsi, la fonction g est croissante sur R et il en est de méme de la fonction /g : t— [|X(t)]|2.

1 1
2t 2t2
1 1

2 2t
sur ]0, +oo[ du systéme proposé est un R-espace affine de dimension 2.

. . 2t . .
n° 8 : 1) Puisque les fonctions t — ett— < 12 ) sont continues sur J0, +oo[, ’ensemble des solutions

Résolution du systéme homogéne associé. Le couple de fonctions (x,y) = (1,1) est solution du systéme homogéne

. . .. 1
associé sur ]0,+oo[. Pour chaque réel strictement positif t, les deux vecteurs ( ¢ ) et ( 1

) constituent une base de

1
> (R) car ‘ ¢

0 o(t)
Bm( ] >— ( talt) + B(t) >

’ = 1 # 0. Cherchons alors les solutions du systéme homogeéne sous la forme t — o(t) < J]c +

1 1 p_ ] B
r_ - = — t U
y'=5x+t 5y to/ + ot B = St 5 (to+ B) to! + B = o
o = L B’ =0
& 2t VAN , [3
B +p' = B % =52
2t 2t t
, B(t) =A
& A\, 1) € R/ YVt €]0, +o0l, , A
o' (t) = =
2t2
i B(t) =
& A\, u) € R/ YVt €]0, +o0l, A
a(t) =—=—+pn
2t
A
X(t) = —E +
& (A, p) € R/ vt €]0, +ool, A
t) == t
ylt) =5 +u
1 : 1
Maintenant, pour tout réel strictement positif t, w(t) = ]2t = —1 # 0 et donc les deux fonctions t +— ]Zt
— t —
2 2

1 . . .
ett— < ¢ ) sont deux solutions indépendantes du systéme homogéne sur ]0, +oo[. Les solutions sur ]0, +oo[ du systéme
1

homogeéne sont les fonctions de la forme t — A ]Zt +u ( 1 ) .

2

Recherche d’une solution particuliére du systéme par la méthode de variations des constantes.
1

1l existe une solution particuliére du systéme de la forme t — A(t) 7]2_t + u(t) ( 1 ) ou A et u sont deux fonctions
2
dérivables sur 0, +oo[ telles que pour tout réel strictement positif t, A’ (t) _]Z_t +u'(t) ( 1 ) = ( f;( ) . Les formules
1
de CRAMER fournissent A'(t) = _L] ’ f;c 1 ‘ =—t? et pu'(t) = _L] ]Zt , = % On peut prendre A(t) = —? et
3 t

3t . . . S 3t2 (1 11¢2/12
u(t) = T et on obtient la solution particuliere X(t) = -3 1 + T ( > = ( 7t3 /12 )
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L
t2 +1

sur R du systéme proposé est un R-espace affine de dimension 2.

t -1 1 242 _
2) Puisque les fonctions t — ( ) et t— ( v ) sont continues sur R, I’ensemble des solutions

1t t2 4+ 1 3t

Reésolution du systéme homogéne associé. Les couples de fonctions X7 = (x,y) = (t,—1) et (x,y) = (1,t) sont
solutions du systéme homogéne associé sur R. De plus, pour chaque réel t, w(t) = _t] ][ =t2 41 # 0. Le couple

de fonctions (X7, X2) est donc un systéme fondamental de solutions sur R du systéme homogéne X’ = AX. Les fonctions

solutions du systéme homogéne X’ = AX sont les fonctions de la forme t — A ( j1 ) +u ( 1 ), (A, u) € R2.

Recherche d’une solution particuliére du systéme par la méthode de variation de la constante.

Il existe une solution particuliére du systéme de la forme t — A(t) ( _t] > + u(t) < ][ ) ou A et u sont deux fonctions

1 2_
dérivables sur R telles que pour tout réel t, A’(t) ( _t] > +u(t) ( ] ) < 2~ ) Les formules de CRAMER

t) 2l 3t
. 1 2 -1)/(t2+1) 1 243 + 2t 2t 1 t 22 =1)/(t2+1)
. ! . _ _ /! _ —
fourn1ssent7\(t)——t2+] ‘ 3t/(t2 + 1) t | @12 21 etu(t)——t2+] 1 3t/(t2+ 1) —
S 1 peut déja prendre A(t) = - In(€2 + 1), B s'sz ST 5J Tt 6J U 4t pui
————. On peu rendr ==In . Ensui —— dt=5| 5>—dt—6| ——— uis
(212 P eaRp 2 SRCESIE (e 2+rnz P
1 t —2t t 2411 t 1 1
——dt= 5—— — = 2 = 2| ——dt—-2| ———
Jt2+1dt t2+1 th(tzﬂ)zdt 2 J(t2+1)2 dt 2 Jt2+1dt J(t2+1)2dt’
et donc J' ; dt = 1 _t + Arctant | + C. On peut prendre pu(t) = L — 3 Arctant
e+ 2\em R pett b MY =2 '
%1n(1+t2)+ 77 —3Arctant+At+p
=t t t+2 »(NH)ERZ
__ 2 _ _
21n(1+t )thz—l—] 3t Arctant — A + ut
1 Sh(zt)X/ = ch(Zt)x — l Sh(zt)X/ _ ch(Zt)x _ l
3) Side plus y = —, le systéme s’écrit X/ x ] ouencore - x - On obtient
x —sh(2t) = = —x + ch(2t) sh(2t)x’ = x> — ch(2t)x

x2

X
1
x3 — ch(2t)x = ch(2t)x — < ou encore x* — 2ch(2t)x? + 1 = 0. Ensuite,

xt —2ch(2t)x2 + 1 = (x2 — ch(2t))?2 —sh?(2t) = (x2 —e?t)(x2 — e 2t) = (x —et)(x + ef)(x — e t)(x + e t).

Ainsi, nécessairement (x,y) € {(et,e7t), (e7t,et), (—et, —e™t), (—e™t, e')}. Réciproquement, si (x,y) = (e, e™t),

(et — e 2t)et =sh(2t)e' =sh(2t)x’

N —
N —

(St+e ) —et=

N —

ch(2t)x —y =

et
t 1 t —3t ] t —3t ] 2t —2t\,—t —t /
—x + ch(2t)y = —e' + z(e +e 7Y = z(—e +e 7Y = —z(e —e “Y)e ' =—sh(2t)e ' =sh(2t)y’.

Donc le couple X7 = (x,y) = (et, e ) est une solution non nulle du systéme. De méme, si (x,y) = (e~ %, et),

1 1 1
ch(2t)x —y = z(et +e 3 —et = E(—et —e 3 = —z(eZt —e et = —sh(2t)e t = sh(2t)x’
et
—t ] 3t —t ] 3t —t ] 2t —2t) ,t t /
—x+ch(2t)y =—e* + z(e +e b= Z(e —e Y = z(e e ?Y)et =sh(2t)et =sh(2t)y’.
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t —t
Donc le couple X2 = (x,y) = (e™, e') est une solution non nulle du systéme. Enfin, w(t) = ’ ee_t eet —e2t —e 2t =
2sh(2t) # 0 et le couple (X7, X2) est un systéme fondamental de solutions sur ]0, +ool.
Aet + pet
210,400 = {t ~ ( Ae t et ) (A, p) €R? .
1 4x — 2 8 4x — 2
n°10 : 1) Sur I = }z,—l—oo [, (BE) s’écrit y” + 2:+ ]y’ s 7Y = 0. Puisque les deux fonctions x ~— Z:T et

P sont continues sur I, les solutions de (E) sur I forment unR-espace vectoriel de dimension 2.
X

Recherche d’une solution polynomiale non nulle de (E). Soit P un éventuel polynéme non nul solution de (E). On
note n son degré. Le polynome Q = (2X + 1)P” 4+ (4X — 2)P’ — 8P est de degré au plus n.. De plus, le coefficient de X™
dans Q est (4n — 8)dom(P). Si P est solution de (E), on a nécessairement (4n — 8)dom(P) =0 et donc n = 2.

Posons alors P = aX? 4+ bX + c.

(2X + 1)P” + (4X — 2)P’ — 8P = (2X + 1)(2a) + (4X — 2)(2aX + b) — 8(aX? + bX + ¢) = —4bX + 2a — 2b — 8¢

Par suite, P est solution de (E) sur I si et seulement si —4b = 2a — 2b — 8¢ = 0 ce qui équivaut & b = 0 et a = 4c. La
fonction f1 : x — 4x2 + 1 est donc une solution non nulle de (E) sur I.

Recherche d’une solution particuliére de la forme f, : x — e**, x € C.
(2x + 1)(e%)" + (4x — 2)(e**)’ — 8e™* = (a?(2x + 1) + ar(4x — 2) — 8) e™* = (2ax(x + 2)x + o — 2x — 8) ¥

Par suite, o est solution de (E) sur I si et seulement si 2a(ox + 2) = o2 — 20t — 8 = 0 ce qui équivaut & &« = —2. Ainsi, la
fonction f2 : x — e 2* est solution de (E) sur I.

1
Résolution de (E) sur }—z, +00 [ Veérifions que le couple (f1,f2) est un systéme fondamental de solution de (E) sur

1 1
}—E,Jroo [ Pour x > 3

w(x) = = (—8x? —8x —2)e ¥ = —2(2x + 1)%e 2 £0.

1
Donc le couple (f,f2) est un systéme fondamental de solution de (E) sur } 3 —|—oo[ et

A1 e[ = DX A2 1)+ pe 2%, (A, ) € B2},

Résolution de (E) sur R. On a aussi 5”]7 1= {x = A@x? + 1)+ e 2, (A ) € RZ}. Soit f une solution de (E)

o0, —

1
AM(4x?+ 1)+ pre ¥ six < —5

sur R. Nécessairement, il existe (A1,A2, 11, 12) € R* tel que Vx € R, f(x) = 1 (par
A2(4x? 4+ 1) + upe X six > )

continuité a gauche en —=).

1 1
f ainsi définie est deux fois dérivables sur ]oo, —5 { et sur } 3 400 [, solution de (E) sur chacun de ces deux intervalles

et vérifie encore (E) en x = 3 si de plus f est deux fois dérivable en 5

1
En résumé, f est solution de (E) sur R si et seulement si f est deux fois dérivables en 5
Ls s N . R 1 1 1 .
f est déja deux fois dérivable a droite et & gauche en —5 De plus, en posant h = x + 5 ou encore X = ) + h, on obtient
1
quand x tend vers ) par valeurs inférieures
f(x) =A1(2—4h +4h?) + wee 2" = (201 +epwq) + (—4A1 — 2epy )h+ (4A1 + 2eps )h? + o(h?),

1
et de méme quand x tend vers —5 par valeurs supérieures, f(x) = (2A2 4+ epa) + (—4A; — 2epz )h+ (4A; + 2epz Jh? 4 o(h?).

2
(A1 +2A2) + .

1
Par suite, f est deux fois dérivable en —3 si et seulement si 2A\1 + ey; = 2A, + el ou encore [y = -
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a(dx? +1)+be 2*six < .

Ainsi, les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x +— ) 2 1>
c(dx? +1)+ (E(a—l—c) b) e X six > -5
(a,b,c) € R3. Ainsi, 'espace des solutions sur R est de dimension 3 et une base de cet espace est par exemple (f1,f2, f3)
1
4X2+1SiX§*z e*Z"singl Osingl
oufy : xm— 1 ,fa i x> 21 et f3 : xm—
Zo2x g - 2% > 42 1 2% > L
ee six > 3 e S1X 3 X< + +ee S1X 3
2) Sur I =0, +ool, Péquation (E) s’écrit y” — _— ]y’ + T ])y = 0. Puisque les deux fonctions x — T E et
— m sont continues sur I, les solutions de (E) sur I forment un R-espace vectoriel de dimension 2.
x(x
La fonction f; : x +— x est solution de (E) sur I. Posons alors y = fyz. Puisque la fonction f; ne s’annule pas sur I, la

fonction y est deux fois dérivables sur I si et seulement si la fonction z est deux fois dérivables sur I. De plus, d’aprés la
formule de LEIBNIZ,

(x2 +x)y” —2y" 4+ 2y = (x? +x)(f{'z+ 2f12" + f12") — 2x(f1z + f12') 4 2f12
= (x% +x)F12" 4+ (2(x? +x)f] — 2xF1)z" 4+ (% +x)f) — 2] + 2f1)z
= (x> +x%)z2" +2xz2'.

Par suite,

y solution de (E) sur I & Wx € I, (x> +x%)z"(x) + 2xz'(x) = 0
2

"
&SVxel z (X)+x(x+1)

I
Z/(X) — O <:>VX c I, (eZIn\x\—Zln\x+1\Z/) (X) _ 0

2
e AeR/Vxel z’(x)zh(xi]) &3\ p) eR?/ Wxel, Z(X)Z)\(x+21nx—3—c>+u

SIA ) eR?/vx el yx) =Ax%?+2xIn|x| — 1) 4 px.

+oo
3) Cherchons les solutions développables en série entiére. Soit f(x) = Z anXn une série entiére dont le rayon R est

n=0
supposé a priori strictement positif. Pour x €] — R, R|,

+00 oo >
Axf"(x) — 26" (x) + 9x>f(x) = 4x Z nn—1apx"2-2 Z nax™ "+ 9x? Z anx™
n=2 n=1 n=0

“+o00 “+o00 +o00
=4 Z nmn—1Nanx"'-2 Z nax" ' +9 Z anx™?
n=1 n=1 n=0

+o00 +o00 +o00 +00

= Z n2n —3)ax™ ' 49 Z apx"t? = Z n(2n —3)anx™ ' 49 Z an_3x"!
n=1 n=0 n=1 n=3
+o00
=—aj +4axx + Z (2n(2n —3)a, + 9a,_3)x™!
n=3

Par suite, f est solution de (E) sur ] — R, R[ si et seulement si a; =a; =0et Yn > 3, 2n(2n —3)a, + 2an_3 = 0 ce qui
s’écrit encore

9

=a;=0et VYn >3, =—>—>——50n_3.

aj az e n an 21’1.(21’1. — 3) an—3

L 9 . L
Les conditions a1 =0 et Vn > 3, a, = 7ma"’3 sont équivalentes a Vp € N, azp41 = 0 et les conditions a; =0
n(2n —
9

et Vn 2 3, an = 7man73 sont équivalentes a Vp S N, (13p+2 =0.

9 1
6p(6p—3) P> T 2p(2p—1) BN
a = — ] X — ] X X 1 (71)13(1

T p2p—1) " 2p—-2)2p-3) 2p)!

Enfin les conditions Vp € N*, a3, = — sont équivalentes pour p > 1 a

TIx1%eT
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En résumé, sous '’hypothése R > 0, f est solution de (E) sur ] — R, R[ si et seulement si Vx €] — R, R[, f(x)

: : . —1)P :
Réciproquement, puisque pour tout réel x, lim -————x3P = 0 d’aprés un théoreme de croissances comparées, R = 400

x— 400 (2p)!
pour tout choix de ap ce qui valide les calculs précédents sur R.

+oo
1
Les solutions de (E) développables en série entiére sont les fonctions de la forme x — A Z (( > ))' x3™, x € R. Ensuite,
nj!

pour x > 0,

+00
(_] )n 3n
HZ:O 2n)

Donc la fonction x +— cos (x3/2) est une solution de (E) sur ]0,+oo[. La forme de cette solution nous invite a changer
de variable en posant t = x3/2. Plus précisément, pour x > 0, posons y(x) = z(x3/?) = z(t). Puisque 'application
@ : x— x3/? est un C2-diffeomorphisme de ]0, +-oo[ sur lui-méme, la fonction y est deux fois dérivables sur ]0, +ool si et
seulement si la fonction est deux fois dérivable sur ]0, +oo[.

9
Pour x > 0, on a y(x) = z(x3/2) puis y’(x) = ; 1/22/(x3/2) puis y”(x) = %xil/zz’(xyz) + ZXZN(X3/2) et donc

4xy” (x) — 2y’ (x) + Ix?y(x) = 4x <§X_1/ZZI(X3/2) + sz”(x3/2)> -2 <§x1/zz’(x3/2)) + 9x?z(x3/%)

_ 9X2(ZH(X3/2) + Z(X3/2))'

Par suite,
y solution de (E) sur 0,400l & ¥x > 0, 9x?(z"(x3/?) +z(x*/2)) =0 &Vt > 0, 2" (t) + z(t) =0
&3\ p) e R?/VE >0, z(t) =Acost + psint
&I ) e R?/Wx >0, y(x) = Acos(x>/2) + usin(x3/2).
Ao ool = {x — Acos(x3/2) 4 usin(x>/2), (A, p) € R?}.
. . 2 1—x xe % . .
4) Puisque les fonctions x — — X = et x — sont continues sur | — 1, +ool, les solutions de (E) sur

1+x’ 1T+x T+x
] —1, 400l constituent un R-espace affine de dimension 2.
Résolution de I’équation homogéne.
La fonction f; : x +— e* est solution sur | — 1,400l de I’équation (14 x)y” — 2y’ + (1 —x)y = 0. Posons alors y = f;z.
Puisque la fonction f ne s’annule pas sur | — 1, +o0l, la fonction y est deux fois dérivable sur ] — 1, +o0[ si et seulement
si la fonction z est deux fois dérivable sur | — 1, +oo[. De plus, la formule de LEIBNIZ permet d’écrire pour x > —1

(T+x)y"(x) = 2y"(x) + (T =x)y(x) = (1 +x)(f1z(x) + 2f1 (x)2" (x) + f1(x)2" (x)) — 2(f] (x)z(x) + f1(x)2'(x))
+ (T=x)f1(x)z(x)

(1+x)f1(x)z" (x) 4+ (2(1 +x)f1 (x) — 2f1 (x))2"(x) = ((T + x)z" (x) + 2xz" (x))e™.

Par suite,

y solution de (En) sur] —1,+oco[ & Vx > —1, (1 +x)z"(x) + 2xz'(x) =0 & ¥x > —1, z"(x) + (2

2
& Vx> _], erlen(ler)Z//( ) (2_ T) €2X721n“+x)2/(X) -0

2x

!
Svx > -1, (b(‘jrinzz') (x)=0& M eR/ Vx> —1, 2/(x) = A(x + 1)2e 2%,

Maintenant
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1 1 1 1
J(x+1)2 X dx = — 2(x+1) +J(x+1)e’2"dx:—z(x—i—ﬂze’zx—z(x+1)672"+zje*2xdx
2
:(—%(x+1)2—%(x+1)—%)e_2x+C:(—X——g—x—§>e_2X+C——%(2x +6x+5)e X+ C

On en déduit que

2 ,—2x

y solution de (Ey)sur] —1,4+oo[ & AR/ Vx > —1, z/(x) = A(x + 1)7e

—

SIAp) eR?/ Vx> —1, z(x) = =S (2x* +6x+5)e X +

&I\ p) e R?/Wx > —1, y(x) = —=(2x* + 6x +5)e X + pe*.

-I>I>44>|>‘

A
Maintenant, A décrit R si et seulement si 7 décrit R et en renommant la constante A, les solutions de (Ey ) sur | —1, +o0|

sont les fonctions de la forme x — A(2x? + 6x +5)e ™ + pe*, (A, u) € R2.

Recherche d’une solution particuliére de (E). Au vu du second membre, on peut chercher une solution particuliére
de la forme fy : x — (ax+b)e ™, (a,b) € R

(T+x)((ax+ble ™) =2((ax +ble ™) + (1 —x)(ax +b)e * = ((1 +x)((ax + b) —2a) — 2(—(ax +b) + a)
+ (1T —x)(ax+b))e”
= (2bx + (4b —4a))e *

. Une

Nl—‘

Par suite, fo est solution de (E) sur | — 1, +o00[ si et seulement si 2b =1 et 4b —4a = 0 ce qui équivaut 4 a =b =

1
solution de (E) sur ] — 1, +oo[ est x — %e*".

1
L 40| = {x = A(2x% + 6x + 5)e ™ + pe* + %e"‘, A e Rz}.

e—Zx

Vx2 41

5) Puisque la fonction x — est continue sur R, les solutions de (E) sur R constituent un R-espace affine de
dimension 2.

L’équation caractéristique de 1’équation homogéne est z? + 4z + 4 = 0. Puisque cette équation admet —2 pour racine
double, les solutions de I’équation homogéne associée sont les fonctions de la forme x — Ae™2* + pxe 2%, (A, u) € R2.

D’aprés la méthode de variation de la constante, il existe une solution particuliére de (E) sur R de la forme x — A(x)e 2* +

i(x)xe 2% ot A et u sont deux fonctions dérivables sur R telles que

AN (x)e=2* 4+ ' (x)xe 2* =0

—2x
SN (x)e X 4w (x) (< 2x + T)e ¥ =
x2 41
0 xe %X N
: / _ —2x L
Les formules de CRAMER fournissent A'(x) = p— e (C2x+1)e 2 | = o et
x2 +1
e 2x 0
1
n(x) = i | _pe-2x e 2x \/— On peut prendre A(x) = —v/x2 + T et u(x) = argsh(x) = In (x +VxZ2+ 1)
x2 41

puis fo(x ( \/7(2—+Xln( ))

YR:{ (7\+ux+( \/xz——l—xln(x—i-\/xz—))) 2 (A,u)ERZ}. I
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n° 10 : Soit f une éventuelle solution. f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = —f(—x) + e*. On en déduit que f’
est dérivable sur R ou encore que f est deux fois dérivable sur R. En dérivant 1’égalité initiale, on obtient pour tout réel x

£(x) = /(—x) + e = —f(x) + e + &,

et donc f est solution sur R de I'équation différentielle y” +y = 2ch(x). Par suite, il existe (A, u) € R? tel que Vx € R,
f(x) = ch(x) + A cos(x) + wsin(x).

Réciproquement, soit f une telle fonction. f est dérivable sur R et pour tout réel x,
f/(x) + f(—x) = (sh(x) — Asin(x) + pwecos(x)) + (ch(x) + Acos(x) — usin(x)) = €* + (A + pn)(cos(x) — sin(x)),

et f est solution si et seulement si A + pu = 0.

Les fonctions solutions sont les fonctions de la forme x — ch(x) + A(cos(x) — sin(x)), A € R.

n° 11 : Soit f une éventuelle solution. f est dérivable sur ]0, +o0[ et pour tout réel x > 0, f'(x) = f (%) . On en déduit

que T’ est dérivable sur ]0, +oo[ ou encore que f est deux fois dérivable sur |0, +oo[. En dérivant I’égalité initiale, on obtient
pour tout réel x

wr 3 {3\ 3 316 \ 3
0 = —1gaf (16x>_ 16x2f<(3/16)/x)_ Toxz <)

3
et donc f est solution sur R de I’équation différentielle x2y” + Ey =0 (E). Les solutions de (E) sur ]0, +oo[ constituent

un R-espace vectoriel de dimension 2. Cherchons une solution particuliére de (E) sur ]0,+oo[ de la forme g, : x — x%,
x € R.

3 3
fo solution de (E) sur ]0, +oo[ & Vx > 0, x?ax(oc — 1)x* 2 + Ex“ =0 o®—a+ T 0
P 1 3
a=gouo= .
Les deux fonctions f1 : x — x4 et f2 : x — x3/% sont solutions de (E) sur |0, +oo[. Le wronskien de ces solutions est
x1/4 x3/4
wx)=1|1 3 3 “ia | Ty # 0 et donc (fq,f2) est un systéme fondamental de solutions de (E) sur ]0, +oo[. Ainsi,
—X =X
4 4

si f est solution du probléme, nécessairement 3(A1,Az) € R? tel que Vx > 0, f(x) = Arx'/4 + Ax3/4,

Réciproquement, soit f une telle fonction.

A 3A 3 31740 33/4
Pour tout réel x > 0, f'(x) = %X_3/4 + sz_1/4 et f (ﬁ) = TIX_”“ + TZX_3/4. Donc
A A 1/4A 3/4A
f solution & Vx > 0, I]X_3/4 + %x‘”“ = 3T]X_1/4 + 3—2X_3/4
&x > 0 ALIVEE V2 B I V2 B 31\ /4 33/, 3/
"4 4 2
A A 1/4A 3/4A
& Vx>0, Z]X]M + %x3/4 = 3T]X3/4 + 3T2x1/4 (aprés multiplication par x)
Ao 334N 3A 314\ 2
278 Y Tz Shmgah

X\ 3/4
Les fonctions solutions sont les fonctions de la forme x — A <x1/ 442 (g) >

n°® 12 : La fonction nulle est solution. Dorénavant, f est une éventuelle solution non nulle. Il existe donc xo € R tel que
f(xo) # 0.

xo+0
e L’égalité f(xo)f(0) = J' f(t) dt = 0 fournit f(0) = 0.

Xo—o

Y
e Pour tout réel y, J f(t) dt = f(0)f(y) = 0. Maintenant, la fonction f est continue sur R et donc la fonction y
—y

Y
J f(t) dt est de classe C' sur R. En dérivant, on obtient pour tout réel y, f(y) + f(—y) = 0 et donc f est impaire.
—y
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1 xo+y Xo+y
e Pour tout réel y, on a alors f(y) = J f(t) dt. Puisque f est continue sur R, la fonction x — J' f(t) dt

f(x0) Jiyy f(x0) Jxo—y
Xo0+yY
est de classe C! sur R et il en est de méme de f. Mais alors la fonction x — m J f(t) dt est de classe C? sur R et
0 X0—VY
il en est de méme de f. ’
f est de classe C? sur R.
x+y
e En dérivant a y fixé ou x fixé 1'égalité f(x)f(y) = J f(t) dt, on obtient pour tout (x,y) € R?, f'(x)f(y) = f(x +y) —
x—y

f(x—y) et f(x)f'(y) = f(x+y)+f(x—y). En dérivant la premiére égalité a y fixé et la deuxiéme a x fixé, on obtient pour

tout (x,y) € R?, f’(x)f(y) = f'(x+y) —f'(x—y) = f(x)f” (y). En particulier, pour tout réel x, £ (x)f(xo) —f(x)f" (xo) = 0

" (x0)
f(xo

ou encore " (x) —kf(x) =0 ou f =

f est solution d’une équation différentielle du type y” —ky = 0.

o f est donc de 'un des types suivants : x — Acos(wx) 4+ psin(wx), (A, n) € R et w > 0 ou x — ax + b, (a,b) € R?
ou x — Ach(wx) + psh(wx), (A, u) € R? et w > 0 (suivant que k > 0, k = 0 ou k < 0). De plus, f étant impaire, f est
nécessairement de 1'un des types suivants :

x — Asin(wx), A € R* et w >0 oux +— ax, a € Rx ou x — Ash(wx), A € Ret w > 0.

Réciproquement,
x+y

-siVx € R, f(x) = ax, a € R* alors f(x)f(y) = a®xy et J f(t) dt =

x—y

(x +y)? — (x —y)?) = 2axy. Donc f est

| e

solution si
et seulement si a = 2. On obtient la fonction solution x — 2x.

- siVx € R, f(x) = Asin(wx), A € R* et w > 0, alors f(x)f(y) = A? sin(wx) sin(wy) et

x+y A 2\ 2
J' f(t) dt = —(cos(w(x —y)) —cos(w(x+y))) = m sin(wx) sin(wy). Donc f est solution si et seulement si A = o
x—y

On obtient les fonctions solutions x +— © sin(wx), w > 0.
- siVx € R, f(x) = Ash(wx), A € R* et w > 0, alors f(x)f(y) = A% sh(wx)sh(wy) et
*+y A 2\ 2
J f(t) dt = a(ch(w(x—l—y)) —ch(w(x—vy))) = o sh(wx) sh(wy). Donc f est solution si et seulement si A = o
x—y

2
On obtient les fonctions solutions x — — sh(wx), w > 0.
w

400 eftx —tx

e
n°® 13 : Existence de F(x) = J T dt. Soit x > 0. La fonction t — (s dt est continue sur [0, +oo[ et est
0
] e—tx
dominée par 2 quand t tend vers +o00. Donc la fonction t — 172 dt est intégrable sur [0, +oo[. On en déduit que

F est définie sur ]0, +ool.

Dérivées de F. Soient a > 0 puis @ : [a,+oo[x[0,+oco[ — R
eftx

R

e Pour tout réel x € [a, +oo, la fonction t — D(x,t) est continue et intégrable sur [0, +ool.
e La fonction @ admet sur [a,+oo[x [0, +oo[ des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 par rapport & sa premiére variable x et
pour tout (x,t) € [a,4o0[x[0,4o0]

a(D( 0 te ™t . azqa( 0 tZe
— =——— ¢t —(x,t) = ——.
ox T+t2  ox? 7’ 1+t2
De plus
. oD 2 .
- pour tout x € [a, +ool, les fonctions t — a—(x,t) et t— F(X’t) sont continues par morceaux sur [0, +o0ol.
X X
0D 2
- pour tout t € [0, +oo[, les fonctions x — a—(x,t) et x — W(x,t) sont continues sur [0, +ool.
X X
RIO) te—ta aZ(D tZ —ta
- pour tout (x,t) € [a, +o0[x[0, +o0l, a(x,t) < 1e+—t2 = @1(t) et W(X't) < ]i—tz = @3(t) ou les fonctions

@1 et @3 sont continues par morceaux et intégrables sur [0, +oo[ car sont dominées en +oo par o
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D’apreés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres (théoréme de LEIBNIZ), F est deux fois dérivable sur [a, +oo|
et les dérivées de F s’obtiennent par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout réel a > 0, F est deux fois

" +o00 aZF eftx +00 tZeftx
dérivable sur |0, +oo[ et pour x > 0, F’(x) = ———dt= — dt.
] Letp (x) JO 21+ 2 L T+t
B +o0 tZeftx
vx >0, F’(x) = — dt
o 1+t
“+o0 +o0 1
Equation différentielle vérifiée par F. Pour x > 0, F”(x) + F(x) = J e ™dt= { etx] =—.
0 0 X
" ]
vx >0, F”(x) + F(x) = —.
X
oo ; +oo s +o0
sint sinu cosu
Existence de G(x) = J' dt. Soit a > 0. Montrons 'existence de J' du et J du.
o t+x a a u
A A
sinu cosa = cosA cosu cos A 1
Soit A > a. Une intégration par parties fournit J n du =— fJ' —— du. Puisque < —, on
o u a A o u A A
. cos A , . cosu 1 . cosu L
a lim = 0. D’autre part, puisque Yu > a, ‘—‘ < —, la fonction u — est intégrable sur [a,+oo[ et en
A~ +00 u? u? u?
R A cosu L. o A sinu L.
particulier, >— du a une limite quand A tend vers +oo. On en déduit que du a une limite quand A tend
a uw a

T sinu T cosu

vers +o0o ou encore que l'intégrale J' du converge en +00. De méme, J' du converge en +o00.

a a

Mais alors, pour x > 0,
+oo

TR ginu . cosu
COS X du —sinx du =
u « u « u

+0o L1 o
sin(u — x) du —

+o00  : t
J' s dt = G(x) existe.

0 t+x

x

G est définie sur ]0, +ool.

u . .
est continue sur ]0,+oo[, la fonction x —

Equation différentielle vérifiée par G. Puisque la fonction u —

+oo s +0o0 s X o +o00
sinu sinu sinu cosu

J du = J' du—J du est de classe C! sur ]0, +o00[. De méme, la fonction x — J' du est de

X u 1 u 1 u x
classe C' sur ]0, +oo[ puis G est de classe C! sur ]0, +oo[. De plus, pour tout réel x > 0,

+oo ; +oo0 ; +oo s “+o0
sinu cos x sin’x cosu cos x sin’x sinu cosu
G’(x):—sinxJ du— —cost' du+ :—sinxJ du—cost du,
X u X X u X « « u
puis en redérivant
+00 s 2 +o00 2
sinu sin“ x cosu Cos” X 1
G”(x):—cost du + —i—sinxJ du + =—G(x)+ -.
X X u X X
" ]
vx >0, G”(x)+ G(x) = —.
X
+oo s +o0 400 i
sinu cosu sinu
Limites de F et G en +00. Puisque J —— duet J du sont deux intégrales convergentes, lim J du =
1 u 1 x— oo J u
0 cosu

lim J du = 0. Puisque les fonctions sinus et cosinus sont bornées sur R. On en déduit que lim G(x) = 0.

X—+00 J X— +00
“+o00 e—tx “+o00 ]
Pour tout réel x > 0, |F(x)| = J —— dt < J' e ™ dt=— et donc lim F(x)=0.
0 1 + t 0 X X— 400

lim F(x) = lim G(x)=0.
xX— +00 X— +00
Egalité de F et G. D’aprés ce qui précéde, (F—G)” + (F— G) = 0 et donc il existe (A, 1) € R? tel que pour tout x > 0,
F(x) — G(x) = Acosx + usinx. Si (A, i) # (0,0), alors Acosx + psinx = /A2 + pu? cos(x — xo) ne tend pas vers 0 quand x
tend vers +oo. Puisque 1in{1 F(x) — G(x) =0, on a nécessairement A = = 0 et donc F— G = 0. On a montré que
X— +00

“+o0 —tx +oo -
sint
VX>O,J —zdtzJ' dt.
0 1 + t 0 t + X
+t sint T
Remarque. On peut montrer que ’égalité persiste quand x = 0 (par continuité) et on obtient J' —~ dt = 5
0
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