Planche n° 23. Intégrales curvilignes. Intégrales

multiples. Corrigé

2

n°1: 1) C est Parc paramétré t — (T’ t), t variant en croissant de —1 & 1.

! 2 -1)/2 t
P R S P
c - t2 -1 L 2 -1 L
2 2

= 0 (fonction impaire).

-

2)
27t 27
J w = ((cost — sin® t)(—sint) + cos> t(cost))dtzJ (cos* t 4 sin® t — costsint)dt
C Jo 0
r270 27T . .2
2t 2t
= ((cos® t 4 sin? t)? — 2 cos? tsin? t — cos tsint)dt :J <1 - sin(2t) o ( )> dt
JO 0 2 2
27 .
sin(2t) 1 1 371
= 1— ——(1— 4)))dt=2n(1—- | = —.
[, (15 g0 oo o2 1-3) =3
=
C 2
3)
/2 /2
J w :J (costsintcostsint)(—sint) dt = fJ cos? tsin® t dt
C 0 0
/2 3¢ 54177 1
:Jo (—cos? tsint 4 cos* tsint)dt = [COZ 700; ]o :*g—l—g
2
157
=
c 15°
2 2 1 2 s P ., 0 0Q
n°2: 1) w = x“dx+ y-dy est de classe C' sur R* qui est un ouvert étoilé de R* et est fermée car @ =0= x

On en déduit que w est exacte sur R? d’aprés le théoréme de SCHWARZ. Par suite, I'intégrale de w le long de tout cercle
parcouru une fois dans le sens trigonométrique est nulle.
2 2 1 2 . opP 0Q 1 :
2) w =y“dx + x“dy est de classe C' sur R~ et n’est pas fermée car Pl 2y #2x = I On en déduit que w n’est pas
y X
exacte sur R?. L’intégrale de w le long d’un cercle parcouru une fois dans le sens trigonométrique n’est plus nécessairement
nulle.

On parcourt le cercle C le cercle de centre (a,b) et de rayon R > 0 une fois dans le sens trigonométrique ou encore on
consideére I'arc paramétré y : t+— (a+ Rcost,b+ Rsint), t variant en croissant de 0 a 27t.
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((b + Rsint)?(

J'ZTL
0

27
(acost —bsin

27
(2acos? t

(a(1 4 cost)

(a— b+ R(co
0

(

2nR%(b — a).

2n(b —a) + Jo

n°®3:

—Rsint) +

27

1) Représentons le domaine D = {(x,y)

(a4 Rcost)?(R cost)) dt

t 4 2aR cos? t — 2bRsin? t + R?(cos® t —sin® t)) dt

—2bsin? t + R(cos® t —sin® t)) dt

—b(1 —cost) + R(cost — sint)(cos? t + costsint + sin® t)) dt

st—sint)(1 + costsint)) dt

R(cost — sint + cos? tsint — cos t sin? t) dt)

eR?/x<1,y<1, x+y=>1.
N [
N I
N
N [
__+ —_—
1
I N
| N

1 1 1 -y
I= J (x+y) dxdy—J (J (x—i—y)dy) dx (ou aussiJ (J (x—i—y)dx) dy)
Jp 0 \J1—~ o \Jo
N 2qy=1 1 U2
= [xy+y—} dx:J (x+lx(1 ) 1= )dx
Jo 2 yo1« 0 2 2
M Nl 12
o\ 2 6 2 3

2) Si on pose pour (x,y) € /mbr?, f(x,y) =
mémes valeurs en deux points symétriques par rapport & O. Puisque le point O est centre de symétrie de [—1,1]2,

déduit que

I

2

I .o
ZJJ1 [x
2(] X

+_

WI N
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JJD(x+y) dxdy = %

Ix 4 y| alors pour tout (x,y) € R?, f(—x, —y) = f(x,y) ou encore f prend les
on en

ﬂ f(x,y) dxdy +J'J' f(x,y) dxdy
1<x,y<1, x+y=>0 —1<x,y<1, x+y<0

1 1
(x +y) dxdy :2J (J (x+vy) dy) dx
, x+y=0 -1 —x
y=1 1 2
1 pe
=2 — 2_
] dx J_1 (x+2+x 2>dx

y=—x

13-

8
J'J' Ix +y| dxdy = =.
[7],]]2 3

8
3
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1
12

4) En passant en polaires, on obtient

rdrd6

1 1
R
x2y2z<r 1 +Hx2 +y? o<r<1, 0<o<2n |+ 12

1 T 27
= J dr | x J do | (intégrales indépendantes)
1

0]+T2 0
| 2
=2nx |=In(14+71°)| =mnln2.
2 0

1
——— dxdy =mln 2.
J'J'Xz+y2<1 1+x2 +y? Y .

2
1 1
5) Posons D = {(x,y) € R?/ x < x*> +y? < 1}. Puisque x < x*> +y? & <x z) +y? > 7 D est l'intersection de

Pintérieur du disque de centre O et de rayon 1, bord compris, et de 'extérieur du disque de centre <z, 0 ) et de rayon 3

bord compris. Soit M un point du plan. On note (r,0) un couple de coordonnées polaires de M tel que r > 0 et 0 € [0, 27].

MeD&rcosd <1 <1&r=00u(0<r<letr>coso.

En passant en polaires, on obtient
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1 /2 [ (1 N 7 1 N
IzZJ'J ———dxdy =2 J J ———dr d@—i—J J ————dr | do
x<x24y2<l, yso (1+x2+1y2)? Y 0 coso (1+712)2 2 \Jo (14+712)?
7'[/2 ] 1 s -I 1
=2 J [7dr] do + J {*dr} do
0 204712) 7 | ose a2 L 2(04712) ],

/2 1 1 T 1 /2 1
- e =] — do
JO (1 +COSZB 2) +Jﬂ/2 2 J’O ] +COSZG

/2 1 de /2 1 oo 1 : oo i
:L 1 +1cos29:Jo md“”e):L mdt:[\f“m(\?)] a2

cos? 0

1

ngxz+y2<1 O+x2+y2)2 dxdy =

T
22

6)

® 2.
< 2.
N
o
N
N———
<
o
<«
N———
x
o
x
I

2
N
® 2

50 —yz)ydy> xdx

! 17,2 4 1 2 4
_ 1] vy 1 T x* X
J; (y—v )dy> xdx = zJ'O [7 7:|XXdX = z JO <Z 7 + Z) xdx

1
fjf0<X<y<Z<] xyzdxdydz = TR

7) En sommant par tranches, on obtient

1
J'J'J’ zdxdydz :J' J'J dxdy | zdz
VXU +VzL 0 VX UST—Vz

J (H (1— \/Z)4dudv) zdz (en posant x = (1 —vz)?u ety = (1 — /z)?v)
Vi<
o

(D) x J 2(1— V2)*dz o D = {(u,v) € B/ Vi 1 v5 < 1.

Maintenant,
1 (1—vr)? 1 4 1
%(D)zj J dv du:J(l—z\/E+u)du:1__+_:_
o \Jo 0 3 2 6
et
FZU—\/5)4dZ=J1(Z—4Z3/2+6z —4z5/2+z)dz—l_§+z_§+1:L
0 0 2 5 7 4 140
Finalement

1
zdxdydz =
JJJﬁ+¢g+ﬁ<1 840°
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n°4 : 1) La forme différentielle w est de classe C' sur R? \ {(0,0)}. D’aprés le théoréme de SCHWARZ, sur tout ouvert
étoile Q contenu dans R2\{(0,0)}, la forme différentielle w est exacte si et seulement si la forme différentielle w est fermée.
e Y e Y

Pour (x,y) € R?\ {(0,0)}, posons P(x,y) = ———(xsinx —ycosx) et Q(x,y) = —5——(xcosx + ysinx). Pour
X +y X< +y

(x,y) € R?,

0Q —2xe Y e Y

a(x,y) = m(xcosx—l—ysinx) + m(fxsinx—l— CcOSX + Y cosx)

= (—2x(xcosx +ysinx) + (x* + y?)(—xsinx + cosx +y cos x))
(x2 1 y2)2

= [(ZERTIH (=% +y% +x*y +y3) cosx + (—2xy — x> — xy?) sinx),

et

oP —e™ Y —2ye Y e Y

@(x,y) = m(xsinxfy cosx) + m(xsinxfycosx) + m(fcosx)

= (—(x* +y?)(xsinx — y cosx) — 2y(xsinx — y cosx) — (x* +y?) cosx)

— m((—xz +u? +x%y +uy3) cosx + (—2xy — x> —xy?) sinx)

Finalement, la forme différentielle w est exacte sur tout ouvert étoilé Q contenu dans R? \ {(0,0)}.
On choisit Q = R?\ {(0,y), y < 0}. Q est un ouvert étoilé (en tout point de la forme (0,y), y > 0) de R? contenant le

contour fermé T'. Puisque w est exacte sur Q, on sait alors que | w = 0.
r

2) Le contour I est constitué de 4 arcs :
e [ est 'arc t — (t,0), t variant en croissant de r a R,
e[, est 'arc t — (Rcost,Rsint), t variant en croissant de 0 a 7t.
e [3 est 'arc t — (t,0), t variant en croissant de —R a —r,
e [; est 'arc t — (rcost,rsint), t variant en décroissant de 7t a 0.

D’aprés la question 1), J w —l—J w —l—J w —l—J w = 0.
D] I I3 Ty

R R
Jr w:J (POx(t), y (D) (1) + QUx(t), y(t)y’ (1)) dt:J P(t,0) dt
R R .
:J t]—zxtsintdt=J %dt.

R

— gt R gint inx inx
De méme, J w = J' Gl P J' Gl (puisque la fonction x +— SE st paire) et doncJ w+J w = ZJ' SX ax
rs —r t ro t X r rs ro X
puis pour tout (r,R) €]0, +oo[? tel que v < R,
R .
sin x 1
[ 5 am ([ e ] o)
T X 2 rz F4
Ensuite,
7T
J' w = | (P(Rcost,Rsint)(—sint) + Q(Rcost,sint)(cost)) dt
r 0
2 e ‘
= | e RsY((costsin(Rcost) —sintcos(Rcost))(—sint) + (costcos(Rcost) + sintsin(Rcost))(cost)) dt
Jo
(7 )
= | e Rsimtcog(Reost) dt.
Jo
De méme, J' w = J e "t eog(rcost) dt = —J' e "SIt cos(rcost) dt et on a montré que
r4 7T 0
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R sinx
dx =

V(r,R) €10, +oo[>, T < R = J

T

7T s
(J e "t cos(rcost) dt — J e X" cos(Reost) dt) :
0

7T
3) e Etudions lim J' e Rsint cog(Reost) dt. Pour R > 0,
R—+o00 Jo

. n/2 .
e—Rsmt dt = zJ' e—Rsmt dt
0

7T us

e Rsinticog(Reost)] dt < J'
0

7T
J e Rsinteog(Reost) dt’ <J

0 0

/2
s
< ZJ' e RIZY7) 4t (la fonction sinus étant concave sur [O, E})
0
7 —ZRt/ﬂ]ﬂ s 2R
== |—e =—(1—e
R { 0 R( )
T
< R

s T .
Comme R tend vers 0 quand R tend vers o0, Rhm J e Rsinteog(Reost) dt = 0. On en déduit que pour tout 1 > 0,
— -+ Jo

. T2 sinx
I'intégrale dx converge en 400 et que
T
cos(rcost) dt.
7 .
e Ftudions maintenant lirr(l)J' e " teos(reost) dt. Soit F @ [0, +oo[x[0, 1] — R
% Jo (r,t) — e TSt eog(rcost)

- Pour tout réel r € [0, +oo[, la fonction t — F(r,t) est continue par morceaux sur [0, 7.

- Pour tout réel t € [0, 7], la fonction 1 +— F(r,t) est continue sur [0, +ool.

- Pour tout (r,t) € [0, +o00[x[0, 7, |F(r,t)] <1 = @(t) ou @ est une fonction continue par morceaux et intégrable
sur le segment [0, 71].

us
D’aprés le théoréme de continuité des intégrales a parameétres, la fonction r +— J e "SIt cos(rcost) dt est continue sur
0

[0, +00[. On en déduit que

s 7T
1in(1)J' e st eog(reost) dt = J e®cos(0) dt =,
T— 0

et finalement que

2

2

L’aire du domaine considéré D = {(x,y) € R?/ 2p1x < y? < 2pax et 2q2y < x? < 2q2x] est

o = H dxdy.
D
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2 XZ

Pour (x,y) € D2, posons p = 1‘;— et q = 7y Ou encore considérons application ¢ : D - [p1,p2]l x[g1,q2] et
X y 2 2
y© x
H —_— —_—
(x,v) (%3)
vérifions que @ est un C'-diffeomorphisme.
2 2
e Pour chaque (x,y) € D%, on 2p1x < y? < 2pox et 2q1y < x? < 2q2y ou encore py < g— <paetqr < X < q2. Donc
X Y

@ est bien une application.

e Soit (p,q) € [p1,p2] % [a1, qz2]. Pour (x,y) € (10, +00[)?,

Y2 X2
n P Y72 — V/3pd?
X o q o) x=V8pd
2 2 2 = 3/8p2
X g (x*/2q)" y P-q
2y 2x

2
Donc, Péquation @(x,y) = (p, q) a exactement une solution (xo,yo) dans ]0, +oo[2. De plus, puisque ;—O =p € [p1,p2]
X0

2

et ZX—O =q € lq1,qz2], ona2pixg < y% < 2paxo et 2q1yo < x(z) < 242y et donc (xo,yo) € D2. Donc ¢ est une bijection.
Yo

e @ est de classe C! sur D et pour (x,y) € D?,

vy ]
_ _ 2x2 X _ _
)—]((P)(X»U)— x X =7 1=—77#0
y 2y?

Ainsi, @ est une bijection de D sur [p1,p2] % [q1, qz2], de classe C! sur D et son jacobien ne s’annule pas sur D. On sait
alors que @ est un C'-diffeomorphisme de D sur [p1,p2] x [q1, q2].

Posons alors (p,q) = @(x,y) dans H dxdy. On obtient
D

D(x,y) 4 4
42%:” dxdy:“ ’ ’ =—J'J' dpdq = 5 (p2 —p1)(d2 — a1).
D [p1,p21xld1,q2] D(p,q) 3 [p1,p21xld1,92] 3
4
o = g(Pz —p1)ldz2 —dqr).
©6 : Pour n € N* et R > 0, posons By (R) = {(x1,...,%n) € R"/ x? + ... +x% < R?} et notons V,,(R) le volume de

n
Bn(R). Par définition,

Vn(R):J'...“ dxq...dxn,.
x?4...+x2 <R2

D(x1,...,%n)
D(y1,...,Yn)

Vn(R):J...”' dx1...dxn:R“J...J'J' dyy...dyn = R™V,(1).
x3+...+x2 <R? yi+...+y2<l

ce qui reste vrai quand R = 0. Pour n > 2, on peut alors écrire

1 1
V(]):J J” dxy...dxn_1 | dx :J Vi1 <\/1x2) dx
" -1 xi4.4x2 <1—x2 " " -1 " " "

1
=J (1=x2)" 12V (1) din = TVt (1)
-1

En posant x;1 = Ryy, ..., Xn = Ryn, on a =R" (quand R > 0) puis

1
oul, = J' (1 —x2)™=1/2 dx. Pour calculer I,,, on pose x = cos 8. On obtient
—1

7t/2
sin™ 0 do = ZJ sin™ 0 d0 = 2W,, (intégrales de WALLIS).
0

0 7
I :J (1 —cos? 0)™"1/2(—sin0) dO :J

7T 0
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Finalement,
Vi(l)=2etYn =2, Vo(1) =2W, VL1 (1).

On en déduit que pour n > 2,
Va(1) = 2Wa)(@Wn1) ... 2W2) V4 (1) = 20 H Wi =2" H W,

ce qui reste vrai pour n = 1. Maintenant, il est bien connu que la suite ((n + 1)Wy 11 Wi )nen est constante et plus

précisément que Vn € N, (n+ 1)W1 W = WiW, = E Donc, pour p € N*,

2p P P
VZP(]):ZZDHWkZZZPH(WZk 1Way) =227 H —,
k=1 k=1 k=1 !
et de méme
2p+1 -
1) = 22p+1 W _ 22p+1 W W o 22p+]
Vapi1(1) = 11_[2 ]l_[] 2w Waki1) = H 20k+1)
7 TP 2P+ PP (2p) x (2p—2) x ... x 2 mP22PHlpl
T 3x5x...x(2p+1) (2p +1)!  (2p+N
7TpR2p 7.[p22p+1 !R2p+1
v N*, VR > 0, Vo,(R) = t V, R
P ENT VR0, Vap(R) = == et Vap 1 (R) = == 2y,

4
En particulier, V1(R) = 2R, V2(R) = iR? et V3(R) = §7'[R3.

R . >, 15 3, z\2 y? Z?
n® 7 : 1lére solution. V = 1 3 dxdydz. Or x“ 4+ -y~ + -z +xz = (x+ —) + =— + —. On pose donc
x2+=y2+—z2+xz<1 2 4 2 2 2
27 4
u—x-i-E v—i etw:i.
27 V2 V2
1
1 0 5
D(u,v,w) 1 1
D(x,y,z) V2 2
0 0 1
V2
D
On en déduit que M = 2 puis que
D(u,v,w)
D 4 8
X2+zyz+ZZZ+XZ<] w2 4v2 w21 D(u,v,w) 3 3
X2 y: z?

4
2éme solution. Supposons savoir que le volume délimité par ellipsoide d’équation — + +— = 1est gnabc.
a c

b2

3
La matrice de la forme quadratique (x,y,z) — x> + zyz + 4_122 + xz dans la base canonique orthonormée de R3 est
1
1 _
2 |
A= 0 3 0 |. On sait que cette matrice a 3 valeurs propres strictement positives A = 2 n= b2 et v= S 1 puis
Ty 3
2 4
X2 Y? Z2
qu’il existe une base orthonormée dans laquelle I’ellipsoide a pour equatlon > + b2 + — = 1. Le volume de l'ellipsoide
est alors
V*47rabcf4 s 4 4 . 8
3 _3\/7\pw 3,/d 3 /17 3
4
8m
V=—.
3
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n° 8 : Supposons tout d’abord que le support de I'arc y est de longueur L = 27t. Puisque y est un arc de classe C!
régulier, on peut choisir pour v une paramétrisation normale c¢’est-a-dire une paramétrisation de classe C' t — (x(t),y(t)),
t € (0,27, telle que Vt € [0, 27, x'%(t)+y'?(t) = 1. L’arc étant fermé, on a de plus y(0) = y(27). Cette derniére condition
permet de prolonger les fonctions x et y en des fonctions continues sur R de classe C' par morceaux et 27m-périodiques.

Puisque les fonctions x’ et y’ sont continues par morceaux sur R, la formule de PARSEVAL permet d’écrire

27 27

2 () dt+J y’2(t) dt
0

L=2Zn= Jzn] dt = rn(x’z(t) +y2(t) dt :J

0 0 0

= (B0 5 (@2 ey 4 w2 e + B 4 5 (@2 4020
- n n 2 n\Y n\y

2 n=1 n=1
- 2 (7 2 1 2 1 2 / / 1 e / 1 !
= <nZ1(an(x )R () + arly’) + bRy ))) (a0(x) = ;L x/(t) dt = —(x(27) — x(0)) = 0 = ao(y"))

(zn b0+ i(y)+bi(y))>.

D’autre part, d’aprés la formule de GREEN-RIEMANN

e / ] e / 2 / 2
%zj xdyzj x(thy' (1) dtz—J (1) + 17 (1) — (x(t) —u/(1)?) dt
)

0 4 Jo
2 /
:;j<ao(x;’y)_ao +Z X+y Z(X_y/)+bi(x+y/)_bi(x_y/))>
’ +oo
— <M + Z (an(x)an(y’) + bn(x)bn(y'))> (par linéarité des coefficients de FOURIER)
n=1
L&
= 7 n(an(x)bn(y) —bn(x)an(y))
n=1
L& n? ) ) o 2 2 2P
<§n;7< n(X) bR Y) + bR () + aq(y)) = 5 x =

Si on a I’égalité, alors les inégalités valables pour n > 1,
2

—_

n

2 2

sont des égalités. En particulier, pour n > 2, on a an(x) = an(y) = bn(x) = bn(y) = 0. D’autre part, quand n = 1,
1 .

ai(x)bi(y) = bi(x)ai(y) = z(ﬂ%(X) +b7(y) + b7 (x) + af(y)) impose (a1(x) —bi(y))* + (b1(x) + ai(y))? = 0 et donc

ai(y) = —=b1(x) et bi(y) = ar(x).

nan(x)bn(y) = ba(x)an(y)) <1 x (a3 (x) + b7 (y) + b3 (x) + af(y) < 5-(aq(x) + b7 (y) + b3 (x) + a (),

D’aprés le théoréme de DIRICHLET, en posant & = , B = ,a=aj(x) et b=>bi(x),

x(t) =a+ acost+ bsint = &+ va? + b? cos(t — to)
Yt € [0, 27, . .
y(t) =P —bcost+asint =B +vaZ + b?sin(t — to)
ou cos(tg) = et sin(tg) = ——=. Le support de ’arc 'y est donc un cercle. La réciproque est claire.
a? +b? a? +b?

L’inégalité isopérimétrique est donc démontrée dans le cas ott L = 27t et on a I’égalité si et seulement si le support de 'arc y
est un cercle. Dans le cas ot la longueur de la courbe C est un réel strictement positif . quelconque, "’homothétique (C’)

2 2
de (C) dans I'homothétie de centre O et de rapport § a une longueur .’/ égale a 27t et délimite une aire &/’ = (ﬁ) X .

f/Z gz 32
L’inégalité &' < = 27t s’écrit encore &7 < 27 X 2 A . De plus on a I’égalité si et seulement si la courbe (C)
£? 4An?R?
est un cercle (dans ce cas, — = =nR? = o).
47 47

ZZ
< e avec égalité si et seulement si la courbe (C) est un cercle.

(A périmetre donné, le cercle est la courbe fermée délimitant la plus grande aire)
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u,v

= ab. On obtient
D(x,y)

n®9 : On pose déja u = xa et v =yb de sorte que

- H (x? —y?) dxdy = ab ﬂ (@ — b™?) dudv.
Z_z+y2<] u2+\,2<]

Ensuite,

1 1 r=1 p27
ﬂ u? dudv = J'J' vZ dudv = = J'J' (u? +v?) dudv = —J' J 2 x rdrd6
uz+v2<1 uz+v2<1 2 uz+v2<1 2 r=0 Jo=0

] 1 27 -I
:—J r3er d0=-x-—-x2n=
2 Jo 0 2

)

Ep-
&1

et donc

_ mab(a? —b?)

1
4
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