SESSION 2001
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

I. Propriétés générales
1. En développant det(Cp) suivant sa premiére ligne, on obtient :
det(Cp) = (=1)""1(—ao).1 = (=1)"P(0),

et donc Cp, € GL(K) & det(Cp) # 0 & P(0) # 0.

Cp € GL,(K) & P(0) #£0.

2. En développant det(Cp — XI,,) suivant sa derniére colonne, on obtient :

n—2
Xcp = (=an 1 =X} (=X 4 3 (1) (—a)Ag,
k=0

X 0 ... 0 0 ... ... O
x =X
0
ol Ak est le déterminant i x ;X (1) « S , (—X) étant écrit k fois. Un calcul par blocs fournit
0
: X
X x 0 0 1
Ay = (—=X)* et donc,
n—2 n—1
Xew = (C1MX™ 4 o X+ Y (“DFa(=1RXE) = (1KY + Y aXS) = (<P,
k=0 k=0
XCP = (7])“])

3. Si Q est un tel polyndme, il est nécessaire que Q soit un polyndéme de degré n et de coefficient dominant (—1)™. La
question 2. montre alors que cette condition est suffisante.

4. a) On sait que Cp et 'Cp, ont méme polynome caractéristique (a savoir (—1)"P) et donc méme spectre.

SP(Cp) = Sp(tcp)-
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b) Soit A une valeur propre de *Cp. Soit X = (xi)1<i<n € #n,1(K).

n—1
LCpX =MX & Vke[1,n—1], xis1 =Axet — > aixiyr =Mn
i=0
n—1
SVYke[2,n], xi =ATx; et — Z aidtx; = A™xg
i=0
n—1
S Vke[2,n], xi = AT et (A" + Z air)x; =0
i=0

SVYke[2,n], xi =A% et PA)x; =0
&Yk e [2,n], xx =A% (car P(A) = 0).

Donc, le sous-espace propre de *Cp associé a la valeur propre A est Vect((1,A,A%,..., A" 1)). En particulier, tout sous-
espace propre de Cp est une droite vectorielle.

WA € Sp('Cy), Ker(*Cp —ALy) = Vect((1,A,A2,..., A" 1)),

c) 'Cp est diagonalisable (dans K) si et seulement si xtc, = Xc, = (—1)"P est scindé sur K et pour toute valeur propre
A, la dimension du sous-espace propre associé est 'ordre de multiplicité de cette valeur propre.
D’aprés b), tout sous-espace propre de *Cp est de dimension 1, et donc

tCp est diagonalisable si et seulement si P est scindé sur K, & racines simples.

d) D’aprés b), pour 1 < k < n, le sous-espace propre associé & la valeur propre Ay est engendré par le vecteur
ey = (7\}:1 Ji<i<n. D’aprés c), tCp est diago_nalisable. On en déduit que la famille (ex)i<k<n est une base de E et donc
que le déterminant de VANDERMONDE det(?\}f] J1<i,k<n est non nul.

0 ... ... 0 1999
T 0 ... ... 0 0
0 : :
5. a) D’aprés 2., si A est la matrice compagnon . . . 0 , de format 2002, le polynéme ca-
: . .0 1
0O ... ... 0 1 1

ractéristique de A est P4 = X2002 — X2001T _ X2000 _ 1999 D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, la matrice A
vérifie

A2002 — 72001 4 A2000 4 19997,

b) Soit xo un vecteur de E tel que f*~'(xo) # 0. Montrons que la famille (xo,f(xo),...,f" "(x0)) est libre.
n—1
Supposons par I’absurde que cette famille soit liée. Alors, il existe (Ag,...,An—1) # (0,...,0) tel que Z Mt (x0) = 0.
k=0
n—1
Soit p = Min{k € [0,n — 1]/ Ax # 0}. Par définition, 0 <p <n—1 et Z AMcf(x0) = 0. En prenant 'image des deux
k=p
n—1
membres par f*~1 7P (n—1—p est un entier positif), on obtient Z M fF P (x4) = 0 et donc Ap ™1 (x0) = 0 (puisque,
k=p

pour k > n, f¥(xo) = 0). Comme f*~'(xo) # 0, on obtient A, = 0 ce qui contredit la définition de p.

Donc, la famille (xo, f(xo),...,f" 1 (xo)) est libre. Etant de cardinal n = dim(E), cette famille est une base de E.
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Dans cette base, la matrice de f est la matrice compagnon |

II. Localisation des racines d’un polynéme

n
6. Puisque AX=AX,on a: Vi€ [l,n], Ax; = Z ai jx;j. Mais alors, pour i € [1,n],
=1

n mn
Axi] < Z lai ;] % Ix5] < Z lai

j=1 j=1

vie [1,n], Axil < rillXllo- I

7. Soient A une valeur propre de A et X = (xi)1<i<n un vecteur propre associé. Soit iy un indice tel que [|X|loo = |Xi, |-
D’aprés 6., on a

X[loo = Til[X]loo -

Al X[l = A1, | < 7161 X]loo -

Mais X est un vecteur propre et donc X # 0. Par suite, [|X[|oo > 0 et inégalité |AL|[X|lo < 7i,/[X][oo fournit
Al <ri,.

On a ainsi montré que, pour toute valeur propre A, il existe un indice ip tel que |A| < 1, ou encore tel que A € Dy, . Par
suite, toute valeur propre de A appartient & Uj<i<nD;i. Finalement,

Sp(A) C Ur<i<nDi.

8. Notons (Aq1,...,An) la famille des racines (distinctes ou confondues) de P dans C. Puisque (—1)"P est le polynéme
caractéristique de Cp, (A1,...,An) est aussi la famille des valeurs propres de Cp.

D’aprés 7. chaque valeur propre A a un module inférieur ou égal & au moins 'un des r; de la matrice Cp. Or, pour la
matrice Cp, 11 = |ag| et pour 1 > 2, vy =|1|+|—ai_1| =1+ |a;_1|. Ainsi, toute racine de P a un module inférieur ou égal
au plus grand des nombres |ap|, 1+ |ai], ..., 14+ |an_1| ou encore

toutes les racines de P sont dans le disque fermé de centre O et de rayon R = max{|aol, 1+ |ail,..., 1+ |an|}.

9. Soit P le polynome X4 4+ X¢ — XP — X¢. D’aprés 8., les racines de P ont un module au plus égal & 1+ | £ 1| = 2. Une
racine de P, qui est de plus un nombre entier supérieur ou égal & 2 ne peut donc étre que 2.

Réciproquement, on n’a jamais 2¢ 4 2% = 2¢ + 24, En effet, dans le cas contraire, on peut diviser les deux membres de
cette égalité par 2% ou « est le plus petit des quatre nombres a, b, ¢ ou d. L’un des quatre termes est alors 1 et les trois
autres sont des puissances strictement positives de 2 et donc des nombres pairs. Ainsi, I'un des deux membres de 1'égalité
207 4 pb—x _ e~ 4 9d—& ogt yp nombre pair et autre est un nombre impair, ce qui est impossible.

L’équation n® +n® =n° +n9 n’a donc pas de solution dans N\ {0, 1}. I

IT1. Suites récurrentes linéaires

10. Soit A € C tel que P(A) =0.
Soit n € N. AMP +ap, AP 4 @A™ 4 @pA™ = A"P(A) = 0. Ainsi, la suite (A™)ney est dans F.
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11. e Soient (u,v) € F? et (o, B) € C?.
QAU+ uv) = (Auo + uvo, ..., AUup 1 + Uy 1) = Aluo, ..., Up 1) + 1(Vo,...,Vp—1) = A@(u) + po(v).
Donc, @ est une application linéaire de F dans CP.

e Soit u € F. Si u € Ker(¢g), alors up =uj; =... =up—1 = 0. Montrons alors par récurrence que ¥n € N, u, =0.
C’est vrai pour n € [[0,p — 1]. Soit n > 0. Supposons que Vk € [n,n+p — 1], u, = 0. Alors,

Untp = —Ap—1Untp—1 — ... — QoUn = 0.

On a montré par récurrence que ¥Yn € N, u,, = 0. Ainsi, si u € Ker(¢), alors u= 0. Donc, ¢ est injective.

e Soit (xp,...,0p—1) € CP. Soit u la suite définie par :

Vke[0,p—1], uk=ax et Vn € N, Uni1p = —ap—1Untp—1 —... — QoUn.
Alors, u est un élément de F tel que @(u) = (xo,...,xp—1).
On a montré que : V(xo,...,ap—1) € CP, Ju € F/ o(u) = (xo,...,&p—1). ¢ est donc surjective.
Finalement,

@ est un isomorphisme de F sur CP, I
dim F = dimCP = p. I

p—1 p—1
12. a) ei(p) =— Z axei(k) = — Z axdix = —aj.
k=0 k=0

et en particulier,

vie [[Oap - ]]]a ei(P) = —ai.

1

b) La famille (e{)o<i<p—1 est 'image de la base canonique de CP par I'isomorphisme ¢~ et est donc une base de F.

La famille (ei)o<i<p—1 est une base de F.

c) Soit u e F.
p—1
Puisque la famille (eg,...,ep—1) est une base de F, il existe (xo,...,xp—1) € CP tel que u = Z «ieq. Mais alors, pour
i=0
ke [[Ovp - ]Ha
p—1
u(k) =) aiei(k) = ..
i=0
Ainsi,

p—1
YueF, u= Z u(i)ei.

i=0

13. Soient (u,v) € E? et (x, ) € C2. Pour tout entier naturel n,
flowu+ Bv)(n) = (cu+Pv)(n+ 1) =ocun+ 1)+ Bv(n+ 1) = (af(u) + Bf(v))(n),

et donc f(au + Bb) = af(u) + Bf(v). f est un endomorphisme de E.
Soit u € F. Montrons que f(u) € F. Pour n € N,

flun+p)=un+p+1)=—ap_jun+p)—...—aju(n+2) —aou(n+1)
=—apflun+p—-1)—...—aif(u)(n+1) — aof(u)(n).
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Ceci montre que f(u) € F. On a montré que F est stable par f.

fe Z(E)et f(F) CF

14. Soit i € [1,p — 1]. D’aprés 12.¢),

p—1 p—1 p—2
gley) = Z glei)(klex = Z ei(k+ Tex = Z dikt1ex +ei(plep—1 =ei—1 —ajep—1 (d’apres 12.a)).
k=0 k=0 k=0
D’autre part,
p—2
gleo) = Z 80, k+1€k +eo(plep—1 = —apep 1.
k=0
0 1 0 0
La matrice de g dans la base (eo,...,ep—1) est donc : qui est *Cp.
: " - 0
0 . . 0 1
—ap ... coe —Qp—2 —Qp—1

15. a) Pour i€ [[0,p — 1], posons vi = (A" )nen. Tout d’abord, d’apres 10., chaque v; est élément de F. Ensuite, d’aprés

1
12.c), la matrice de la famille (vo,...,vp_1) est la matrice de VANDERMONDE (Al)o<i,j<p—1. Puisque les A; sont deux a
deux distincts, le déterminant de cette matrice est non nul d’aprés 4.d). On en déduit que la famille (vo,...,vp_1) est une
base de F. Enfin, pour n € N,

g(vi) =AM N nen = MAMnen = Adivi,

ce qui montre que v; est un vecteur propre de g associé & la valeur propre A;. Finalement, la famille (vo,...,vp—1) est une
base de F formée de vecteurs propres de g.

b) Par suite, pour chaque u € F, il existe des constantes comples Ko, ..., kp—1 telles que u = kovo + ... kp_1vp_1 ou
encore telles que Yn € N, un = koAg + ... +kp_1 7\;‘_1.

16. Ici, le polynéme P est le polynéme
P=X3—(a+b+c)X?+ (ab+ac+bc)X —abe = (X —a)(X —b)(X—c).

Il est de degré 3 et a trois racines simples & savoir a, b et ¢c. D’aprés ce qui précéde, les éléments de F sont les suites de la
forme

ko(@™)nen + k1 (b™)nen + k2 (c™)nen, (ko,ki1,k2) € C3.

IV. Matrices vérifiant rg(U — V) =1

17. Une matrice compagnon est nécéssairement non nulle. La matrice compagnon de la matrice nulle n’est donc pas
semblable a la matrice nulle (car il existe une et une seule matrice semblable & la matrice nulle, & savoir la matrice nulle

elle-méme).
Une matrice A n’est pas nécessairement semblable a la matrice compagnon C . I

18. Si U et V vérifient (xx), alors U—V =P~ (Cy — Cy)P. La matrice U —V est donc semblable a la matrice Cyy — Cyv
et a en particulier méme rang que celle derniére matrice. Maintenant, la matrice Cyy — Cy a n — 1 colonnes nulles et le
rang de Cy — Cy, et donc le rang de U — V, vaut au plus 1. Comme U — V n’est pas la matrice nulle, U — V est de rang
exactement 1.
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19. On prend U=1;. On a U € GL,(K) et C, # I;. Donc U n’est pas semblable a Cy.
On prend ensuite V = diag(1,—1) € GL,(K). On a rg(U — V) = rg(diag(0,2)) = 1. U et V sont donc deux éléments de
GL2(K) vérifiant (*) et pas (x).

On a dans ce cas

XulAxy=X—=-12AX-1)(X+1)=X-1.

20. U—V est de rang 1 et donc u—v est de rang 1. D’aprés le théoréme du rang, H = Ker(u—v) est de dimension n—1
et donc un hyperplan vectoriel de E.

21. a) (H est constitué des x de E tels que u(x) = v(x) et donc u et v coincident sur H) Puisque F # {0}, xu, est de
degré au moins 1. Il en est de méme de x,,,. Si F C H, alors u et v coincident sur F et en particulier xu, = Xv,. Mais
alors, xu, = Xv; est un polynome de degré au moins 1 divisant & la fois xu et xv. Ceci contredit le fait que xu et xv

sont premiers entre eux. Donc,
F n’est pas inclus dans H. I

b) D’aprés a), F n’est pas inclus dans H. Donc, FNH ; F et en particulier, dim(FNH) < dimF —1.

dim(F + H) = dim(F) + dim(H) —dim(FNH) > dim(F) +n—1— (dimF—1) = n.

Ainsi, dim(F 4+ H) > n et donc

F+H=E

Soit G un supplémetaire de FN H dans H. On a d’une part,
E=F+H=F+(FNH+G)=(F+FNH)+G=F+G.
D’autre part, FNG C Get FNG C FNH, et donc FNG C GN (FNH) ={0}. Finalement,
E=FaG.

Soit alors B une base de E adaptée & la décomposition E = F@ G. B est une base de E obtenue en complétant une base Br
de F par des vecteurs de H.

c) D’aprés ce qui précéde, les seuls sous-espaces stables a la fois par u et par v sont {0} et E.

22. a) Pour tout j de N, Gj est 'image de H par 'automorphisme u=’. On en déduit que G; a méme dimension que H
et donc que Gj est un hyperplan vectoriel.

K
b) Montrons par récurrence que Yk € [0,n — 2], dim ﬂ Gyl >n—k—1.
=0
e C’est clair pour k = 0.
3 3
e Soit k € [0,n — 3]. Supposons que dim ﬂ Gj | >n—k—1 et posons G = ﬂ Gj. Alors,
j=0 j=0

dim(G N Gy41) =dim(G) + dim(Gy41) — dim(G + Gx1)-
Comme dim(G + Gy1) vaut n — 1 ou n (puisque Gy est un hyperplan), on a donc

dim(G N Gy41) > dim(G) + dim(Gx11) —m =dim(G) —T1>n—(k+1) — 1.

n—2
Le résultat est démontré par récurrence. En particulier, dim( ﬂ Gj)>n—(n—2)—1=1 et donc
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c) Soit A = {k € N*/ (y,u(y),...,u* "(y)) est libre}. A est une partie non vide de N (car 1 € A puisque y # 0) et
majorée (par n = dim(E)). Donc, A admet un plus grand élément noté p.

Soit F = Vect(y,u(y),...,uP~'(y)). Tout d’abord F # {0} (cary #0 et y € F).

Ensuite, pour 0 < k < p —2, u(uk(y)) = ukt'(y) € F. D’autre part, par définition de p, la famille (y,u(y),...,u? ' (y))
est libre et la famille (y,u(y),...,uP~'(y),uP (y)) est lice.

On en déduit que u(uP~"(y)) = uP(y) est dans Vect(y,u(y),...,uP~'(y)) = F. Finalement, I'image par u d’une famille
génératrice de F est dans F, et donc u(F) C F. Ainsi, F est un sous-espace non nul de E stable par u. D’aprés 21.c), F=E
ou encore B est une base de E.

d) La matrice de u dans B” est une matrice compagnon. Les coefficients de la derniére colonne de cette matrice sont alors,
d’aprés 1.2), les opposés des coefficients du polynome caractéristique de u. Cette matrice est Cy. De méme, la matrice de
v dans B” est Cy.

e) Si P est la matrice de passage de la base B” a la base B alors U= P~'CyP et V = P~'CyP. Par suite, si U et V sont
deux matrices inversibles telles que rg(U — V) = 1 et telles que xy et xv soient premiers entre eux, alors il existe une
matrice inversible P telle que U = P-TCyP et V=P ICyP.

23. e 0 n’est racine ni de Xy, ni de X, et donc u et v sont des automorphismes de E. Le groupe G engendré par u et v
est ’ensemble des produits finis de facteurs a choisir parmi u, u="', v, v='.
e Soit w une racine de X, dans C. Alors, xy (w) = (=1)"(w™+1) = 2(—1)" # 0. Ainsi, Xy, et X, sont sans racine commune

dans C et sont donc premiers entre eux.

e On peut donc appliquer ce qui précéde. Il existe une base & = (eq,...,en) de E telle que
0 ... .. 0 -1 0 ... ... 0 1
1T . 0 1T . 0
Matss(u) = Cu = | ° © | et Matg(v) =Cy = | ©

o ... ... 0 1 0 O ... ... 0 1 0

e L’image par u ou par v d’un vecteur e; de % est un vecteur de la forme +e;, T < j < n. Il en est de méme de toute
puissance (élément de Z) de u, toute puissance de v et plus généralement tout produit de puissances de u et de puissances
de v c’est-a-dire de tout élément de G. Ainsi, I'image de la base % par un élément quelconque w de G est de la forme
(€1€5(1),---)Eneg(n)) OU O est une permutation quelconque de [1,n] (I'image de % par 'automorphisme w est une base
de E) et les €; sont éléments de {—1,1}. On en déduit que w(9B) ne peut prendre que 2™n! valeurs possibles et puisqu’un
endomorphisme est entiérement déterminé par les images des vecteurs d’une base,

card(G) < 2™nl,

ce qui améliore le résultat de I’énoncé puisque

)l =2n)x2n—-1)x 2n—-2) x ... x3x2>2n)x (2n—2) x ... x 2=2"nl.
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