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I. Exercice préliminaire

1.

H = tΓ Γ =





1 −2 −1

2 −1 −1

1 −1 −2









1 2 1

−2 −1 −1

−1 −1 −2



 =





6 5 5

5 6 5

5 5 6



 .

H est une matrice symétrique réelle. D’après le théorème spectral, H est orthogonalement semblable à une matrice
diagonale (réelle).

On a immédiatement rg(H − I3) = 1. Donc, dim(Ker(H − I3)) = 2, et puisque H est diagonalisable, 1 est valeur propre
d’ordre 2. La troisième valeur propre λ est fournie par la trace de H : 1 + 1 + λ = 18 et donc λ = 16. Donc,

Sp(H) = (1, 1, 16).

Il est immédiat que Ker(H − I3) est le plan d’équation x + y + z = 0. Puisque les sous-espaces propres de H sont

orthogonaux, on a d’autre part Ker(H−16I3) = (Ker(H− I3))⊥ = Vect((1, 1, 1)). On prend e3 =
1√
3
(1, 1, 1) (de sorte que

(e3) est une base orthonormée de Ker(H − 16I3)), puis e1 =
1√
2
(1, −1, 0) (vecteur unitaire de Ker(H − I3)) et enfin,

e2 = e3 ∧ e1 =
1√
6





1

1

1



∧





1

−1

0



 =
1√
6





1

1

−2





.
(e1, e2, e3) est une base orthonormée de M3,1(R) (pour le produit scalaire usuel), constituée de vecteurs propres de H.

Si P =















1√
2

1√
6

1√
3

−
1√
2

1√
6

1√
3

0 −
2√
6

1√
3















∈ O3(R) et D = diag(1, 1, 4) ∈ D+
3 (R) alors D2 = P−1HP.

2. Puisque S est orthogonalement semblable à une matrice diagonale, S est symétrique. De plus, pour X vecteur colonne
quelconque, on a

tXSX = tX(PDtP)X = t(tPX)D(tPX) = x ′2 + y ′2 + 4z ′2 ≥ 0,

où x ′, y ′ et z ′ sont les composantes de tPX. La matrice S est donc positive.

Comme les valeurs propres de S sont les valeurs propres de D à savoir 1 et 4, 0 n’est pas valeur propre de S. Par suite,
S est inversible. On peut donc poser U = Γ S−1. On a déjà Γ = US puis, S étant symétrique et P étant orthogonale,

tUU = S−1 tΓ Γ S−1 = PD−1P−1PD2P−1PD−1P−1 = I3.

Donc, U est une matrice orthogonale. De plus,
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U = Γ PD−1tP =





1 2 1

−2 −1 −1

−1 −1 −2



















1√
2

1√
6

1√
3

−
1√
2

1√
6

1√
3

0 −
2√
6

1√
3





















1 0 0

0 1 0

0 0
1

4





















1√
2

−
1√
2

0

1√
6

1√
6

−
2√
6

1√
3

1√
3

1√
3















=





1 2 1

−2 −1 −1

−1 −1 −2



















1√
2

1√
6

1

4
√

3

−
1√
2

1√
6

1

4
√

3

0 −
2√
6

1

4
√

3





























1√
2

−
1√
2

0

1√
6

1√
6

−
2√
6

1√
3

1√
3

1√
3















=





1 2 1

−2 −1 −1

−1 −1 −2

















3

4
−

1

4
−

1

4

−
1

4

3

4
−

1

4

−
1

4
−

1

4

3

4













=





0 1 0

−1 0 0

0 0 −1





Donc,

U =





0 1 0

−1 0 0

0 0 −1



 .

II. Calcul de la distance de A à Sn(R) et à An(R)

3. Soit (A, B) ∈ (Mn(R))2. Posons A = (ai,j)1≤i,j≤n et B = (bi,j)1≤i,j≤n. Pour j ∈ J1, nK, le coefficient ligne j, colonne j

de la matrice tAB vaut
n∑

i=1

ai,jbi,j et donc,

Tr(tAB) =

n∑

j=1

(

n∑

i=1

ai,jbi,j

)

=
∑

1≤i,j≤n

ai,jbi,j.

Ainsi, l’application (A, B) 7→ Tr(tAB) n’est autre que le produit scalaire canonique sur Mn(R) et est en particulier un
produit scalaire.

4. Soit A ∈ Mn(R).

A ∈ Sn(R) ∩ An(R) ⇒t A = A = −A ⇒ A = 0.

Donc Sn(R) ∩ An(R) = {0}. Ensuite, pour tout A ∈ Mn(R),

A =
1

2
(A +t A) +

1

2
(A −t A),

avec
1

2
(A +t A) ∈ Sn(R) et

1

2
(A −t A) ∈ An(R). Donc,

Mn(R) = Sn(R) ⊕An(R).

Soit enfin (A, B) ∈ Sn(R) ×An(R).

A|B = Tr(tAB) = Tr(AB) = Tr(BA) = Tr(−tBA) = −B|A,

et donc, A|B = 0. Cette somme directe est donc orthogonale.

Mn(R) = Sn(R)
⊥

⊕An(R).
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5. Soit A ∈ Mn(R). Posons B =
1

2
(A +t A) et C =

1

2
(A −t A). B (resp.C) est le projeté orthogonal de A sur Sn(R)

(resp. An(R)) parallèlement à An(R) (resp. Sn(R)). Par suite, pour toute M ∈ Sn(R), B − M est orthogonale à C et le
théorème de Pythagore permet d’écrire

||A − M||2 = ||C + (B − M)||2 = ||C||2 + ||B − M||2 ≥ ||C||2,

avec égalité si et seulement si M = B. Donc,

d(A,Sn(R)) = Inf
M∈Sn(R)

||A − M|| = Min
M∈Sn(R)

||A − M|| = ||C|| = ||
1

2
(A −t A)||.

De même,

d(A,An(R)) = ||
1

2
(A +t A)||.

∀A ∈ Mn(R), d(A,Sn(R)) = ||
1

2
(A −t A)|| et d(A,An(R)) = ||

1

2
(A +t A)||.

6. La partie symétrique de Γ est

1

2
(Γ + tΓ) =

1

2









1 2 1

−2 −1 −1

−1 −1 −2



+





1 −2 −1

2 −1 −1

1 −1 −2







 =





1 0 0

0 −1 −1

0 −1 −2



 .

Par suite,

d(Γ,An(R)) = ||
1

2
(Γ +t Γ)|| =

√
8 = 2

√
2.

III. Calcul de la distance de A à On(R)

A. Théorème de la décomposition polaire

7. Soit S ∈ Sn(R). Les valeurs propres de S dans C sont donc réelles.
• Supposons S ∈ S+

n (R). Soit λ ∈ R une valeur propre de S et X ∈ Mn,1(R) \ {0} un vecteur propre associé. Alors,

0 ≤ tXSX = tX(λX) = λ‖X‖2.

Maintenant X n’est pas nul et donc ‖X‖2 > 0. Après simplification, on obtient λ ≥ 0. On a ainsi montré que toutes les
valeurs propres de S sont des réels positifs ou nuls.

• Supposons que toutes les valeurs propres de S soient des réels positifs ou nuls. Notons (λi)1≤i≤n la famille des n

valeurs propres de S et posons D = diag(λi)1≤i≤n. On sait que

∃P ∈ On(R)/ S = PDP−1.

Soit X ∈ Mn,1(R). Posons X ′ = tPX = (x ′
i)1≤i≤n. On a alors

tXSX = tXPDtPX = t(tPX)D(tPX) =

n∑

i=1

λi(x
′
i)

2 ≥ 0.

On a ainsi montré que S appartient à S+
n (R).

En résumé

∀S ∈ Sn(R), (S ∈ S+
n (R) ⇔ Sp(S) ⊂ R+).

8. Soit A ∈ Mn(R).
• t(AA) = tAt(tA) = tAA et donc tAA ∈ Sn(R).
• Soit X ∈ Mn,1(R).

tX(tAA)X = t(AX)(AX) = ‖AX‖2 ≥ 0.
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Donc,

∀A ∈ Mn(R), tAA ∈ S+
n (R).

9. a. Soit (i, j) ∈ J1, nK2. tAiAj est le coefficient ligne i, colonne j de tAA et donc de D2. Par suite,

∀(i, j) ∈ J1, nK2, tAiAj =

{
d2

i si i = j

0 si i 6= j
= δi,jd

2
i .

En particulier, pour chaque i on a ‖Ai‖2 =t AiAi = d2
i . Donc

∀i ∈ J1, nK, (di = 0 ⇔ Ai = 0).

b. Si A est nulle, alors D est nulle et n’importe quelle base orthonormée de Mn,1(R) convient. Sinon, pour chaque colonne
Ai non nulle, (di est alors non nul) et on pose

Ei =
1

‖Ai‖
Ai =

1

di

Ai.

Ces vecteurs Ei constituent clairement une famille orthonormée pour le produit scalaire usuel de Mn,1(R). On la
complète en une base orthonormée (E1, ..., En) de Mn,1(R). Pour chaque i, que la colonne Ai soit nulle ou pas, on a
Ai = diEi.

c. Soit E la matrice dont les colonnes sont E1,...,En. Puisque ces colonnes constituent une base orthonormée de Mn,1(R)

pour le produit scalaire usuel, on sait que E est une matrice orthogonale. Les égalités de la question b. signifient alors que
A = ED.

10. a. Posons S = tAA = tBB. D’après la question 8., S est une matrice symétrique positive et d’après la question 7., les
valeurs propres de S sont des réels positifs.

Soit (λ1, ..., λn) la famille des valeurs propres de S. Pour chaque i, posons di =
√

λi. Posons encore D = diag(d1, ..., dn).
D’après le théorème spectral, on sait que S est orthogonalement semblable à D2 = diag(λ1, ..., λn). Soit P ∈ On(R) telle
que S = PD2P−1 alors P−1tAAP = P−1tBBP = D2.

b. Puisque

t(AP)(AP) = P−1tAAP = P−1tBBP = t(BP)BP = D2,

d’après la question 9.c., il existe deux matrices orthogonales E et E ′ telles que AP = ED et BP = E ′D. Donc,

A = EDP−1 = EE ′−1E ′DP−1 = EE ′−1B.

Posons U = EE ′−1. U est un produit de matrices orthogonales et donc, U est une matrice orthogonale. De plus, A = UB.

(On peut noter que la réciproque est aussi vraie : tAA =t BtUUB = tBB).

11. Soit A ∈ Mn(R). La matrice tAA est une matrice symétrique réelle positive et il existe une matrice orthogonale P

et une matrice diagonale D à coefficients réels positifs telles que tAA = PD2tP = t(DtP)(tPD).
D’après la question 10., il existe une matrice orthogonale U0 telle que A = U0(DtP) = (U0

tP)(PDtP). Posons U = U0
tP

et S = PDtP. U est orthogonale en tant que produit de deux matrices orthogonales et S est symétrique positive car
orthogonalement semblable à une matrice diagonale positive. On a montré que

∀A ∈ Mn(R), ∃U ∈ On(R), ∃S ∈ S+
n (R)/ A = US.

B. Calcul de d(A,On(R).

12. Soient M ∈ Mn(R) et Ω ∈ On(R).

‖MΩ‖2 = Tr(t(MΩ)MΩ) = Tr(tΩtMMΩ) = Tr(ΩtΩtMM) = Tr(tMM) = ‖M‖2,

et donc ‖MΩ‖ = ‖M‖. De même, ‖ΩM‖ = ‖M‖.
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∀A ∈ Mn(R), ∀Ω ∈ O(R), ‖MΩ‖ = ‖ΩM‖ = ‖M‖.

13. a. ‖A − Ω‖ = ‖US − Ω‖ = ‖U(S − U−1Ω)‖ = ‖S − U−1Ω‖ (d’après la question 12.).

Maintenant, l’application Ω 7→ U−1Ω est une permutation de On(R) (de réciproque Ω 7→ UΩ). Donc, quand la
matrice Ω décrit On(R), la matrice Ω ′ = U−1Ω décrit aussi On(R). Donc,

d(A,On(R)) = Inf
Ω∈On(R)

‖A − Ω‖ = Inf
Ω∈On(R)

‖S − U−1Ω‖ = Inf
Ω ′∈On(R)

‖S − Ω ′‖ = d(S,On(R)).

Donc,

d(A,On(R)) = d(S,On(R).

b. ‖S − Ω‖ = ‖PDP−1 − Ω|| = ||P(D − P−1ΩP)P−1|| = ||D − P−1ΩP|| (toujours d’après la question 12.). Or, l’application
Ω 7→ P−1ΩP est une permutation de On(R) (de réciproque Ω 7→ PΩP−1). Donc comme précédemment,

d(A,On(R)) = d(S,On(R)) = d(D,On(R)).

14. a. Soit Ω ∈ Mn(R).

‖D − Ω‖2 = Tr
(

t(D − Ω)(D − Ω)
)

= Tr(D2) − Tr(DΩ) − Tr(t(DΩ)) + Tr(In)

=

n∑

i=1

λ2
i − 2Tr(DΩ) + n.

b. Notons ω1,. . . , ωn les coefficients diagonaux de la matrice Ω. La valeur absolue des coefficients d’une matrice ortho-
gonale sont inférieurs à 1 et en particulier, les ωi sont inférieursou égaux à 1. Mais alors, puisque les λi sont positifs,

Tr(DΩ) =

n∑

i=1

ωiλi ≤
n∑

i=1

λi.

c. Soit Ω ∈ On(R). D’après la question b., on a

‖D − Ω‖2 =

n∑

i=1

λ2
i − 2Tr(Dω) + n ≥

n∑

i=1

λ2
i − 2

n∑

i=1

λi + n =

n∑

i=1

(λ2
i − 2λi + 1) =

n∑

i=1

(λi − 1)2 = ||D − In||2,

avec égalité effectivement obtenue pour D = In ∈ On(R). Donc

d(A,On(R)) = d(S,On(R)) = d(D,On(R)) = ‖D − In‖.

15. D’après la question 12., on a

‖D − In‖ = ‖P(D − In)P−1‖ = ‖S − In‖ = ||U(S − In)|| = ||A − U||,

et donc,

d(A,On(R)) = ‖A − U‖.

16. d(Γ,On(R)) = ‖D − I3‖ où D = diag(1, 1, 4) et donc D − I3 = diag(0, 0, 3). On en déduit que

d(Γ,On(R)) = 3.

http ://www.maths-france.fr 5 c© Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



IV. Calcul de la distance de A à ∆p.

17. a. Soit M ∈ Mn(R). Notons χM le polynôme caractéristique de M. Si χM n’a pas de racine réelle non nulle, on prend
α = 1. Si χM a au moins une racine réelle non nulle, celles-ci sont en nombre fini et on peut prendre pour α la plus petite
valeur absolue d’une racine non nulle de χM. Dans tous les cas, α est un réel strictement positif tel que χM n’admette pas
de racine dans ]0, α[ ou encore tel que pour λ ∈]0, α[, la matrice M − λIn soit inversible.

b. Soit ε > 0. On choisit un réel λ dans

]

0, Min

{
α,

ε√
n

}[
. D’une part, la matrice M − λIn est inversible et d’autre part,

‖M − (M − λIn)‖ = ‖λIn‖ = λ
√

n <
ε√
n

√
n = ε.

Ainsi,

∀M ∈ Mn(R), ∃N ∈ GLn(R)/ ‖M − N‖ < ε.

Par suite,

GLn(R) est dense dans Mn(R).

18. Soient A ∈ Mn(R) et ε > 0. Il existe une matrice M inversible, et donc de rang au moins p telle que ‖A − M‖ < ε.
Par suite, pour tout réel strictement positif ε, d(A, ∆p) ≤ ε et donc

∀p ∈ J0, nK, ∀A ∈ Mn(R), d(A, ∆p) = 0.

V. Calcul de la distance de A à ∇p.

A. Théorème de Courant et Fischer

19. Puisque la famille (Ci)1≤i≤n est une base orthonormée de Mn,1(R) pour le produit scalaire usuel, on a

tXX = X|X =

n∑

i=1

x2
i .

Ensuite, pour chaque i ∈ J1, nK, Ci est vecteur propre de A associé à la valeur propre λi et donc

tXAX = (

n∑

i=1

xiCi)|(

n∑

j=1

xjACj) = (

n∑

i=1

xiCi)|(

n∑

j=1

xjλjCj) =

n∑

i=1

λix
2
i .

Par suite,

∀X ∈ Mn,1 \ {0},
tXAX
tXX

=

n∑

i=1

λix
2
i

n∑

i=1

x2
i

.

En particulier,

∀k ∈ {1, ..., n},
tCkACk

tCkCk

= λk.

20. Soit X un vecteur non nul de Fk. Puisque λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λk,

tXAX =

n∑

i=1

λix
2
i =

k∑

i=1

λix
2
i ≥ λk

k∑

i=1

x2
i = λk

n∑

i=1

x2
i = λk

tXX.
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Donc, pour tout vecteur non nul X de Fk, on a
tXAX
tXX

≥ λk. D’autre part, pour X = Ck (qui est un vecteur non nul de

Fk), on a
tXAX
tXX

=
tCkACk

tCkCk

= λk et donc,

min
X∈Fk\{0}

tXAX
tXX

= λk.

21. a.

dim(F ∩ vect(Ck, ..., Cn)) = dim(F) + dim(vect(Ck, ..., Cn)) − dim(F + vect(Ck, ..., Cn))

= k + (n − k + 1) − dim(F + vect(Ck, ..., Cn)) = n + 1 − dim(F + vect(Ck, ..., Cn))

≥ n + 1 − n = 1.

∀F ∈ Ψk, dim(F ∩ vect(Ck, ..., Cn)) ≥ 1.

b. Il existe donc un vecteur X non nul dans F ∩ vect(Ck, ..., Cn). On a alors

tXAX =

n∑

i=1

λix
2
i =

n∑

i=k

λix
2
i ≤ λk

n∑

i=k

x2
i = λk

n∑

i=1

x2
i = λk

tXX,

et donc, il existe un vecteur non nul de F tel que
tXAX
tXX

≤ λk. On en déduit que

min
X∈F\{0}

tXAX
tX

X ≤ λk.

22. D’après la question 20., il existe un sous-espace F de dimension k (à savoir F = Fk) tel que min
X∈F\{0}

tXAX
tXX

= λk. Par

suite,

max
F∈Ψk

min
X∈F\{0}

tXAX
tXX

≥ λk.

Mais, d’après la question 21., pour tout sous-espace F de dimension k, on a min
X∈F\{0}

tXAX
tXX

≤ λk, et donc

max
F∈Ψk

min
X∈F\{0}

tXAX
tXX

≤ λk.

Finalement,

max
F∈Ψk

min
X∈F\{0}

tXAX
tXX

= λk.

B. Calcul de d(A,∇p)

Puisque r > p, A n’est pas dans ∇p.

23. D’après la question 11., il existe une matrice orthogonale U et une matrice symétrique positive S telles que A = US.
Il existe d’autre part une matrice orthogonale P ′ et une matrice diagonale positive D telles que S = P ′DtP ′. On prend
P = tP ′ puis E = UP ′. E et P sont des matrices orthogonales et D est une matrice diagonale à coefficients positifs telles
que A = EDP.

Puisque E et P sont inversibles, le rang de A est le rang de D. D’autre part,

tAA = tPDtEEDP = tPD2P.
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Le rang de tAA est donc le rang de D2. Maintenant, D étant diagonale, le rang de D est le nombre de coefficients
non nuls de D. Les coefficients de D2 étant les carrés des coefficients de D, ce nombre est également le rang de D2. On a
montré que

∀A ∈ Mn(R), rg(tAA) = rgA.

24.

A = EDP =

n∑

l=1

√
µlMlP.

Pour chaque l, posons alors Rl = MlP. Puisque P est inversible, le rang de Rl est le rang de Ml à savoir 1 puisque
Ml contient une et une seule colonne non nulle (les colonnes d’une matrice orthogonale étant toutes non nulles). D’autre
part, pour (k, l) ∈ J1, n
rrbracket2, on a

Tr(tRkRl) = Tr(P−1tMkMlP) = Tr(tMkMl).

Maintenant, le coefficient ligne i, colonne i de tMkMl est le produit scalaire usuel de la i-ème colonne de Mk par la
i-ème colonne de Ml et vaut donc δi,kδi,l. Si k 6= l, ces coefficients sont tous nuls et dans ce cas, Tr(tMkMl) = 0. Si
k = l, tous ces coefficients sont nuls sauf le coefficient ligne k, colonne k qui vaut 1. Dans ce cas, Tr(tMkMl) = 1. En
résumé,

∀(k, l) ∈ {1, ..., n}2, Rk|Rl = Tr(tRkRl) = δk,l,

et la famille (Rk)1≤k≤n est bien une famille orthonormée de Mn(R).

25. Le rang de N est encore le rang de NP−1 =

p∑

l=1

√
µlMl. Mais les n − p dernières colonnes de la matrice NP−1 sont

nulles et donc rg(NP−1) ≤ p, ou encore

N ∈ ∇p.

Puisque la famille (Rl) est orthonormée, on a alors

d(A,∇p)2 ≤ ||A − N||2 = ||

r∑

l=p+1

√
µlRl||

2 =

r∑

l=p+1

(
√

µl)
2 = µp+1 + ... + µr,

et donc,

d(A,∇p) ≤ √
µp+1 + ... + µr.

26. a. D’après la question 23., rg(tAA) = r et donc,

dim(KerM ∩ Im(tAA)) = dim(Ker(M)) + dim(Im(tAA)) − dim(KerM + Im(tAA))

= (n − p) + r − dim(KerM + Im(tAA))

≥ (n − p) + r − n = r − p.

b. Soit F un sous-espace vectoriel de G de dimension k. D’après la question 21.b.,

min
X∈F\{0}

tXt(A − M)(A − M)X
tXX

≤ αk,

Maintenant, les vecteurs X considérés étant dans le noyau de M, on a

tXt(A − M)(A − M)X = tXt(A − M)AX = tXtAAX − t(MX)AX = tXtAAX.

Donc

min
X∈F\{0}

tXtAAX
tXX

≤ αk.
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c. On a 1 ≤ k ≤ r − p et donc k + p ≤ r. Pour chaque i ∈ J1, ..., k + pK, on a donc µi 6= 0. Mais alors

Vi =
1

µi

tAAVi ∈ Im(tAA).

Par suite, vect(V1, ..., Vp+k) ⊂ Im(tAA). On en déduit que

G ∩ vect(V1, ..., Vp+k) = KerM ∩ Im(tAA) ∩ vect(V1, ..., Vp+k) = KerM ∩ vect(V1, ..., Vp+k).

On en déduit, comme à la question a., que dim(G ∩ vect(V1, ..., Vp+k) ≥ (n − p) + (p + k) − n = k.

dim(G ∩ vect(V1, ..., Vp+k) ≥ k.

d. On peut donc choisir un sous-espace F de dimension k dans G ∩ vect(V1, ..., Vp+k). D’après b., on a

min
X∈F\{0}

tXtAAX
tXX

≤ αk.

D’autre part, pour X ∈ F, on peut poser X =

k+p∑

i=1

xiVi. On a alors (puisque la famille (V1, ..., Vk+p) est orthonormée)

tXtAAX = t

(

k+p∑

i=1

xiVi

)





k+p∑

j=1

xjµjVj



 =

k+p∑

i=1

µix
2
i ≥ µk+p

k+p∑

i=1

x2
i = µk+p

tXX.

Donc, si X est un vecteur non nul de F,
tXtAAX

tXX
≥ µk+p et en particulier,

min
X∈F\{0}

tXtAAX
tXX

≥ µk+p.

Finalement,

αk ≥ µk+p.

27. Le travail précédent est valable si on suppose que M est de rang inférieur ou égal à p. Soit M une matrice de rang
q ≤ p < r.

||A − M||2 = Tr(t(A − M)(A − M)) =

n∑

i=1

αi ≥
r−p∑

i=1

αi ≥
r−p∑

i=1

µi+p =

r∑

k=p+1

µk.

Par suite, pour toute M ∈ ∇p, ‖A − M‖ ≥ √
µp+1 + ... + µr et, compte tenu de la question 25.,

d(A,∇p) =
√

µp + 1 + ... + µr.

28. Γ est de rang r = 3. Les valeurs propres de Γ sont µ1 = 4, µ2 = 1 et µ3 = 1.
Donc, d(Γ,∇0) =

√
16 + 1 + 1 = 3

√
2, d(Γ,∇1) =

√
1 + 1 =

√
2, d(Γ,∇2) =

√
1 = 1. Enfin, comme Γ est dans

∇3 = GL3(R), d(Γ,∇3) = 0.
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