SESSION 2003

CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

I. Exercice préliminaire

1.
-2 -1 1 2 1 6 5 5
H=TT=|(2 -1 -1 -2 -1 -1 =[5 6 5
1 -1 =2 -1 -1 =2 55 6

H est une matrice symétrique réelle. D’aprés le théoréme spectral, H est orthogonalement semblable & une matrice
diagonale (réelle).

On a immeédiatement rg(H —I3) = 1. Donc, dim(Ker(H —I3)) = 2, et puisque H est diagonalisable, 1 est valeur propre
d’ordre 2. La troisiéme valeur propre A est fournie par la trace de H: 1+ 1+ A =18 et donc A = 16. Donc,

Sp(H) = (1,1,16).
Il est immédiat que Ker(H — I3) est le plan d’équation x +y + z = 0. Puisque les sous-espaces propres de H sont

orthogonaux, on a d’autre part Ker(H—16I3) = (Ker(H—13))% = Vect((1,1,1)). On prend e3 = L(LLU (de sorte que

V3

(e3) est une base orthonormée de Ker(H — 1613)), puis e; = 1,—1,0) (vecteur unitaire de Ker(H — I3)) et enfin,

2
7
1 1

1 1
e—esAer=—— | 1 Al =1 == 1
z 3 ! \/g 1 0 \/g 2

(e1,e2,e3) est une base orthonormeée de M3 1(R) (pour le produit scalaire usuel), constituée de vecteurs propres de H.

€ O3(R) et D = diag(1,1,4) € D3 (R) alors D? = P~THP.

Sl-5-5l -

2. Puisque S est orthogonalement semblable & une matrice diagonale, S est symétrique. De plus, pour X vecteur colonne
quelconque, on a

EXSX = 'X(PD'P)X = *(*PX)D(*PX) = x"2 +y"? +4z"* >0,
ot x’, y’ et z’ sont les composantes de 'PX. La matrice S est donc positive.

Comme les valeurs propres de S sont les valeurs propres de D a savoir 1 et 4, 0 n’est pas valeur propre de S. Par suite,
S est inversible. On peut donc poser U =T S~'. On a déja I' = US puis, S étant symétrique et P étant orthogonale,

tuu=s"'trrs'=pD'P'PD?P'PD P! =15.

Donc, U est une matrice orthogonale. De plus,
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Donc

)

I1. calcul de la distance de A a Sn(R) et a AL(R)

3. Soit (A,B) € (Mn(R))%. Posons A = (ai j)1<ij<n €t B = (bi;)1<ij<n. Pourj € [1,n], le coefficient ligne j, colonne j

n
de la matrice *AB vaut Z ai,jbi; et donc,

i=1
Tr(tAB) = Z (Z ai‘jbi,j>
j i=1

j=1

= ) aybi

1<ij<n

Ainsi, I'application (A, B) — Tr(*AB) n’est autre que le produit scalaire canonique sur M (R) et est en particulier un
produit scalaire.

4. Soit A € M, (R).

AESRINA(R)="A=A=-A=A=0.
Donc Sy (R) N A, (R) ={0}. Ensuite, pour tout A € My (R),

A=A+ AT+ AR,

N —

avec %(A +'A) € Si(R) et %(A —tA) € A, (R). Donc,

Soit enfin (A, B) € Sn(R) x An(R).

A|B = Tr(*AB) = Tr(AB) = Tr(BA) = Tr(—'BA) = —BJA,

et donec, A|B = 0. Cette somme directe est donc orthogonale.
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5. Soit A € M (R). Posons B = E(A +tA)et C = Z(A —t A). B (resp.C) est le projeté orthogonal de A sur S, (R)

(resp. An(R)) parallelement a A, (R) (resp. Sn(R)). Par suite, pour toute M € Sy (R), B — M est orthogonale a C et le
théoréme de PYTHAGORE permet d’écrire

IA =M =IC+ (B—M)|I> =ICII* + 1B — M|I* > [|C|1%,

avec égalité si et seulement si M = B. Donc,

. 1
d(A,Sn(R)) = Inf [[A—M[=_ Min [A-M[]=]Cl=[5(A-"A).
MESn (R) MESn (R) 2

n

De méme,

AIA, AW (R)) = 15(A + A,

YA € Ma(R), d(A, Sa(R)) = | 1A 4 Al et d(A, An (B)) = |3 (A +* A)].

6. La partie symétrique de I est

: : 12 1 1 -2 -1 1.0 0
sr+em=s{ -2 -1 =1 )+ 2 -1 = =0 -1 —1
—1 -1 =2 1 -1 =2 0 -1 -2

Par suite,

(% An(R)) = 37+ 7)) = VB =2V2.

ITI. calcul de la distance de A a On(R)

A. Théoréme de la décomposition polaire
7. Soit S € S, (R). Les valeurs propres de S dans C sont donc réelles.
e Supposons S € S7(R). Soit A € R une valeur propre de S et X € My, 1(R) \ {0} un vecteur propre associé. Alors,
0 < 'XSX = 'X(AX) = A|IX|.

Maintenant X n’est pas nul et donc ||X||? > 0. Aprés simplification, on obtient A > 0. On a ainsi montré que toutes les
valeurs propres de S sont des réels positifs ou nuls.

e Supposons que toutes les valeurs propres de S soient des réels positifs ou nuls. Notons (Ai)1<i<n la famille des n
valeurs propres de S et posons D = diag(Ai{)1<i<n. On sait que
3P € O (R)/ S =PDP .
Soit X € My 1(R). Posons X’ = *PX = (x{)1<i<n. On a alors
n

EXSX = IXPD'PX = (*PX)D(*PX) = }_ Ai(x{)? > 0.

i =
i=1

On a ainsi montré que S appartient a S; (R).

En résumé

VS € Su(R), (S SF(R) & Sp(S) C RT).

8. Soit A € M, (R).
o Y(AA) =tA(*A) =tAA et donc tAA € S, (R).
o Soit X € M 1(R).

EX(PAA)X = HAX)(AX) = |AX]]2 > 0.
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Donc

)

VA € Mn(R), *AA € S (R).

9. a. Soit (1,j) € [1,n]2. *A;A; est le coefficient ligne 1, colonne j de *tAA et donc de D?. Par suite,

da? sii=j
= 8;;d?.

V(i,j) € [1,n]?, 'A1A) = { v

0 siij

En particulier, pour chaque i on a ||A;||? =* A;A; = d?. Donc

vie[l,n], (di=0& Ay =0).

b. Si A est nulle, alors D est nulle et n’importe quelle base orthonormée de My 1(R) convient. Sinon, pour chaque colonne
A non nulle, (d; est alors non nul) et on pose

1 1
Ei= —A; = —A,.
AT a
Ces vecteurs E; constituent clairement une famille orthonormée pour le produit scalaire usuel de My 1(R). On la
compléte en une base orthonormée (Ej,...,En) de My 1(R). Pour chaque i, que la colonne A; soit nulle ou pas, on a
A= diEi.

c. Soit E la matrice dont les colonnes sont Ej,...,E;,. Puisque ces colonnes constituent une base orthonormée de My 1(R)
pour le produit scalaire usuel, on sait que E est une matrice orthogonale. Les égalités de la question b. signifient alors que
A =ED.

10. a. Posons S = *AA = 'BB. D’aprés la question 8., S est une matrice symétrique positive et d’aprés la question 7., les
valeurs propres de S sont des réels positifs.

Soit (A1, ..., An) la famille des valeurs propres de S. Pour chaque i, posons d; = v/A;. Posons encore D = diag(ds, ..., dn).
D’aprés le théoréme spectral, on sait que S est orthogonalement semblable & D? = diag(A1, ..., An). Soit P € O, (R) telle
que S = PD?P~ ! alors P"'*tAAP = P~ "tBBP = D?.

b. Puisque

Y(AP)(AP) = P""*AAP = P ''BBP = '(BP)BP = D?,
d’apreés la question 9.c., il existe deux matrices orthogonales E et E’ telles que AP = ED et BP = E’D. Donc,

A=EDP ' =EE"'"E'DP"' =EE"'B.
Posons U = EE’~'. U est un produit de matrices orthogonales et donc, U est une matrice orthogonale. De plus, A = UB.
(On peut noter que la réciproque est aussi vraie : *AA =' B'UUB = 'BB).

11. Soit A € M, (R). La matrice *AA est une matrice symétrique réelle positive et il existe une matrice orthogonale P
et une matrice diagonale D a coefficients réels positifs telles que *AA = PD?*P = t{(D*P)(*PD).

D’aprés la question 10., il existe une matrice orthogonale Ug telle que A = Uy (D'P) = (UytP)(PD'P). Posons U = Uy P
et S = PD'P. U est orthogonale en tant que produit de deux matrices orthogonales et S est symétrique positive car
orthogonalement semblable & une matrice diagonale positive. On a montré que

VA € My (R), 3U € On(R), 3S € S} (R)/ A = US.

B. Calcul de d(A, O,(R).
12. Soient M € M, (R) et Q € O, (R).

IMQ|]? = Tr({(MQIMQ) = Tr(*Q*MMQ) = Tr(Q'Q*'MM) = Tr(*MM) = [|[M||?,
et donc |[MQ|| = [|[M||. De méme, ||QM|| = |[M]|.
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VA € Mn(R), VQ € OR), [MQ]| = [QM]| = [[M]|.

13.a. [A—Qf = [US— Q] = [U(S —U~'Q)|| = IS — U 'Q| (d’aprés la question 12.).

Maintenant, 'application Q + U~'Q est une permutation de On(R) (de réciproque Q ~— UQ). Donc, quand la
matrice Q décrit Oy, (R), la matrice Q' = U~"Q décrit aussi Oy, (R). Donc,

Ad(A,0,(R))= Inf [[A—Q|= Inf [S—UT'Q|= Inf [S—Q'|=d(S,0On(R)).
Qe0L(R) Q0L (R) Q’eOx(R)

Donc,

d(A,On(R)) = d(S, On(R).

b. |S—Q| =||PDP~" - Q| =||P(D - P 'QP)P~ || = [ID — P~'QP|| (toujours d’aprés la question 12.). Or, I'application
Q + P~TQP est une permutation de Oy, (R) (de réciproque Q + PQP~1). Donc comme précédemment,

d(A,On(R)) = d(S,On(R)) = d(D, On(R)).

14. a. Soit Q € M (R).

ID-Q|*=Tr (*(D-Q)(D - Q)) =Tr(D?) — Tr(DQ) — Tr(*(DQ)) + Tr(I)
=Y M —2Tx(DQ) +n
i=1

b. Notons wr,. .., wy les coefficients diagonaux de la matrice Q. La valeur absolue des coefficients d’une matrice ortho-
gonale sont inférieurs & 1 et en particulier, les w; sont inférieursou égaux a 1. Mais alors, puisque les A; sont positifs,

n n
Q) :Zwi)\i < Z?\l
i=1 i=1
c. Soit Q € O, (R). D’aprés la question b., on a

n n

ID—Qf* = ZAZ 2Tr(Dw) Z ZZ)\ +n—Z}\2—2?\i+1):Z()\i—l)zzHD—Inllz,
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

avec égalité effectivement obtenue pour D = [,, € O,,(R). Donc

d(A,On(R)) = d(S,0n(R)) = d(D,On(R)) = [|D — L.

15. D’aprés la question 12., on a

ID = In|| = [P(D = La)P~ || = [|S — Ln|l = [U(S — L)l = IA — U],

et donc,

d(A, On(R)) = [[A —U].

16. 4(T, O, = ||D —I3|| ou D = diag(1,1,4) et donc D — I3 = diag(0,0,3). On en déduit que

d(l, On(R)) = 3.
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IV. calcul de la distance de A a Ap.

17. a. Soit M € M, (R). Notons xm le polynéme caractéristique de M. Si xam n’a pas de racine réelle non nulle, on prend
o = 1. Si xm a au moins une racine réelle non nulle, celles-ci sont en nombre fini et on peut prendre pour « la plus petite
valeur absolue d’une racine non nulle de xpm. Dans tous les cas, & est un réel strictement positif tel que xpm n’admette pas
de racine dans ]0, «[ ou encore tel que pour A €]0, «[, la matrice M — Al,, soit inversible.

Vn

IM = (M =AL)| = AL ]| = AVn < %ﬁ: e.

b. Soit ¢ > 0. On choisit un réel A dans }0, Min {oc L} [ D’une part, la matrice M — Al,, est inversible et d’autre part,

Ainsi,
YM e M, (R), IN € GL,(R)/ |IM—=N|| < e.

Par suite,

GLn(R) est dense dans M, (R).

18. Soient A € M, (R) et ¢ > 0. Il existe une matrice M inversible, et donc de rang au moins p telle que ||[A — M| < .
Par suite, pour tout réel strictement positif ¢, d(A,A,) < € et donc

Vp € [0,n], VA € M (R), d(A,Ap) =0.

V. Calcul de la distance de A & V.

A. Théoréme de COURANT et FISCHER

19. Puisque la famille (Ci)1<i<n est une base orthonormée de My, 1(R) pour le produit scalaire usuel, on a

mn
XX = XX = fo.

i=1

Ensuite, pour chaque i € [[1,1n], C; est vecteur propre de A associé & la valeur propre A; et donc

n n
EXAX = le i ZX)AC = le DI %AC) =D A
j=1 i=1

Par suite,

EXAX
XX

VX € Mn 1\ {0},

En particulier,

t
A
vk e{1,...,n}, % = M.

20. Soit X un vecteur non nul de Fy. Puisque A1 > Ay > ... > Ay,

n k k n
XAX =) A=) Mxf =M ) =AY xf=AXX
i=1 i=1 i=1 i=1
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t
Donc, pour tout vecteur non nul X de Fy, on a XX > Ak. D’autre part, pour X = Cy (qui est un vecteur non nul de
XAX  'CACyk

Fix), on a XK C.Cy = Ay et donc,

. tXAX
XeFk\{O} XX

k-

21. a.

dim(F N vect(Cy, ..., Cn)) = dim(F) + dim(vect(Cx, ..., Cn)) — dim(F + vect(Cy, ..., Cn))
=k+ (n—k+1)—dim(F + vect(Cy, ...,Cn)) =n+ 1 —dim(F + vect(Cx, ..., Cn))
>n+l—-—n=1.

VF € ¥y, dim(F Nvect(Cy,...,Cn)) > 1.

b. Il existe donc un vecteur X non nul dans F N vect(Cy, ..., Cy). On a alors

n n n n
XAX =) Ao =) M <A ) xd =AY xd =A'XX,
i=1 i=k i=k i=1
t

XX < Ak. On en déduit que

et dong, il existe un vecteur non nul de F tel que

EXAX

X < Ak

min
xer\{o} X

EXAX
22. D’aprés la question 20., il existe un sous-espace F de dimension k (& savoir F = Fy) tel que XII]l:l\I{lO} X = Ak. Par
€
suite,
XAX
max min .
FeV, XeF\{o} XX — K
. R . . . . XAX
Mais, d’apres la question 21., pour tout sous-espace F de dimension k, on a min ———— < A, et donc
xeFR\{0} tXX
XAX
max min .
Few, XeF\(0) IXX — ¢
Finalement,
EXAX
max min —— = Ag.

FEW, XeF\{O} XX

B. Calcul de d(A, V)
Puisque r > p, A n’est pas dans V.

23. D’aprés la question 11., il existe une matrice orthogonale U et une matrice symétrique positive S telles que A = US.
1l existe d’autre part une matrice orthogonale P’ et une matrice diagonale positive D telles que S = P'D'*P’. On prend
P = 'P/ puis E = UP’. E et P sont des matrices orthogonales et D est une matrice diagonale & coefficients positifs telles
que A = EDP.

Puisque E et P sont inversibles, le rang de A est le rang de D. D’autre part,

tAA = 'PD'EEDP = 'PD?P.
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Le rang de *tAA est donc le rang de D?. Maintenant, D étant diagonale, le rang de D est le nombre de coefficients
non nuls de D. Les coefficients de D? étant les carrés des coefficients de D, ce nombre est également le rang de D?. On a
montré que

VA € M, (R), rg(tAA) = rgA.

24.

n
A=EDP=) /luMP.

1=1
Pour chaque 1, posons alors Ry = MP. Puisque P est inversible, le rang de Ry est le rang de M a savoir 1 puisque
M, contient une et une seule colonne non nulle (les colonnes d’une matrice orthogonale étant toutes non nulles). D’autre
part, pour (k,1) € [1,n
rrbracket?, on a

Tr(*ReRy) = Tr(P7"'MM,P) = Tr(*McMy).

Maintenant, le coefficient ligne i, colonne i de *M; My est le produit scalaire usuel de la i-éme colonne de My par la
i-éme colonne de My et vaut donc 8; di1. Si k # 1, ces coefficients sont tous nuls et dans ce cas, Tr(*MM) = 0. Si
k = 1, tous ces coefficients sont nuls sauf le coefficient ligne k, colonne k qui vaut 1. Dans ce cas, Tr(*MyM) = 1. En
résumeé,

V(k, I’) € {]v‘”)n}za Rk‘Rl = Tr(tRle) = 6k,la
et la famille (Ry)1<k<n est bien une famille orthonormée de My (R).

p
25. Le rang de N est encore le rang de NP~ = Z /ItM. Mais les n — p derniéres colonnes de la matrice NP~ sont

1=1

nulles et donc rg(NP~') < p, ou encore

Puisque la famille (Ry) est orthonormeée, on a alors

T

.
dA, V)P <IA=NIP =l Y} VimRIP = D (Vi) = Bpi1 4o + b,

l=p+1 l=p+1

et donc,

d(A, V) < VHp1 T F i

26. a. D’aprés la question 23., rg(*AA) = 1 et donc,

dim(KerM NIm(*AA)) = dim(Ker(M)) + dim(Im(*AA)) — dim(KerM + Im(*AA))
= (n—p)+1—dim(KerM +Im(*AA))
>(n—p)r—n=r—p

b. Soit F un sous-espace vectoriel de G de dimension k. D’apreés la question 21.b.,

COEXHA = M)A —M)X c
min
XEF\jo} EXX =T

Maintenant, les vecteurs X considérés étant dans le noyau de M, on a

EXHA — M)(A — M)X = 'XHA — M)AX = EXEAAX — F(MX)AX = EXPAAX.

Donc

IXTAAX

mm ——- (0,678
xeR\jo; XX O F
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c.Onal<k<r—petdonck+p <r. Pour chaqueié€ [1,...,k+p], on a donc p; # 0. Mais alors

1
Vi = EtAAVi € Im(*AA).
i

Par suite, vect(Vy, ..., Vp4x) C Im(*AA). On en déduit que

G Nvect(Vy, ..., Vpik) = KerM N Im(*AA) Nvect(V1, ..., V1) = KerM N vect(Vi, ..., Vpik)-
On en déduit, comme a la question a., que dim(G Nvect(Vy,...,Vpyx) > (M —p)+ (p+k) —n=k.

dim(G Nvect(V7, ..., Vp4x) > k.

d. On peut donc choisir un sous-espace F de dimension k dans G N vect(V1, ..., Vp4i). D’aprés b., on a
EXTAAX o
min ———— .
XeR\(o) XX K
k+p

D’autre part, pour X € F, on peut poser X = Z xiVi. On a alors (puisque la famille (V7, ..., Vicyp) est orthonormée)

i=1

k+p k+p k+p k+p
XPAAX =1 <Z X1V1> Z X Vi | = Z Hix? > Hirp Z X7 = pip XX
i=1 j=1 i=1 i=1
EXTAAX
Donc, si X est un vecteur non nul de F, XX > Hk+p et en particulier,
EXtAAX
min ———— .
Xetjo, tXX = HkP

Finalement,

27. Le travail précédent est valable si on suppose que M est de rang inférieur ou égal a p. Soit M une matrice de rang
g<p<r.

n T—p T—p v
[A=M[? =Tr("(A-=M)(A-M)) = Z o > Z o > Z Hitp = Z Hi-
i1 i i1 —

Par suite, pour toute M € V,,, [|[A — M| > /Hp11 F ... + [+ et, compte tenu de la question 25.,

d(A, Vp) =/tp + T+ .+ 1y

28. T est de rang v = 3. Les valeurs propres de I''sont p; =4, up = 1 et u3 = 1.

Donc, d(lTVy) = VI6+1+1 = 3v2, dNVy) = VI+1 = V2, d(LV,) = V1 = 1. Enfin, comme T est dans
V3 =GL3(R), d(I;V3) =0.
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