SESSION 2003
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE PC

MATHEMATIQUES 2

PARTIE 1

I.1  Soit u €]0,1[. ¢ est continue sur [—7t, 7t[. De plus, @, étant 27t-périodique,
@u(m) = @y (—m) = cos(—mu) = cos(mu) = @y (7).

Par suite, ¢, est continue sur [—7, 7] et donc sur R par 27t-périodicité.

Montrons que @y, est paire. Déja, pour x € [—7, 7] U 211Z, on a @ (—x) = @ (x).
Soit x € R\ 27iZ. 1l existe un entier relatif k tel que —m < x — 2k7t < 7. En effet

] _
< x—2km< e (2k— )< x < (2k+ 1) e 2k + 1 <7§[<2k—1<:>k<§(%—n<k+1<:>x=u%).

Mais alors —x + 2kt €] — 71, 7t[ et donc
Pul—x) = @u(—x+ 2k7) = @y (—(—x + 2k7)) = @u(x — 2k71) = @y (x).

@ est donc paire.

Puisque @, est paire, pour tout entier naturel non nul, on a b;, = 0 puis, pour n € N.

an(u) = 7% J: cos(ut) cos(nt) dt = 7lr J:(cos((u +n)t) + cos((w—mn)t)) dt

1 [sin((u+n)t) sin((u—n)t}t_7T 1 ((—1)“sin(71u) (—1)“sin(7‘tu)) 2usin(mu) (=1nm
== + = + = X2 _n2
u+n u—n T u+n u—n T us —mn

T t=0

2usin(7tu) y (=™

ymeN, a, = 2ol

s

@, est continue sur R, clairement de classe C' par morceaux, et 2m-périodique. Le théoréme de DIRICHLET permet
d’affirmer que la série de FOURIER de ¢, converge en tout réel et que @, est égale en tout point de R & la somme de sa
série de FOURIER.

sin(tu)  2usin(7tu) iy (—1)™ cos(nt)
1.2 D’aprés la question I.1., pour u €]0,1[ et t € [—7, 7], on a cos(mt) = + Z

™ T uz —n?
n=1
. sin(mu)  2usin(mu) 2 1 .
Pour t = 71, on obtient : + Z 5 5 = cos(mu), et donc, puisque um €]0, 7l,
Tu 7 —ur-n
f 2u m () sin(7tu) meos(mmu) 1
= cos — = - —.
uZ —n?2  sin(mu) U sin(7ru) u

Finalement,

sin(7tu) u

meos(mu) 1 & 2u
—ul-n
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2
X
1.3. Soitx € [0,1. PorneN*, 0<1—-x2<1— ) < 1. Par suite, u, (x) existe et est négatif. Ensuite,

2 1
1-25), = 0(=).

Un(x) = In( ns o0

La série de terme général u, (x) est donc absolument convergente.

La série de fonctions de terme général w,, converge simplement sur [0, 1[.

Pour chaque entier naturel non nul n, u,, est dérivable sur [0, 1] et

2x
Vx € [O,][, uT/‘L(X) = m
Soit alors a € [0, 1[. Pour n non nul donné, on a pour chaque x de [0, a]

2x 2a
2 7S 5 2
n? —x n?—a

un (X)) = = [uj(a)l.

1
Quand n tend vers +oo, |u;, (a)| est dominé par oz Par suite, la série de terme général [u/ (a)| converge et donc,

La série de fonctions de terme général u, converge normalement sur tout segment contenu dans [0, 1[.

Ainsi,
e La série de fonctions de terme général u,, n > 1, converge simplement sur [0, 1] vers une fonction que 1’on note f.
e Chaque fonction u, est de classe C! sur [0, 1[.
e La série de fonctions de terme général u/ converge normalement et donc uniformément sur tout segment contenu
dans [0, 1[.
D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme et d’aprés la question 1.2, on peut affirmer que f est de classe C! sur
[0, 1] et que, pour tout réel x €]0, 1],

i) = &, S x meos(nx) 1
(x) = Z up (x) = Z x2 —n2  sin(mx) X
n=1 n=l

Mais alors, il existe C € R tel que, pour x €]0, 1],

sin(7x)

f(x) =1In +C.

Quand x tend vers 0, on obtient (f étant définie et continue en 0)

f(0) =0=C+Inm.

Finalement,

“+o00 2
vxe 0,1, Y (1 ;‘7) -
n=1

I.4 1.4.1 Soit x € R. Si x € Z, la suite (sn(x)) est nulle & partir d’'un certain rang et donc converge vers 0. Si x ¢ Z,
pour tout entier naturel n, [s,(x)| > 0 et on a

X2
Infsn(x)| —In|sn—1(x)| =In|1 — F"
. x? . 1 . x? .
Puisque In |1 — FI est dominée par X la série de terme général In |1 — FI =lIn|s(x)| —In|sy_1(x)| converge. Mais

alors la suite, (In|s;(x)|) converge et il en est de méme de la suite (|sy(x)|) puis de la suite (s, (X)) car cette suite est de
signe constant & partir d’un certain rang.

La suite de fonctions (sy,) converge simplement sur R.
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1.4.2 Soient n € N* et x € R\ Z. Par une récurrence immeédiate, on a

n

2 n
sn(x) =x (17%):xH

(k—x)(k+x)
k2 '
k=1 k=1

Par suite, puisque x + 1 n’est pas entier et

snx+ D =x+1]] ko Tt T4 :H% (k=T=x)[[k+1+x)
k=0

k2
k=1 k=1 k=T
n n—1 n+1 n n n
1 n+1+x 1
=11 = [Tc=x [[(x+x) = —— (= STk [x+%
k=1 k=0 k=1 k=1 k=1 k=1
n+1+x
= Sn(x)
X—1n
1
YneN* VxeR\Z, sn(x+1) = %sn(x).
Quand n tend vers 400, on obtient pour un x réel donné non entier, s(x + 1) = —s(x). Si x est entier, on a directement
s(x +1) =0 = —s(x). Finalement,

vx € R, s(x+ 1) = —s(x).

1.4.3 Soit x €]0, 1[. Pour n € N* donné, on a

sn(x)

n 2 n
xH(] — :—2) = xexp (Z uk(x)> .
= k=1

k=1

Quand n tend vers +o0o, par continuité de la fonction exponentielle sur R, on obtient

sin(7tx) _ sin(7tx)

) ,

X Tt

s(x) = xexp(In
ce qui reste vrai pour x = 0. Enfin, soit x un réel quelconque. Posons p = E(x). Alors x —p € [0, 1] et

slx) = (1) s(x—p) = (D RITEZR))_ snlm),

Finalement

W € R, s(x) = x ﬁ (] xz) sin(7rx)
) = | =
e k T

PARTIE II

II.1 I1.1.1 Soitp e N. Pourn >p,ona0<p <n-—1et donc

n-p n—1
(=) = oy L[O(—erk) = 0.

Par suite,

vpeN, lim f,(—p)=0.
n—+oo

I1.1.2 Soit x € Z~. Pour tout naturel non nul n, f(x) n’est pas nul et
fopi(x) 1T /M1 o
) - (x +n).
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.f
Posons Ny = 1six >0et Ny = E(—x) +1six < 0. Pour mn > Ny, on a n+1(x) > 0 de sorte que In n+1(x) existe
fn (%) fr(x)
n n
Ensuite, quand n tend vers 400, on a
f 1 1 1
) gy Y o Ho- X o) =14 0(5),
fr(x) n n n n n n
et donc,
fn+1 (X) 1
1 = O(—
. fo(x) oo (nz)
o - L fri1(x) . . .
n en déduit que la série de terme général In = In(frs1(x)) —In(f(x)) converge. On sait qu’il en est de méme
(@) déduit 1 de t 11 ) In(frr1(x)) — In(fn(x)) (@) t qu'il t d
n
de la suite (In(f,,(x)) et donc de la suite (fn(x)).
Vx € R\ Z, la suite (f,,(x)) converge.
II.2 PourxeRetne N* ona
(x+1) = —(x+1) ™ —x n—l
n- n n-+
xfo(x+1)=x e Hk—l—]—i—x —x I (k+x) = n—i—x)(n_”' (k +x) an(x)
k=0 k=1 k=0
Quand n tend vers +o0o, on obtient :
Vx € R, xf(x+ 1) = f(x).
1 !
Ensuite, (1) = o ﬁ =1 et quand n tend vers +o00, on obtient f(1) = 1. Mais alors, immédiatement par récurrence,
vn e N* f(n) = ]
' C(n—=1n!"
I1.3 Soit x € R\ Z~. Pour n € N*,
1 n—1 n—1
fr(x)fn(l —x) =n *n 1+x e (x + k) H(1 —x+k)
k=0 k=0
1 n—1 1 n—1 n
== [T TIxc+0 k=%
k=1 k=0 k=1
n? 11[ 1 ﬁ o n 11[ x?
= X = (ke —x°) = x| |1 5)
nx+n o K ntx b k
Quand n tend vers +oo, le premier membre de cette égalité tend vers f(x)f(1 — x) et le second membre vers sin(rrx)
d’aprés la question 1.4.3., ce qui montre que f(x)f(1 —x) = sm:tx).
Quand x € Z—, d’aprés la question I1.1.1, f(x) = 0 et donc encore une fois f(x)f(1 —x) = sm(mc)' Finalement,

sin(7tx)

Vx € R, f(x)f(1—x) =
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in(k
I1.4 1II.4.1 Si k est un entier négatif ou nul, f(k)f(1 —k) = s1n£T ) =0. De plus, d’apreés I1.2, puisque n = 1 —k est un

1
entier naturel non nul, f(1 —k) = -] # 0. On en déduit que f(k) = 0. Donc,

f s’annule sur Z~.

Ainsi, si px est un entier négatif ou nul, f(px) = 0. Pour montrer que la relation (1) est vérifiée (quand px est un entier
p—1
k k
négatif ou nul), il suffit de vérifier que I | f(x + ];) = 0. Pour cela, on va montrer que I'un des x + 5, 0<k<p-—1, est

k=0
un entier négatif ou nul.

La division euclidienne de I’entier naturel —px par I'entier naturel non nul p fournit (q,r) € N? tel que

—px=qp+ret0<r<p-—1.

Mais alors, 1 est élément de {0, ...,p — 1} et vérifie x + % = —q € Z . Par suite, f(x + %) = 0. Finalement, si px € Z—,
flpx) = 0 = (2m) "= pP¥+2 Hf(x+ )

11.4.2
Soient (n,p) € (N*)? puis x un réel tel que px ¢ Z~. On a d’une part

—px pn—1

pvx—lfpn(px):ppx 1 pn71 T H (px + k)

1
—p nP— | I (px + gp + 1) (en effectuant la division de chaque k € [0,pn — 1] par p)
(pn—1)!
0<q<n-—1
0<r<p-—1

L 1 p—1 [n—-1
—p'n pxmn H(px—l—qp—i-r)
p " r=0 \q=0

et d’autre part

p—1 p—1 —x—k n-1
k n v k
||fn(x+—J—||< H(x-l———i—i))
k=0 p k=0 (n—1)! i=0 p
1 p—1 [n-1

= (n_")p(n*%)1+2+"'+(p_”7 H (x + T +q) | (simplement en changeant de notations)
(n—=T1)h)p =0 \q=o

p(p—1) ]

- 1
=n e —— [ [ [ [+ ap+7)

P
bt 1 1
=T (px+ap +7)
q

PP Mon(px)

p—1 1 N S
[T+ ™77 =Ty p

Ainsi,
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nEpr T —1)IP
(pn—1)!

D’aprés la question II.1.2, puisque px ¢ Z~, la suite (fpn(pX))nen+ a une limite non nulle & savoir f(px). D’autre part,
pour 0 <k <p-1,

ol Apn = ne dépend pas de x.

k
x+5 €Z =px+kepZ =pxe€—-k+pZ =pxel,
et donc par contraposition,

k
px ¢ pZ~ = Vk € [0,p —1], x+5€Z*-

—1
k J k
On en déduit que Vk € [0,p — 1], f(x + =) # 0 et donc que la suite (H fn(x + —)) a une limite non nulle quand
P k=0 neN*
= k PP fon (px)
n tend vers +o0o a savoir H f(x + —). Mais alors le rapport 17]0 Ap n a une limite réelle positive quand n
k=0 P
H fn(x + -
k=0
tend vers +o0, limite que I’on note A,. Quand n tend vers +oo, on obtient
p—1 K
flpx) = App P [T flx+ 2).
k=0 p
1 1
11.4.3 On évalue I’égalité précédente en x = = (x= b = px =1¢ Z7). On obtient (puisque f(1) =1 d’apreés la question
I1.2)
—1 p—1
k+1 P e (= k’ k
1=f1) =A, [[f(—) Apr(—)=ApH pr =A, [Tf0-2)
k=0 P k=1 P k=1 k=1 k=1 p
Ainsi,

Mais alors, d’aprés la question I1.3.,

vp e N*, AZ =

11.4.4
p—1 2
2ik7
(X—e » ) B 2
(XP1 4 X024 +X+1)2_<Xv1)2_ ‘E[O— _<1i_[](xez‘pk“)>
X—1 X—1 bl
p_1 2ik p_] 2ik 2ik
= (X—e v ) H(X—€7 p) (quand k décrit [1,p — 1], e~ » - décrit aussi U, \ {1}
k=1 k=1
p—1 p—1

ik7r —2ik7t Zk
= TTX = ™5 ) (X — e ) :H(XszXcosTﬂ—i-U.
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p—1
2k
VXER, (Xp_1 +Xp_2+...+x+1)2 = H(X2_2XCOST7T+])_

Pour x = 1, on obtient en particulier

k=1 k=1
L
L’égalité () montre que H sin — > 0 et donc que
k=1 P
—1
] sink—n = 7]92 —_P
P 22(p—1) ~ 2p—1°~
k=1

Puisque A, est un réel positif, 'égalité (*) fournit encore

On obtient finalement

p—1 p—1
k p—1 1 k
flp) = App 1 T f0x+ ) = (22 p2p et T et X) = 2 poee ] fx+

PARTIE 111

II1.1 Soit x un réel. La fonction f : t — e 't* T est continue sur 10, 400l et donc intégrable sur tout segment de
10, +o0l.
e Quand t tend vers 0, e *t*~ 1 ~t*~1 > 0. Donc f est intégrable sur un voisinage de 0 si et seulement si la fonction
t — t* 1 est intégrable sur un voisinage de 0 ce qui équivaut a x > 0.

e Quand t tend vers +oo, d’aprés les théorémes de croissances comparées, on a dans tous les cas e """ = o(—) et

2
donc f est dans tous les cas intégrable au voisinage de +oco.

En résumé f est intégrable sur ]0, +oo[ si et seulement si x > 0.

=]0, +ool.

Montrons alors que la fonction I' est de classe C* sur ]0, +oo[. Pour cela, on se donne deux réels a et b tels que 0 < a <b

et on considére la fonction F : [a,b]x]0,+oco[ — R . La fonction F admet des dérivées partielles a
(x, 1) = f(x,t) = et
tout ordre par rapport & sa premiére variable x sur [a, b]x]0, 400 et
k
Vk € N*, ¥x € [a,b], ——(x,t) = (Int)*t* Te T,
oxk

e Pour chaque x € [a, b], la fonction t — F(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0, +oo[ (d’apres le début
de la question).

ak
e Pour chaque k € N* et t €]0, 400, la fonction x — P (x,t) est définie et continue sur [a, b].
k
e Soient k € N* et x € [a, b]. La fonction t — P ——(x, t) est définie et continue par morceaux sur ]0, +oo[. De plus,
kF
Maintenant, si t €]0, 1], ™ ——(x,t)| = |Intft* Te t = |Intf<ex—TInte—t < |y tkelaDInte—t — | t[kta—Tet et si

k

OKF
€ [1,+o0l, w(x,t)‘ < |Int/*t*~Te~t. En résumeé,
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k

o0“F
Vit € fa, bIxI0, ol | 3506, < (1) @) = e Mae e Ve

1
La fonction @y est déja continue par morceaux et positive sur ]0,+ool, négligeable devant — au voisinage de +o0

d’aprés les théorémes de croissances comparées. Il reste & vérifier que cette fonction est intégrable au voisinage de 0. Pour
t €]0,1], on a

' Zr(t) =t Z|Int*te et = |Int/*tZe t

)

a a
et donc, puisque 3 >0, liII(l) t' 72 @y (t) = 0 d’apres les théorémes de croissances comparées. On en déduit que quand
t—

a o .. . a
t tend vers 0, @i (t) = o(t~'2) et donc que @y est intégrable sur un voisinage de 0 puisque —1 + 5 > —1.
Finalement, la fonction @y est continue par morceaux, positive et intégrable sur ]0, +ool.

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & parameétres (théoréme de LEIBNIZ), la fonction I' est de classe C* sur
tout segment contenu dans ]0, +o0o[ et donc sur ]0, +ool et les dérivées successives s’obtiennent par dérivation sous le signe
somme :

" est de classe C*® sur |0, +o0o] et

Yk € N*, Vx €]0, +o0[, T* (x) = J (Int)*t*Tet dt.

II1.2 IIL.2.1 Soit n € N et x €]0, +oo[. Vérifions tout d’abord l'intégrabilité de la fonction u — (1 —u)™u*"'. Cette
fonction est continue sur ]0, 1], positive et équivalente quand u tend vers 0 & la fonction u — u*~' qui est intégrable sur
un voisinage de 0 puisque x — 1 > —1. Donc la fonction u — (1 —u)™u*"! est intégrable sur ]0, 1].

vn € N, Vx €]0,+oo[, gn(x) existe.

uX
Soient n > 1, x €]0, +oo[ puis € €]0,1[. Les deux fonctions u — (1 —u)™ et u — — sont de classe C! sur le segment

[¢,1]. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit :

1 X 1 1 X 1
J (1—uw)™u ' du= [(1 —u)nu?} + %J' (1—w™'u* du=—(1 —e)"% + EJ (1—uw)™ "u* du.

€ £ € X Je

n
Quand ¢ tend vers 0, au vu de I'intégrabilité sur ]0, 1] de toutes les fonctions considérées, on obtient gn (x) = —gn_1(x+1).
X

n
vn € N*, ¥x €]0, +ool, gn(x) = ~ 9 (x+1).

Soient 1 € N* et x €]0, +oo[. En réitérant on obtient

gn(x) =

Exn—lx 1 (x+n) = n! J’1 n! 1
x  x4+1 "'x+n71go o

1 n 1
G (x) :JO (1 _ %) 1 dt :L(] — WM ndu = n*gn (x)
ol " T (n—1)! " no n
T on-1 x+n n-1 x+n (Tl—}—X)fn(X)'
H(x—l—k) n*XH(x—I—k)
k=0 k=0
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n

vn e N*, Vx 6]0,+OO[, Gn(x) = m

II1.2.2 Soit n € N*. L’inégalité & démontrer est claire quand t = n. D’autre part, pour t € [0, n[,
t\" t t t
e_t2<1—) (:)tznln(1—)<:>1n(1—)§—.
n n n n

1
Maintenant, la fonction h : uw+ In(1+1u) est deux fois dérivable sur ] — 1, +oo[ et pour u > —1, h”(u) = —m < 0.
u
On en déduit que la fonction h est concave et en particulier que son graphe est en dessous de sa tangente en (0,0) ce qui
fournit

vu>—1, In(T+u) <u.

t t t
Pour u=—— €] —1,0] C] —1,4o0l, on obtient In(1 — —) < —— et I'inégalité de I’énoncé est également vraie si t € [0, n[.
n n n
. . t t , t, t . t\"
De méme, sit € [0,n], — € [0,1] C] — 1, 4ol et en posant w = —, on obtient In(1+ —) < — et doncet* > [1+—] .
n n n n n

YneN* vte[0,n], et > (1 i) et et > (1 +£> )

n

t\" t
Mais alors, d’une part e™t — <1 — —> > 0 et d’autre part —et < — <1 + —>
n n
t

£\ ™ £\ ™ n 2 n
—et <1 — —) < — <1 + —> (1 — —> =— (1 — —2) . On en déduit que
n n n n

t n
et donc, puisque (1 — —) > 0,
n

I11.2.3 Soit a € [0, 1].

ePourn=1,(1—-a)'=1—-a>1—a=1-1x a. L'inégalité & démontrer est donc vraie quand n = 1.
e Soit n > 1. Supposons que (1 —a)™ > 1 —na. Alors puisque 1 —a > 0,

M- =1-a*1—-a)>(1-na)(l—a)=T-n+Na+a*>1—n+1)a.

On a montré par récurrence que

vneN Vael0,1], (1—a)™>1—na.

t2 2\ " t2 t2 2\" 2
Soient n € N* et t € [0,n]. — € [0,1] et donc [ 1 — — >l-nx —==1——pusl—|(1—— < — et enfin
n2 n?2 n n

n2 n?2
2\ " 2
et l] — (1 — t—z) 1 < e‘tt—.
n n

vyneN* Vte[0,n], 0<e t — (1

II1.2.4 Soient n € N* et x €]0, +ool.
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n t n “+o00
J (e_t — (1 - —) ) dt—l—J e ! dt‘
n n

+o0 n t n
IT(x) — Gn(x)| = J e t! dth (1 — —) ! dt‘ =

0 0 n 0
n t n +o00 n tzeft +oo

:J <et — <1 — —> )t"‘ dt—l—J e T dt SJ - ! dt—l—J e T dt
0 n n 0 n n

1 +o0 +o0 r 2 +o0

—J e tpxt! +J et At = Fx+2) +J e 1 at.

n 0 n n n

+o00

Puisque la fonction t — e~ *t*~! est intégrable sur 0, 4+-ool, J e 't*~ ! dt tend vers 0 quand n tend vers +oo. Comme
n

Mx+2 .
g tend aussi vers 0 quand n tend vers +oco, on a montré que

Vx €]0,+oo[, lim Gp(x)=T(x).

n— +o0

1
Soit x > 0. Alors x ¢ Z~ et donc f(x) # 0. D’aprés la question II1.2.1, on a lirf Gn(x) = ™ ce qui montre que
mn— +00
1

I'x) = f(]—x) et donc que I'(x) # 0 puis f(x) = Fo

Vx €]0, +oof, f(x) = ﬁ

IT1.3 D’aprés la question III.1, la fonction T est de classe C* sur ]0,4+oo[. Comme la fonction I' ne s’annule pas sur

10, +ool, f est de classe C*® sur ]0, +ool.
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, f est de classe C*® sur | —n, +ool.

e f est de classe C*® sur ]0, +oo[ et le résultat est vrai pour n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que f soit de classe C*® sur ] —n, +ool. D’aprés la question II.2, pour tout réel x on a

f(x) = xf(x+1). Par hypothése de récurrence, la fonction x — f(x+1) est de classe C*® sur |—n—1, +oo[=]—(n+1), 4ol

f est de classe C* sur R. '

et il en est de méme de f.
On a montré par récurrence que

10 © Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.
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