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CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE PC

MATHEMATIQUES 2

Partie I

1)—s -
I.1 Soient s € Ret ze€ C. Pour n > 1, % = (1 + %) * tend vers 1 quand N tend vers +oo. D’aprés la régle de

D’ALEMBERT, le rayon de convergence de la série entiére proposée est égal a 1.

1.2 Soient 8 € R et s € R. Posons z = etf.

n n n

z

1.2.1Sis>1, comme | —| = oy la série de terme général vy converge absolument. Si s < 0, comme |—| = vy ne tend
pas vers 0 quand n tend vers 400, la série de terme général % diverge grossiérement.
1
1.2.2 Si 0 < s <1, la série de terme général vy diverge.
1.2.3 Soit s €]0, 1]. On pose z = e'® oi1 8 € R\ 2nZ. Pour n € N*,
n 5 o 1 — ein® o
Sul =) zF =|¢ T | (care® £ 1)
k=1
_ ei@(]—% 1) e—inQ/Z _ einG/Z _ sin(nG/Z)
e~ 10/2 _ ¢i0/2 sin(6/2)
1
< m ce qui reste vrai pour n = 0.
1
vneN, V0 € R\ 21Z, S| < M(0)oa M(0) = ———~—.
| sin(6/2)]
Ensuite, pour k € N*, on a z* = Sy — Sy_1 (y compris quand k = 1) et donc
n n n n n n—1
DK=Y KISk —Sk1) =) KSk— ) kS =) ko Si— ) (k+1)75S,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=0
n—1 n—1 n—1
=S + > ko Si— ) (k1) =) Sk *—(k+1)]+Syn*
k=1 k=1 k=1

Montrons alors que la série de terme général Sx[k™* — (k + 1)~*°] est absolument convergente.
Pour k > 1, puisque s >0, k™% — (k+1)"° > 0 et donc

—s —s)| — —s __ —s 1 —s __ —s
ISkc(k™% = (k+1)7%) = [Skl(k (k+1) )Slsm(e/z)\(k (k+1)79),

Cette derniére expression est le terme général d’une série telescopique convergente (puisque n~* tend vers 0 quand n tend
vers +00). Par suite, la série de terme général Sy [k™° — (k 4+ 1)7%] est absolument convergente.
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Comme d’autre part, la suite (Sy,n~%) est convergente (de limite nulle puisque la suite (Sy,) est bornée et que n=* tend
vers 0), la série de terme général n~5z™ est convergente.

1.3 1.3.1 Soit (x,s) €] —1,1[xR. Posons ] =[0,x] six >0 et ] = [x, O] six <0.

Pour t €] —1,1[ et n € N*, posons gn(t) = n=St™', puis P(t Z gn(t). Cette série entiére a encore un rayon de

convergence égal & 1 et pour t €] — 1, 1[\{0}, ¥(t) =

t,s , .
(p(t ) . Puisque { est continue sur ] —1,1[ (en tant que somme d’une

série entiére sur | — 1, 1[), la fonction t — est continue sur | \ {0} et se prolonge par continuité en 0. On en déduit

X
t
Pexistence de J M
0

@(t,s)
t
dt.

On sait alors que la série entiére de terme général g,, converge uniformément sur tout segment contenu dans ] — 1, 1]
et en particulier, converge uniformément sur le segment J. On peut donc intégrer terme & terme et on obtient

X X x *+oo
(p(tas) o 1
J n dt—J dt_J E n St

0 0
& +o0
ZZJ nosn! dt—Zn s_:an(smxn
n=1 =
= @(x,s+1).
Y(x,s) €] —1,1[xR, @(x,s+1) :J'X@ dt.
0

1.3.2 Soit x €] —1,1[. Zx et(pxl Z—z—lrﬂ—x)

vx €] —1,1], @(x,0) =

1.4 Soit s un réel strictement supérieur a 1.

1.4.1 Soit n € N*. Puisque s > 1, la fonction f,, est continue sur [0, 400l et puisque n > 0, la fonction f,, est négligeable

1
devant > quand t tend vers +0o. On en déduit que fy, est intégrable sur [0, +ool.

u 1
Posons alors u = nt ou encore t = — et donc dt = —du. On obtient
n n

“+o0 “+o0 +oo
J fn(t) dt = J e sl dt = J e s I du =no(s).
0 0 0

+00

Vn € N*, Vs €]1, +o0l, J fn(t) dt=n"°T(s).
0

1.4.2) Soit z un complexe de module inférieur ou égal a 1.
e Chaque fonction h,, : t z™f, (1) est continue sur ]0, +ool et intégable sur ]0, +ool car |hy| < fi.
e Puisque pour t > 0, [ze7 ! < e~ ' < 1, la série de fonction de terme général h,, converge simplement sur ]0, +ool vers
la fonction h telle que, pour tout réel t > 0,

“+o0o ] ts_]
= E e ™M dt = ze M5 x - =z )
: 1—ze™ et—z
n=
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e Enfin,

Foo +o00
0< JO “'ln(t)‘ dt < JO fn(t) dt = %

)

et puisque s > 1, la série numérique de terme général fgoo Ih(t)| dt converge.

On sait alors que 'on peut intégrer terme. On obtient

J~+oo 151 f +00 f +o0
z dt = J h,(t) dt = Z“J fr(t) dt
0 et —z n=1"0 n=1 0

+o0o
— Z Z"nST(s) =T(s)@(z, s).
n=1

Maintenant, T'(s) est I'intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle sur ]0,4ool, et donc, I'(s) # 0. On a
montré que

Vs €]1,4col, V2 C, |z] <1 = ¢(z,8) =

Partie 11

II.1 Pour s > 1 et n € N* posons u,(s) = n— 5. Chaque u, est de classe C*® sur ]1,4o0o[ et pour tout k € N* et tout
s> 1,

k _
un(s) = (—=1)*(In(n))*n—s.
Soient alors a un réel strictement supérieur & 1 et k un entier naturel. Pour tout entier non nul n et tout s € [a, +ool,

(nm)* _ (Inm)*

(k) _
un(s)l = ——<— < — <,
ou encore
k
(k) (n(n))
[ lloo la, 00l < ne
k Kk k
n(n n(n n(n
Mais d’aprés les théorémes de croissances comparées, (inn)) x nll+al/2 — {n{n)* — 0 et donc (n(m)” =

na nla=1/2 nyteo nae

1 a+1 T+1 L. L L.
o} <W) Comme 7 > —5 = 1, la série de terme général a2 est une série de RIEMANN convergente.
k)

On en déduit que la série de terme général Hui1 )||Oo‘[a,+oo[ converge. Ainsi, la série de fonctions de terme général ulf
converge normalement et donc uniformément sur la, +ool.

En résumé, pour tout réel a > 1,
e La série de fonctions de terme général u,, converge simplement vers la fonction { sur [a, 4ool;
e chaque fonction u,, est de classe C*® sur [a,+ool;

k)

e pour tout entier naturel non nul k, la série de fonctions de terme général uil converge uniformément sur [a, +ool.

D’aprés une généralisation du théoréme de dérivation terme & terme, ( et de classe C* sur ]1, +oo] et,

/1 1Ny 1
-t =3 (m-ac) 2~ 3 70

n=2

La fonction ( est strictement décroissante sur ]1, +ool.
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I1.3  Soit s €]1,+oo[. Puisque s > 1, la fonction t — t~° est intégrable sur [1,+ool.
La fonction t — t—% est décroissante sur ]1,+oo[. Par suite, pour n > 1, on a

n+1
n+1)s< J t S dt<n s,
n
On somme alors ces inégalités pour n variant de 1 & 400 et on obtient
[o¢]

n 00 +o00
0<{(s 71_ZnS:Zn+1 S<Zj+ltsdt_J+ todt< ) nt=(s)
n=1

1

+00
Vs €]1,4o0[, 0 < {(s) —1 SJ % dt < {(s).
1

Ceci fournit

ou encore,
Vs>1,1<(s=1¢(s) < T4 (s—1).

Quand s tend vers 1 par valeurs supérieures, (s — 1)((s) tend donc vers 1. On en déduit que

1
ios) ~ et en particulier limy_,1, x>1 ((s) = +o0.

x—1, x>1 s—1

Partie 111

2
III.1 III.1.1 g est 2m-périodique et donc, pour tout k € Z, g(2kmn) = g(0) = % et en particulier, pour k € N*

g(—2km) = g(2km), ce qui montre que, pour x € 27Z, g(—x) = g(x).
Soit x €]27,0[. Alors, —x €] — 27, 0[ puis —x + 27t €]0, 27| et

2 2
alx) = glx+2m) = (T (X)) g,

Soit alors x € R\ 2nZ. 1l existe un entier relatif k tel que 0 < x — 2k7t < 27t ce qui s’écrit aussi —27m < —x + 2kt < 0 et
g9(—x) = g(—x + 2km) = g(—(—x + 2km)) = g(x — Zkm) = g(x).

On a montré que

¥x € R, g(—x) = g(x) ou encore g est paire.
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g est 27m-périodique, continue par morceaux sur R. On peut donc calculer les coefficients de FOURIER de g. Puisque ¢
est paire, pour n € N*, by, (g) =0, puis pour n € N,

T T 2 7
an(g):%J' g(t) cos(nt) dt:%J' (”—_t) cos(nt) dt:;—ﬂj (t — 72 cos(nt) dt.
0 0

Ainsi,

puis, pour n > 1,

2man(g) = Jﬂ(t — )2 cos(nt) dt = {(t _ 2t ] " % Jﬂ(t — m)sin(nt) dt = % Jﬂ(t — m)(—sin(nt)) dt

0 n 0 0 0
2 o 2
_2 ([(t— ) cos(nt)} _J' cos(nt) dt) _ _7;
n n 0 o M n
1
et donc an(g) = —-.
n

1
an(g) = ) et Yn € N*| b, (g) =0.

)
4

g est 2m-périodique, continue sur R (g(2n~) = = g(2n)), de classe C' par morceaux sur R (g’'(2n~) =

d’aprés le théoréme de DIRICHLET, la série de FOURIER de g converge en tout réel x vers g(x). Ainsi,

et en particulier,

ag S 2 2 1 2
DY (@vd) =] g
n=1
et fournit ici
ﬂ_“++fl_lr” o\t g D[ 1 e
72 = n*t  mj, 2 lé6m 5 o 16w~ 5 40

Mais alors,
1

y L.rm ™. (9-5n =
1114_40 72 5x8x9 90
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II1.2 Soit 0 € R.

T ine +oo 2

e cos(no) s

I11.2.1 Re(0) = R = —qg(0) — —
®(0) e(ﬂg_] = ) 2 g(0) B

IT1.2.2 Mais alors, d’aprés la question 1.4.2,

2 el [(too t 1 % t(cosO +1isin0)(e' —cosB +isind)
00— 33 =Re (rm = dt) “T (L (e — (et —e 1) dt)

1 J+°° t(etcos®—1)

ey dt

o eXt—2etcos®@+1

A A
Maintenant I'(2) = lim J te tdt = lim ([fte_t]g\—f—l[ e tdt)= lim (1—e *—Ae ™) =1ectonamontré que
0

A— 400 o A—+oo A— 400
oo t(etcos®—1) 2
Vo eR dt=g(0) — —.
< ’L 2t —Jetcos + 1 9(8) — 3

I11.2.3 Les trois fonctions considérées sont continues sur ]0, +oo[, prolongeables par continuité en 0 et négligeable devant

z en +oo. Par suite, les trois intégrales proposées existent.

2 2 +o00 t
) T s t(et —1)
Pour 8 = 0, on obtient T - ﬁ = J'O m

+o00 t
dt = J' T dt et donc,
0 et —1

2 +o00 _ ot +o00
Pour 8 = 7, on obtient T J u dt = —J v dt et donc,
12 Jy  (et+1)2 o et+1

Izzj at= .

o et+1 12
Maintenant,
oo 2tet oo t oot
L+DL = ——— dt = —— dt = —dt=1
1R L 2t —1 J'o (et —e1)/2 Jo sht >
et donc
+00 t 7.[2
I3 = — dt=—
3 J'o sht 4
ITI1.3 Soit s > 0.
IT1.3.1 D’aprés la question 1.4.2, pour 6 € R,
_ 0 oo ys—I
0 =2 — dt
Ol s 1) = i | e
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et donc,

1 +00 g5t 01 ) Pl &
) J 2t(e o ) dt = Re(¢(e',s+1)) = Re <Z e—> B Z =" cos(nd),

MNs+1 —2tcosO +1 s+
n=1 n=1
et
1 oo tsetsin® . tm
dt =1 ! 1) = ~(5+ 1 gin(ne).
WSJFUJ —2tcos0 + 1 m (@(e®,s+1)) T;Tl sin(no)

+oo s(pt _
VGER,J t%(e*cos® — 1)

+o0
— —(s+1)
. T Ttcos0 11 dt—r(s+1)Zn $TH cos(nB)
n=1

V0 e R rm tetsin0 F(s+1)+in*(s+1) in(no)
sin .
"o 2tcos€)+1 —
too Dset
II1.3.2 On a I(s) = J o dt. 0 = 7 dans la deuxiéme formule de la question I.3.1, fournit alors
0
+o00 +o00
I[(s)=2N(s+1) Y n S Wgin(nz)=2r(s+1) ) (—1)2k+ 1)~ s+
2

n=1 k=0

Donc,
00 4s +oo
Vs > 0, I(s) :J It dt =2T"(s+ 1) Z( D*2k + 1) 6+ = 2 (s + 1)S5(s).
0 k=0
) ) 1 1 2et 1 Foo s Foo s
Ensuite, puisque - +et+1 =TT ot ,onal(s) = J' - dt+L et——l—]dt'
Or, 8 =0 et 6 = 7t dans la premiére formule de la question II1.3.1, fournissent respectivement
oo 4s + (s41)
dt=T 1 —lst
L L (s+1) ; n
et
+oo s + (s41)
dt=T(s+1 N*n—'*

|, wa-r paE

Donc,

k=0

Cdt=2T(s+1) 3 (2k+ 1)+ =20(s +1)81 (s).

k=0
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