SESSION 2005

CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE PC

MATHEMATIQUES 1

PARTIE 1

1.1 a) En développant detM suivant sa deuxiéme colonne, on obtient

5 0 3
detM =| —6 —1 —3 =—’ c 2 ‘:z.
-6 0 —4
b)
5 0 3 4 0 3 2 00
Mx*ComM=| -6 -1 -3 | x| -6 -2 -3 |=|0 2 0 |=2I.
-6 0 —4 -6 0 =5 0 0 2
c¢) Toujours en développant suivant la deuxiéme colonne, on obtient
5—X 0 3 5_x 3
xm=| —6 —-1—-X -3 =(—-1-X) 6 _4_X =(=1=-X)(X2=X=2)=(1+X)?(2—-X).
—6 0 —4-X
d)
6 0 3 -3 0 -3 0 0 0
(Is+M)2I3—M)=| —6 0 -3 6 3 3 = 0 0 0 | =03
-6 0 -3 6 0 o6 0 0 0

xm(M) = (I3 + M)?(2I3 = M) = (I3 + M)(I3 + M)(2I3 = M) = (I3 + M) x 0 = 03.

n
1.2 a) En développant detB suivant sa j°colonne, on obtient detB = Z BiAk,;-

k=1
b) En développant detA suivant sa j°colonne, j € [1,n] donné, on obtient

n
detA = detB = Z ax jAx.j,
k=1

ce qui démontre le résultat de ’énoncé dans le cas particulier 1 =j.

Sinon, on se donne deux entiers 1 et j distincts et éléments de [1,n] et on applique le résultat de la question précédente
au cas particulier (B1,...,Bn) = (a1,1,...,an 1), ou encore on remplace la j°colonne de la matrice A par sa 1°colonne. La
matrice B ainsi obtenue a deux colonnes égales, ses 1°et j°colonnes. Le déterminant de B est donc nul ce qui fournit

n
Z al,jAk,j =detB =0.
k=1

On a ainsi montré que

n
V(Lj) € [1,n]?, D arjAx; = (detA)dy ;.
k=1
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c¢) Si on développe detA suivant sa i®ligne, on obtient

n
Z ai,kAi,k = detA.
k=1

Si on remplace la i°ligne de A par sa 1°, 1 # 1, la nouvelle matrice a un déterminant nul car a deux lignes identiques. En
développant ce déterminant suivant sa i°ligne, on obtient

n
Z al‘kAi,k =0.
k=1

On a ainsi montré que

n
V(i) € [[1,nﬂ2, Z alykAi,k = (detA)éiyl.
k=1

n
d) Le coefficient ligne 1, colonne i de la matrice A x *ComA vaut Z ai,kAix et le coefficient ligne 1, colonne i de la

k=1
matrice (detA)I, vaut (detA)dy 1. D’aprés la question c), ces coefficients sont égaux et donc

A x *ComA = (detA)l,,.

n
Le coefficient ligne j, colonne 1 de la matrice *ComA x A vaut Z ax 1Ak et le coefficient ligne j, colonne 1 de la matrice

k=1
(detA)I,, vaut (detA)dy ;. D’aprés la question b), ces coefficients sont égaux et donc

tComA x A = (detA)l,,.

Finalement,

A x '*ComA = 'ComA x A = (detA)l,.

1.3 a) Montrons par récurrence que ¥Vn € N*| detG est un polyndme de degré au plus n.
e Pour n =1, detG = G171 est bien un polynéme de degré au plus 1.

e Soit n > 1, supposons que pour toute matrice G de format n, detG soit un polynéme de degré au plus n.
Soit G de format n + 1. On note A; ; le cofacteur du coefficient G; ; dans la matrice G. Par hypothése de récurrence,
chaque Aj j est une fonction polynomiale de degré au plus n. En développant detG suivant sa premiére colonne, on obtient

n+1

detG = Y Gi1Ax,1.
k=1

Mais alors, detG est une combinaison linéaire de produits de polyndémes de degré au plus 1 et de polyndémes de degré au
plus n. detG est donc un polyndéme de degré au plus n+ 1.

On a montré par récurrence que

vn € N*| detG est un polynome de degré au plus n. I

b) Pour k € [0, p], posons Dy = (d%)hgi,jgn- Pour tout complexe x, on a

P P
D XDy = (Pij(x))i<ijen ot V(i,5) € [1,n]?, Piy =) dg?xk-
k=0 k=0

o)
Si pour tout complexe x, on a Z x¥Dy = 0, alors chaque polynéme P;; est le polynéome nul et donc tous les coefficients

k=0
de chaque polynome P; ; sont nuls. Mais alors chaque matrice Dy est nulle.
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1.4 a) A —xI,, est une matrice de format n dont les coefficients sont des polynomes de degré au plus 1. Les cofacteurs des
coefficients de cette matrice sont des déterminants de format n — 1 dont les coefficients sont des polynomes de degré au
plus 1. D’aprés la question 3.a), chacun de ces cofacteurs est une fonction polynomiale de degré au plus n — 1. On peut
donc écrire le coefficient ligne i colonne j de la matrice *‘com(A — xI,,) sous la forme

Mais alors
n—1 n—1
k
C(X) = tcom(A —XIn) = ( E bgyj)x 1<1 j<n = E X 1] 1<1 j<n = E X Bk,
k=0 k=0

ou vk € [0,n — 1], Bx = (b{¥ )1t j<n.
b) D’aprés la question 1.2.d), on sait que (A —xI;,) x C(x) = det(A — xI, )1}, ce qui s’écrit encore

n
A —xI, ZX By) = )In:(Z ouex ) I ().
k=0
Mais
n—1 n—1 n—1 n—1
A —xIn ZXkBk > xMAB— Y xMTBy ZXkAkazx Bi 1 =ABo+ ) x*(ABx —Bi 1) —x"Bn 1,
k=0 k=0 k=0 k=1 k=1
et 'égalité (x) s’écrit finalement
n—1
Vx € C, (ABo — aoln) + Z x*(ABk — Br—1 — acIn) + X" (—Bn_1 + anln) = 0.
k=1

Le résultat de la question 1.3.b) permet alors d’affirmer que

ABO = O(oIn
AByx — By_1 = o Iy , Vk € N,

—Bn_1 = (XnIn.

n—1 n—1
XA (A ZockAk—ocol + ) AN+ AT = aoln + ) AX(oxln) + A (anIn)
k=0 k=1 k=1
n—1 n—1
=ABo+ ) A"(ABi—Bi 1) —A"Bn 1 =ABo+ Y (A*"'B—A¥Bi 1)~ A"By
k=1 k=1
=ABo+ (A"Bn_1 — ABp) — A™B,,_1 (somme télescopique)

=0On.

VA € M, (C), xa(A) =0y, (théoréme de CAYLEY-HAMILTON).

PARTIE II

I1.1 a) A commute avec Cj.
Soit j € [1,n —1].

A(A=NIL) = (A2 = MA) = (A — AL )A.
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A commute avec chaque A — A1, 1 <j <n —1 et donc avec chaque Cx, 2 <k <n.

n
b) (A —An)Cn = [ [(A = AjIn) = (=1)"Xa(A) = 0n d’apres la question .4.c)
k=1
I1.2 a) Par définition de Y, Vs € R, yj(s) =A1y1(s) et pour k € [2,n], on a y(s) = yx—1(s) + Axyk(s). Par suite, pour
tout réel s

EA(s Zyk s)Ck =My (s)Cy +Z Yk—1(8) + Myx(s))Crx = A1y1(s)Cq +Zyk—1(8)ck+z?\kyk(8)ck

k=1 k=2 k=2
n n—1
=) yka(s)C + Z?\kyk )Ck =) uils)Cisr + Z?\kyk )Cx
k=2 k=1 k=1 k=1
n—1
=) Ykl(s)(ACk + Cis1) + Anyn (s)Cn.
k=1

Maintenant, pour k € [1,n — 1], Cxs1 = (A — Akl )Cx. D’autre part, d’aprés la question II.1.b), (A — A, 1,,)Cyy = 0 ce
qui fournit A, C,, = AC,,.. Pour tout réel s on a alors

Zyk (ACr + (A = AT )Ck) + Yn s )Acn—Zyk JAKACK = AEA(s).
k=1

Enfin,

n n
0) = Zyk(o)ck = Z 01k 1Ck =Cy =1
k=1 k=1
EA est solution du probléme (1). I

b) D’aprés la question II.1a), la matrice A commute avec toutes les matrices Cy et donc pour tout réel s, on a aussi

Z ?\kACkZUk JAKCKA =Ea(s)A
k=1 k=1

EA est solution du probléme (2). I

c) Pour s réel, on a B}, (s) = AEa(s) d’aprés a) et E, (s) = Ea(s)A d’aprés b). Donc pour tout réel s,

@'(s) = EA(s)EA(—s) —Ea(s)Ex(—s) = EA(S)AEA(—s) — EA(S)AEA(—s) = 0.
La fonction ¢ est donc constante sur R. On en déduit que pour tout réel s
@(s) = ©(0) =EA(0) X EA(0) = I} =In.

Mais alors

Vs € R, Ea(s) € GLn(R) et (Ea(s)) ™ = Ea(—s).

d) Pour tout réel s, on a
P'(s) = —Ex(—s)F(s) + Ea(—s)F'(s) = —AEA(—s)F(s) + EA(—s)AF(s) = —AEA(—s)F(s) + AEA(—s)F(s) = On.
Par suite, la fonction 1 est constante sur R et pour tout réel s, on a Ea(—s)F(s) = ea(0)F(0) = I,, et donc

F(s) = (Ea(—s))"! =Eal(s) (d’aprés c)).

Ea est 'unique solution du probléme 1). I
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e) Soit F une solution du probléme 2). Comme en d) la fonction s — F(s)EA(—s) est constante sur R et pour tout réel s,
F(s)Ea(—s) = 1. On en déduit de méme F = E5 et donc

Ea est 'unique solution du probléme 2). I

5 0 3
I.3OnaM=| —6 —1 =3 | et d’aprés la question 1.1, xp = (1 +X)2(2—X). On pose Ay =2, A, =A3 = —1. On
-6 0 -4
3 0 3
aalors Cy =I3puis Co =M—-2[3=| —6 —3 —3 | puis C; = (M —2I3)(M + I3) =03 (d’apres la question 1.1.d)).
-6 0 -6

1l reste a déterminer la fonction Y. On note que la connaissance de ys est superflue puisque C3 = 0. L’égalité Y/ = HY
fournit déja y; = 2y7 et y1(0) =1 et donc Vs € R, yi(s) = e?*. Ensuite,

Y, =y1 —y2et y2(0) =0 & Vs € R, y5(s) +y2(s) = e** et y2(0) =0 & Vs € R, yj(s)e +ya(s)e® =e>* et y,(0) =0
S Vs eR, (yoe®)(s) = e et y2(0) =0

1
& Vs €R, ya(s)e® —y2(0)e® = 5(635 —e%) etyz(0) =0

&S Vs eR, ya(s) =

Mais alors pour tout réel s

I1.4 Par définition, e®* = EA (0) = I, et donc Z(0) = I,Zo = Zo. D’autre part, pour tout réel s,
Z'(s) =EA(s)Zo = AEA(s)Zo = AZ(s).
Z est donc la solution au probléme de 1’énoncé (on sait que cette solution est unique).

PARTIE III

n k—1
III.1 Soit s un réel. D’aprés II, eS? =y (s)I, + Y (s) H(A —AjIn). Par suite
2

k= j=

Vs € R, e est un polynéme en A. I

II1.2 a) Soit s un réel. A commute avec B et donc avec tout polynome en B. En particulier, d’aprés la question précédente,

A et eB commutent.
Vs € R, A et e commutent. I

b) Mais alors e*B commute avec tout polynéme en A et en particulier avec e$?.

—_

Vs € R, e3? et €SB commutent.
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c) Pour tout réel s, puisque les matrices ci-dessous commutent d’aprés la question précédente, on a
v/(s) = AesMesB + eSABesB = AesMesB 4 BesesB = (A + B)eses® = (A 4+ B)v(s).

D’autre part, v(0) = ¢®?e®® = [2 = I,,. Ainsi la fonction v est solution du probléme de CauchHy : E/ = (A + B)E et
E(0) = I,,. On sait d’aprés la partie III que ce probléme admet une et une seule solution & savoir la fonction p. Donc
1 = et en particulier (1) =v(1) ce qui fournit eA**® =A xeB. On a montré que

V(A,B) € (Mn(R))?, (AB = BA = eA+B = A x ¢B).

II1.3 e Déterminons e”.

On axa =X(X—1) et donc Sp(A) ={0,1}. On pose A1 =0 et A2, = 1. On en déduit C; =1 et C; = A.
Ensuite H = ( (1) (]) ) Douy; =0 et y1(0) =1 et donc Vs € R, yi(s) = 1. On a ensuite y; = 1+ 1y, et y2(0) = 0.
L’équation y} = 1 + y, admet pour solution particuliére la fonction s — —1 et donc pour solution générale les fonctions

s — —1 4 Aes. L’égalité y2(0) = 0 fournit A =1 et donc Vs € R, yz(s) = e — 1. Par suite,

A=y (NG +u2(NC2 =T+ (e—1)A = < 0 67] >

e Déterminons eB.

On axg = X(X—1) et donc Sp(B) ={0,1}. On pose A; =0 et A = 1. On en déduit C; = I, et C; = B. La matrice H est
inchangée et donc Vs € R, yj(s) =1 et Vs € R, ya(s) = e® — 1. Par suite,

€8 =y (1)Cy +u2(1)Ca = T2 + (e — 1)B = ( e e )

e A+ B = é 8 ), XA+ = X(X —2) et donc Sp(A) ={0,2}. On pose Ay = 0 et A = 2. On en déduit C; = I et
C, =A+B.
Ensuite H = ( ? g ) On a toujours Vs € R, yi(s) = 1. On a ensuite y; = 142y, et y2(0) = 0. L’équation y5 = 1+y2

1
admet pour solution particuliére la fonction s — —3 et donc pour solution générale les fonctions s +— —3 +Ae?s. Légalité
1
2

2s

1
y2(0) = 0 fournit A = 3 et donc Vs € R, yz(s) = =(e“* — 1). Par suite,

1 2
Ay (NG (G =L+ 3l - NA+B = (G ()

0
A_ s [e e—1 e 1—e\ (e —e?+2e—1
e Enfin e ><e_<O 1 )(O : )_(O : .

A (e e—1 g (e 1—e A s [ € —e’+2e—1 asp [ €2 0
a5 ) e (5 e (§ T Y (2 0)

En particulier, e B #£ e x eB.

II1.4 a) Pour s € R, posons p(s) =P x esSP AP L P-T Ona 1w(0) = e =1,, et pour tout réel s
W(s)=Px P TAP x esP 'AP x P~1 = A x (P x e5P ' AP x P~1) = Ap(s).

Ainsi la fonction p est solution du probléme de CAUCHY : E/ = AE et E(0) = I,,. On sait que ce probléme admet une et

. N . . —1 .
une seule solution & savoir la fonction s — e3* et donc Vs € R, P x es? AP x P~1 = e5A ou encore

1
Vs € R, esP AP = p-TlesAp,

b) Pour s € R, posons p(s) = t(es'A). On a p(0) = t(e%) = I, et pour tout réel s

w(s) =t(tAes' M) = H(eS M)A = pu(s)A.
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Ainsi la fonction p est solution du probléme de CAUCHY : E/ = EA et E(0) = I,,. On sait que ce probléme admet une et
— S

. N . . t
une seule solution & savoir la fonction s — e** et donc Vs € R, t(e5 A) = e** ou encore

Vs € R, es'A = t(esA).

PARTIE IV
(M
IV.1 Notons (x!1),x(2) x(3)) les coordonnées de x dans la base B ou encore posons X = | x(2)
(3)
X

UAx = (ae; +bes +ce3) A (xMey +xFey; +x3ez) = (bx(3) —exP)er + (ex!T) — ax3))ey + (ax?) —bx[1))es.

La matrice de u /\ x dans la base B est donc

bx(3) —cx(?) 0 —c b x(1

exM—ax(® | = c 0 —a x!

—X:AXetX(O):XO ou A =
ds

Le probléme (3) s’écrit matriciellement : Vs € R,

IV.2
—-A —c Db
A —a —c b —c b
Xa(A) = _Cb 717\ :; _?\‘ a —A C‘ a —)\‘b‘—A —a

—AA? + a?) —c(Ac — ab) —blac + Ab) = =A% —A(a? 4+ b? + ¢?)

= —A\3 — A (car u est unitaire).

VAEC, xa(A) = A3 —A = -AA—1)A+1).

L’égalité xa (A) = 0 fournit alors

A3 =_A.

IV.3 Pour s réel posons F(s) = I3 + (sins)A + (1 — coss)AZ. On a déja F(0) = I3 et d’autre part, pour tout réel s,
AF(s) = A + (sins)AZ + (1 —coss)A3 = A + (sins)A?% — (1 —coss)A = (coss)A + (sins)AZ = F/(s).

Ainsi, la fonction F est solution du probléme de CAucHY : E/ = AE et E(0) = I3. On en déduit que E est la fonction
s eSh,

Vs € R, eSA =13 + (sins)A + (1 — coss)AZ.

D’aprés la question I1.4., on sait que la solution du probléme (4) est la fonction X définie par

Vs € R, X(s) = (I3 + (sins)A + (1 — cos s)A%)Xo.

IV.4 a) Soit v un vecteur unitaire orthogonal & u puis w = uw Av. La famille By = (u,v,w) est une base orthonormale
(directe) de R3. De plus, f(u) =uAu =0, f(v) =uAv=w et f(w) = uAw = —v. By est une base orthonormale de R>
dans laquelle la matrice de f a la forme voulue.

b) Notons U, V et W les vecteurs colonnes représentant les vecteurs u, v et w dans la base B. On a alors AU =0, AV =W
et AW = —V puis pour s réel
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o esAU = (I3 + (sins)A + (1 —coss)AZ)U = U,
o eSAV = (I3 + (sins)A + (1 —coss)A2)V =V + (sins)W — (1 — coss)V = (coss)V + (sin s)W,
o eSAW = (I3 + (sins)A + (1 —coss)A2)W =W — (sins)V — (1 — cos s)W = (—sins)V + (cos s)W.

Vs € R, g(u) =u, g(v) = (coss)v+ (sins)w et g(w) = (—sins)v + (coss)w.

Vs € R, g est la rotation d’angle s autour du vecteur u.

c¢) D’aprés la question IT1.4.a), si on note P la matrice de passage de la base B a la base By, on a B = P~'AP et donc

1 0 0
esB = esP 'AP — p—1sAP — P~T(Matgg)P = Matg,g = | O coss —sins
0 sins coss

(On pouvait aussi appliquer IV.3 au cas particulier a =1, b = ¢ =0)

1 0 0
VseR, esB=| 0 coss —sins

0 sins coss
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