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PARTIE I

I.1 a) En développant detM suivant sa deuxième colonne, on obtient

detM =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 0 3

−6 −1 −3

−6 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

5 3

−6 −4

∣

∣

∣

∣

= 2.

b)

M× tComM =





5 0 3

−6 −1 −3

−6 0 −4



 ×





4 0 3

−6 −2 −3

−6 0 −5



 =





2 0 0

0 2 0

0 0 2



 = 2I3.

c) Toujours en développant suivant la deuxième colonne, on obtient

χM =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5− X 0 3

−6 −1− X −3

−6 0 −4− X

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1− X)

∣

∣

∣

∣

5− X 3

−6 −4− X

∣

∣

∣

∣

= (−1− X)(X2 − X− 2) = (1+ X)2(2− X).

d)

(I3 +M)(2I3 −M) =





6 0 3

−6 0 −3

−6 0 −3









−3 0 −3

6 3 3

6 0 6



 =





0 0 0

0 0 0

0 0 0



 = 03

χM(M) = (I3 +M)2(2I3 −M) = (I3 +M)(I3 +M)(2I3 −M) = (I3 +M) × 0 = 03.

I.2 a) En développant detB suivant sa jecolonne, on obtient detB =

n∑

k=1

βkAk,j.

b) En développant detA suivant sa jecolonne, j ∈ J1, nK donné, on obtient

detA = detB =

n∑

k=1

ak,jAk,j,

ce qui démontre le résultat de l’énoncé dans le cas particulier l = j.

Sinon, on se donne deux entiers l et j distincts et éléments de J1, nK et on applique le résultat de la question précédente
au cas particulier (β1, . . . , βn) = (a1,l, . . . , an,l), ou encore on remplace la jecolonne de la matrice A par sa lecolonne. La
matrice B ainsi obtenue a deux colonnes égales, ses leet jecolonnes. Le déterminant de B est donc nul ce qui fournit

n∑

k=1

al,jAk,j = detB = 0.

On a ainsi montré que

∀(l, j) ∈ J1, nK2,

n∑

k=1

al,jAk,j = (detA)δl,j.
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c) Si on développe detA suivant sa ieligne, on obtient

n∑

k=1

ai,kAi,k = detA.

Si on remplace la ieligne de A par sa le, l 6= i, la nouvelle matrice a un déterminant nul car a deux lignes identiques. En
développant ce déterminant suivant sa ieligne, on obtient

n∑

k=1

al,kAi,k = 0.

On a ainsi montré que

∀(i, l) ∈ J1, nK2,

n∑

k=1

al,kAi,k = (detA)δi,l.

d) Le coefficient ligne l, colonne i de la matrice A × tComA vaut

n∑

k=1

al,kAi,k et le coefficient ligne l, colonne i de la

matrice (detA)In vaut (detA)δl,i. D’après la question c), ces coefficients sont égaux et donc

A× tComA = (detA)In.

Le coefficient ligne j, colonne l de la matrice tComA×A vaut

n∑

k=1

ak,lAk,j et le coefficient ligne j, colonne l de la matrice

(detA)In vaut (detA)δl,j. D’après la question b), ces coefficients sont égaux et donc

tComA×A = (detA)In.

Finalement,

A× tComA = tComA×A = (detA)In.

I.3 a) Montrons par récurrence que ∀n ∈ N∗, detG est un polynôme de degré au plus n.

• Pour n = 1, detG = G1,1 est bien un polynôme de degré au plus 1.

• Soit n ≥ 1, supposons que pour toute matrice G de format n, detG soit un polynôme de degré au plus n.
Soit G de format n + 1. On note Ai,j le cofacteur du coefficient Gi,j dans la matrice G. Par hypothèse de récurrence,

chaque Ai,j est une fonction polynomiale de degré au plus n. En développant detG suivant sa première colonne, on obtient

detG =

n+1∑

k=1

Gk,1Ak,1.

Mais alors, detG est une combinaison linéaire de produits de polynômes de degré au plus 1 et de polynômes de degré au
plus n. detG est donc un polynôme de degré au plus n + 1.

On a montré par récurrence que

∀n ∈ N∗, detG est un polynome de degré au plus n.

b) Pour k ∈ J0, pK, posons Dk = (d
(k)

i,j )1≤i,j≤n. Pour tout complexe x, on a

p∑

k=0

xkDk = (Pi,j(x))1≤i,j≤n où ∀(i, j) ∈ J1, nK2, Pi,j =

p∑

k=0

d
(k)

i,j X
k.

Si pour tout complexe x, on a

p∑

k=0

xkDk = 0, alors chaque polynôme Pi,j est le polynôme nul et donc tous les coefficients

de chaque polynome Pi,j sont nuls. Mais alors chaque matrice Dk est nulle.
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I.4 a) A− xIn est une matrice de format n dont les coefficients sont des polynomes de degré au plus 1. Les cofacteurs des
coefficients de cette matrice sont des déterminants de format n − 1 dont les coefficients sont des polynômes de degré au
plus 1. D’après la question 3.a), chacun de ces cofacteurs est une fonction polynomiale de degré au plus n − 1. On peut
donc écrire le coefficient ligne i colonne j de la matrice tcom(A − xIn) sous la forme

n−1∑

k=0

b
(k)

i,j x
k.

Mais alors

C(x) = tcom(A − xIn) = (

n−1∑

k=0

b
(k)

i,j x
k)1≤i,j≤n =

n−1∑

k=0

xk(b
(k)

i,j )1≤i,j≤n =

n−1∑

k=0

xkBk,

où ∀k ∈ J0, n − 1K, Bk = (b
(k)

i,j )1≤i,j≤n.

b) D’après la question I.2.d), on sait que (A − xIn) × C(x) = det(A − xIn)In, ce qui s’écrit encore

(A− xIn)(

n−1∑

k=0

xkBk) = χA(x)In = (

n∑

k=0

αkx
k)In (∗).

Mais

(A − xIn)(

n−1∑

k=0

xkBk) =

n−1∑

k=0

xkABk −

n−1∑

k=0

xk+1Bk =

n−1∑

k=0

xkABk −

n∑

k=1

xkBk−1 = AB0 +

n−1∑

k=1

xk(ABk − Bk−1) − xnBn−1,

et l’égalité (∗) s’écrit finalement

∀x ∈ C, (AB0 − α0In) +

n−1∑

k=1

xk(ABk − Bk−1 − αkIn) + xn(−Bn−1 + αnIn) = 0.

Le résultat de la question I.3.b) permet alors d’affirmer que

AB0 = α0In
ABk − Bk−1 = αkIn , ∀k ∈ Nn−1

−Bn−1 = αnIn.

c)

χA(A) =

n∑

k=0

αkA
k = α0In +

n−1∑

k=1

αkA
k + αnA

n = α0In +

n−1∑

k=1

Ak(αkIn) + An(αnIn)

= AB0 +

n−1∑

k=1

Ak(ABk − Bk−1) −AnBn−1 = AB0 +

n−1∑

k=1

(Ak+1Bk −AkBk−1) −AnBn−1

= AB0 + (AnBn−1 − AB0) −AnBn−1 (somme télescopique)

= 0n.

∀A ∈ Mn(C), χA(A) = 0n (théorème de Cayley-Hamilton).

PARTIE II

II.1 a) A commute avec C1.
Soit j ∈ J1, n− 1K.

A(A − λjIn) = (A2 − λjA) = (A − λjIn)A.
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A commute avec chaque A − λjIn, 1 ≤ j ≤ n − 1 et donc avec chaque Ck, 2 ≤ k ≤ n.

b) (A − λn)Cn =

n∏

k=1

(A− λjIn) = (−1)nχA(A) = 0n d’après la question I.4.c)

II.2 a) Par définition de Y, ∀s ∈ R, y ′
1(s) = λ1y1(s) et pour k ∈ J2, nK, on a y ′

k(s) = yk−1(s) + λkyk(s). Par suite, pour
tout réel s

E ′
A(s) =

n∑

k=1

y ′
k(s)Ck = λ1y1(s)C1 +

n∑

k=2

(yk−1(s) + λkyk(s))Ck = λ1y1(s)C1 +

n∑

k=2

yk−1(s)Ck +

n∑

k=2

λkyk(s)Ck

=

n∑

k=2

yk−1(s)Ck +

n∑

k=1

λkyk(s)Ck =

n−1∑

k=1

yk(s)Ck+1 +

n∑

k=1

λkyk(s)Ck

=

n−1∑

k=1

yk(s)(λkCk + Ck+1) + λnyn(s)Cn.

Maintenant, pour k ∈ J1, n − 1K, Ck+1 = (A − λkIn)Ck. D’autre part, d’après la question II.1.b), (A − λnIn)Cn = 0 ce
qui fournit λnCn = ACn. Pour tout réel s on a alors

E ′
A(s) =

n−1∑

k=1

yk(s)(λkCk + (A − λkIn)Ck) + yn(s)ACn =

n∑

k=1

yk(s)λkACk = AEA(s).

Enfin,

EA(0) =

n∑

k=1

yk(0)Ck =

n∑

k=1

δk,1Ck = C1 = In.

EA est solution du problème (1).

b) D’après la question II.1a), la matrice A commute avec toutes les matrices Ck et donc pour tout réel s, on a aussi

E ′
A(s) =

n∑

k=1

yk(s)λkACk

n∑

k=1

yk(s)λkCkA = EA(s)A.

EA est solution du problème (2).

c) Pour s réel, on a E ′
A(s) = AEA(s) d’après a) et E ′

A(s) = EA(s)A d’après b). Donc pour tout réel s,

ϕ ′(s) = E ′
A(s)EA(−s) − EA(s)E ′

A(−s) = EA(s)AEA(−s) − EA(s)AEA(−s) = 0.

La fonction ϕ est donc constante sur R. On en déduit que pour tout réel s

ϕ(s) = ϕ(0) = EA(0) × EA(0) = I2n = In.

Mais alors

∀s ∈ R, EA(s) ∈ GLn(R) et (EA(s))−1 = EA(−s).

d) Pour tout réel s, on a

ψ ′(s) = −E ′
A(−s)F(s) + EA(−s)F ′(s) = −AEA(−s)F(s) + EA(−s)AF(s) = −AEA(−s)F(s) +AEA(−s)F(s) = 0n.

Par suite, la fonction ψ est constante sur R et pour tout réel s, on a EA(−s)F(s) = eA(0)F(0) = In et donc

F(s) = (EA(−s))−1 = EA(s) (d’après c)).

EA est l’unique solution du problème 1).
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e) Soit F une solution du problème 2). Comme en d) la fonction s 7→ F(s)EA(−s) est constante sur R et pour tout réel s,
F(s)EA(−s) = In. On en déduit de même F = EA et donc

EA est l’unique solution du problème 2).

II.3 On a M =





5 0 3

−6 −1 −3

−6 0 −4



 et d’après la question 1.1, χM = (1 + X)2(2− X). On pose λ1 = 2, λ2 = λ3 = −1. On

a alors C1 = I3 puis C2 =M− 2I3 =





3 0 3

−6 −3 −3

−6 0 −6



 puis C2 = (M − 2I3)(M+ I3) = 03 (d’après la question I.1.d)).

Il reste à déterminer la fonction Y. On note que la connaissance de y3 est superflue puisque C3 = 0. L’égalité Y ′ = HY

fournit déjà y ′
1 = 2y1 et y1(0) = 1 et donc ∀s ∈ R, y1(s) = e2s. Ensuite,

y ′
2 = y1 − y2 et y2(0) = 0⇔ ∀s ∈ R, y ′

2(s) + y2(s) = e2s et y2(0) = 0 ⇔ ∀s ∈ R, y ′
2(s)es + y2(s)es = e3s et y2(0) = 0

⇔ ∀s ∈ R, (y2e
s) ′(s) = e3s et y2(0) = 0

⇔ ∀s ∈ R, y2(s)es − y2(0)e0 =
1

3
(e3s − e0) et y2(0) = 0

⇔ ∀s ∈ R, y2(s) =
1

3
(e2s − e−s)

Mais alors pour tout réel s

esM = y1(s)C1 + y2(s)C2 = e2s





1 0 0

0 1 0

0 0 1



 +
1

3
(e2s − e−s)





3 0 3

−6 −3 −3

−6 0 −6



 =





2e2s − e−s 0 e2s − e−s

−2e2s + 2e−s es −e2s + e−s

−2e2s + 2e−s 0 −e2s + 2e−s



 .

∀s ∈ R, esM =





2e2s − e−s 0 e2s − e−s

−2e2s + 2e−s es −e2s + e−s

−2e2s + 2e−s 0 −e2s + 2e−s



 .

II.4 Par définition, e0A = EA(0) = In et donc Z(0) = InZ0 = Z0. D’autre part, pour tout réel s,

Z ′(s) = E ′
A(s)Z0 = AEA(s)Z0 = AZ(s).

Z est donc la solution au problème de l’énoncé (on sait que cette solution est unique).

PARTIE III

III.1 Soit s un réel. D’après II, esA = y1(s)In +

n∑

k=2

yk(s)

k−1∏

j=1

(A − λjIn). Par suite

∀s ∈ R, esA est un polynôme en A.

III.2 a) Soit s un réel. A commute avec B et donc avec tout polynôme en B. En particulier, d’après la question précédente,
A et esB commutent.

∀s ∈ R, A et esB commutent.

b) Mais alors esB commute avec tout polynôme en A et en particulier avec esA.

∀s ∈ R, esA et esB commutent.

http ://www.maths-france.fr 5 c© Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



c) Pour tout réel s, puisque les matrices ci-dessous commutent d’après la question précédente, on a

ν ′(s) = AesAesB + esABesB = AesAesB + BesAesB = (A+ B)esAesB = (A + B)ν(s).

D’autre part, ν(0) = e0Ae0B = I2n = In. Ainsi la fonction ν est solution du problème de Cauchy : E ′ = (A + B)E et
E(0) = In. On sait d’après la partie III que ce problème admet une et une seule solution à savoir la fonction µ. Donc
µ = ν et en particulier µ(1) = ν(1) ce qui fournit eA+B =A ×eB. On a montré que

∀(A,B) ∈ (Mn(R))2, (AB = BA ⇒ eA+B = eA × eB).

III.3 • Déterminons eA.
On a χA = X(X− 1) et donc Sp(A) = {0, 1}. On pose λ1 = 0 et λ2 = 1. On en déduit C1 = I2 et C2 = A.

Ensuite H =

(

0 0

1 1

)

. D’où y ′
1 = 0 et y1(0) = 1 et donc ∀s ∈ R, y1(s) = 1. On a ensuite y ′

2 = 1 + y2 et y2(0) = 0.

L’équation y ′
2 = 1 + y2 admet pour solution particulière la fonction s 7→ −1 et donc pour solution générale les fonctions

s 7→ −1+ λes. L’égalité y2(0) = 0 fournit λ = 1 et donc ∀s ∈ R, y2(s) = es − 1. Par suite,

eA = y1(1)C1 + y2(1)C2 = I2 + (e− 1)A =

(

e e− 1

0 1

)

.

• Déterminons eB.
On a χB = X(X− 1) et donc Sp(B) = {0, 1}. On pose λ1 = 0 et λ2 = 1. On en déduit C1 = I2 et C2 = B. La matrice H est
inchangée et donc ∀s ∈ R, y1(s) = 1 et ∀s ∈ R, y2(s) = es − 1. Par suite,

eB = y1(1)C1 + y2(1)C2 = I2 + (e− 1)B =

(

e 1− e

0 1

)

.

• A + B =

(

2 0

0 0

)

, χA+B = X(X − 2) et donc Sp(A) = {0, 2}. On pose λ1 = 0 et λ2 = 2. On en déduit C1 = I2 et

C2 = A+ B.

Ensuite H =

(

0 0

1 2

)

. On a toujours ∀s ∈ R, y1(s) = 1. On a ensuite y ′
2 = 1+2y2 et y2(0) = 0. L’équation y ′

2 = 1+y2

admet pour solution particulière la fonction s 7→ −
1

2
et donc pour solution générale les fonctions s 7→ −

1

2
+λe2s. L’égalité

y2(0) = 0 fournit λ =
1

2
et donc ∀s ∈ R, y2(s) =

1

2
(e2s − 1). Par suite,

eA+B = y1(1)C1 + y2(1)C2 = I2 +
1

2
(e2 − 1)(A + B) =

(

e2 0

0 1

)

.

• Enfin eA × eB =

(

e e− 1

0 1

) (

e 1− e

0 1

)

=

(

e2 −e2 + 2e− 1

0 1

)

.

eA =

(

e e− 1

0 1

)

, eB =

(

e 1− e

0 1

)

, eA × eB =

(

e2 −e2 + 2e− 1

0 1

)

et eA+B =

(

e2 0

0 1

)

.

En particulier, eA+B 6= eA × eB.

III.4 a) Pour s ∈ R, posons µ(s) = P × esP−1AP × P−1. On a µ(0) = e0n = In et pour tout réel s

µ ′(s) = P × P−1AP × esP−1AP × P−1 = A× (P × esP−1AP × P−1) = Aµ(s).

Ainsi la fonction µ est solution du problème de Cauchy : E ′ = AE et E(0) = In. On sait que ce problème admet une et

une seule solution à savoir la fonction s 7→ esA et donc ∀s ∈ R, P × esP−1AP × P−1 = esA ou encore

∀s ∈ R, esP−1AP = P−1esAP.

b) Pour s ∈ R, posons µ(s) = t(estA). On a µ(0) = t(e0n) = In et pour tout réel s

µ ′(s) = t(tAestA) = t(estA)A = µ(s)A.
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Ainsi la fonction µ est solution du problème de Cauchy : E ′ = EA et E(0) = In. On sait que ce problème admet une et

une seule solution à savoir la fonction s 7→ esA et donc ∀s ∈ R, t(estA) = esA ou encore

∀s ∈ R, estA = t(esA).

PARTIE IV

IV.1 Notons (x(1), x(2), x(3)) les coordonnées de x dans la base B ou encore posons X =





x(1)

x(2)

x(3)



.

u∧ x = (ae1 + be2 + ce3) ∧ (x(1)e1 + x(2)e2 + x(3)e3) = (bx(3) − cx(2))e1 + (cx(1) − ax(3))e2 + (ax(2) − bx(1))e3.

La matrice de u∧ x dans la base B est donc




bx(3) − cx(2)

cx(1) − ax(3)

ax(2) − bx(1)



 =





0 −c b

c 0 −a

−b a 0









x(1)

x(2)

x(3)



.

Le problème (3) s’écrit matriciellement : ∀s ∈ R,
dX

ds
= AX et X(0) = X0 où A =





0 −c b

c 0 −a

−b a 0



.

IV.2

χA(λ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−λ −c b

c −λ −a

−b a −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −λ

∣

∣

∣

∣

−λ −a

a −λ

∣

∣

∣

∣

− c

∣

∣

∣

∣

−c b

a −λ

∣

∣

∣

∣

− b

∣

∣

∣

∣

−c b

−λ −a

∣

∣

∣

∣

= −λ(λ2 + a2) − c(λc− ab) − b(ac+ λb) = −λ3 − λ(a2 + b2 + c2)

= −λ3 − λ (car u est unitaire).

∀λ ∈ C, χA(λ) = −λ3 − λ = −λ(λ − i)(λ + i).

L’égalité χA(A) = 0 fournit alors

A3 = −A.

IV.3 Pour s réel posons F(s) = I3 + (sin s)A + (1− cos s)A2. On a déjà F(0) = I3 et d’autre part, pour tout réel s,

AF(s) = A+ (sin s)A2 + (1− cos s)A3 = A + (sin s)A2 − (1 − cos s)A = (cos s)A + (sin s)A2 = F ′(s).

Ainsi, la fonction F est solution du problème de Cauchy : E ′ = AE et E(0) = I3. On en déduit que E est la fonction
s 7→ esA.

∀s ∈ R, esA = I3 + (sin s)A+ (1 − cos s)A2.

D’après la question II.4., on sait que la solution du problème (4) est la fonction X définie par

∀s ∈ R, X(s) = (I3 + (sin s)A + (1− cos s)A2)X0.

IV.4 a) Soit v un vecteur unitaire orthogonal à u puis w = u ∧ v. La famille B0 = (u, v,w) est une base orthonormale
(directe) de R3. De plus, f(u) = u∧u = 0, f(v) = u∧ v = w et f(w) = u∧w = −v. B0 est une base orthonormale de R3

dans laquelle la matrice de f a la forme voulue.
b) Notons U, V et W les vecteurs colonnes représentant les vecteurs u, v et w dans la base B. On a alors AU = 0, AV = W

et AW = −V puis pour s réel
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• esAU = (I3 + (sin s)A+ (1− cos s)A2)U = U,
• esAV = (I3 + (sin s)A + (1− cos s)A2)V = V + (sin s)W − (1− cos s)V = (cos s)V + (sin s)W,
• esAW = (I3 + (sin s)A + (1− cos s)A2)W = W − (sin s)V − (1− cos s)W = (− sin s)V + (cos s)W.

∀s ∈ R, g(u) = u, g(v) = (cos s)v+ (sin s)w et g(w) = (− sin s)v+ (cos s)w.

∀s ∈ R, g est la rotation d’angle s autour du vecteur u.

c) D’après la question III.4.a), si on note P la matrice de passage de la base B à la base B0, on a B = P−1AP et donc

esB = esP−1AP = P−1esAP = P−1(MatBg)P = MatB0
g =





1 0 0

0 cos s − sin s
0 sin s cos s



.

(On pouvait aussi appliquer IV.3 au cas particulier a = 1, b = c = 0)

∀s ∈ R, esB =





1 0 0

0 cos s − sin s
0 sin s cos s



.
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