SESSION 2005

CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE PC

MATHEMATIQUES 2

PARTIE I

I.1 Soit A € R puis A’ = —A—1. Alors /(A +1) = (=A —=1)(=A) = A(A+1). Les équations (&) et (€_»_1) sont donc les

meémes.

1.2 On note Ry le rayon de la série entiére Z anx™ et on suppose a priori que Ry > 0. Pour x €] — Ry, Ry, on a alors

+oo +oo T
x(x +1Dy"(x) + (2x + Dy’ (x) —=AA + Dy(x) = (x* +x) Z nm—1anx™ 2+ (2x+1) Z napgx™ ' —=AA+1) Z anx™
n=2 n=1 n=0

+
8

+o00 +oo too +oo
nn—1Napx™+ Z nn—1ax™'+2 Z na,x" + Z nanx™ T —AA+1) Z anx™
n=2 n=1 n=1 n=0

3
I|
N

Il
M+

“+oo +o0o +o0o “+o00
nn—"1apx™+ Z nm—1ax™"+2 Z na,x"™ + Z napgx™ ' —AA+1) Z anx™
n=1 n=0 n=1 n=0

n=0
+ +oo
=) (=T +2n=AA+1))anx™+ > (nn—1)+n)ax""
n=0 n=1
+ +o0 +o0o +oo
= Z(n2 +1n—A = Nanx™ + Z n?ax" ! = Z(n—?\)(n+?\+ Nanx™ + Z(n+ D2 anx™
n=0 n=1 n=0 n=0
+o0o
=) [(m+1)%ani1 —A—n)m+A+Danx™
n=0
Par suite, sous ’hypothése Ry > 0,
+oo
y solution de (&) sur ] — Rq,Ra[& Vx €] —=RayRal, Y [(M+1)%ani1 —(A—n)(n+ A+ anx™ =0
n=0
svneN, m+1)2an 1 —(A—n)(n+A—1)a, (par unicité des coefficients d’une série entiére)
A—n)mn+A+1)
<:>\V/T1€N, An+1 = (n+])2 ne

1

1.3 1.3.1 Soient A € [—z,—i—oo[ et d € N. I’équation (&) admet une solution polynomiale de degré d si et seulement si
A—=—d)(d+A+1)

(d+1)2

1

A—=d)(d+A+1)=0puisA=dou=—1—4d et finalement A = d (car A > ) et —1—d <-—1).
(d—n)n+d+1)

(m+1)2

il est possible de choisir ap tel que ag # 0 et Vn > d+ 1, ay = 0. Comme aq41 = aq4, ceci impose

Réciproquement, si A = d, soit a la suite définie par ap = 1 et Yn € N, apn41 =

(d—n)n+d+1)
(m+1)2

a,. Pour

n<d,ona

(d—d)(d+d+1)
(d+1)?
degré d. Enfin, R = 400 ce qui valide le calcul de la question précédente et montre que y est solution de (&) sur R.

# 0 et donc par récurrence, a, # 0 pour n < d. En particulier, ag # 0. Puis agy1 =

ag = 0 et donc par récurrence Vn > d + 1, an, = 0. La fonction y associée est donc un polynéme de
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vd € N, (&) admet une solution polynomiale de degré d si et seulement si A = d.

1.3.2 Si @q existe, on a nécessairement ap = 1 et réciproquement, la question précédente montre qu’en prenant ap = 1,

on obtient un polynéme de degré d solution de (&3) sur R et prenant la valeur 1 en 0.

I.3.3Sid:1,onaa1:(]+]1)+_o)ao:2.
Vx € R, @1(x) =2x+ 1.
8X2 +8X +1 1
1.3.4P S F = t G = .
osons F = S ox 1 & © T XX X112
8x2 +8x+1 8x2 +8x+1
p— 1 F = 1 —_—m p— 1 F = 1 —_—
* a = limxF(x) R o s man TR Jm, (x4 F(x) = lim, M EEE L
2 2
c= lim (2x+1F(x) = lim 8 +8X+]: 4_”:4_
x——1/2 x—=—1/2  x(x+1) _lxl
272

1, 8&*+8x+1 1 1 4
Vx € R\{0,—1, 2}) x(x+ D (2x+ 1) X+x+1+2x+1

1 . 1

' — 13 = 1i - = "' — i = _— = — i
ool = G = dn ez~ b P T i e DGE) = i, ey = T puis
G—l+ 1T 1 _l+ T 1= (X+D2X+ 12+ X2X+1)2 1 —(2X+1)?
X X4+1T XX+D2X+12 X X+1 X(X+1)(2X +1)2 COX(XH D) (2X+1)2
—4X? — 4X —4X(X +1) —4

X(X+1D2X+1)2  X(X+1(2X+1)2  (2X+1)2°

1, 82 +8x+1 11 4
W ERNO L =3 s x Xl T2

2

Résolvons alors I’équation (&7) sur ]0,+oo[. Soit f une fonction deux fois dérivable sur ]0, 400l a valeurs dans R.

f(x)
(2x+ 1)

Posons f = @1z ou encore pour x €]0, +0ol, posons z(x) =

. z est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0,

x(x +1)f"(x) + (2x + 1)’ (x) — 2f(x) = x(x + D[(2x + 1)z" (x) + 42" (x)] + (2x + D[(2x + Dz’ (x) + 2z(x)] — 2(2x + 1)z(x)

+ @Bx(x+ 1)+ (2x+ 1)212' (x)

X
x(x+1)(2x +1)z"(x
X + (8x% + 8x + 1)z/(x).

(x+1)(2x +1)z" (x

—_ —

Ensuite,

f solution de (&) sur ]0, +o00l& ¥x > 0, x(x + 1)(2x + 1)2”(x) + (8x* + 8x + 1)z'(x) =0
ool Y ) 1
e M =08 >0 2"6 + (_+

&S ¥x >0, exp(lnx +In(x +1) +2In(2x + 1))z" (x)+

S >0, 2" (x) +

1 1 4 by
<; + 1 + m) exp(Inx+In(x +1) +2In(2x 4+ 1))z'(x) =0

Vx>0, (x(x+1(2x+1)22")(x) =0 & Iu e R/ Vx> 0 2'(x) = H

X x+1+2x+1

1 1 4
SAucR/ Vx> 0z (x) = pu(-

x x+1 (2x+1)2)

&I, v) e R?/¥x >0z(x) =p(lnx —In(x+ 1) +

w1 Y

x(x +1)(2x +1)2
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et donc

. f(x) X 2
2 —
f solution de (&7) sur ]0, +oo[ & I(p,v) € R°/ ¥x >0 It 1 _u<1n (x—|—1) +2X+]) +v

& 3w v) € R2/ Vx> 0 f(x) = u((ZX-i—Uln <$) +2) Lv(2x+1).

Les solutions de &7 sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme x — p ((Zx +1)In (ﬁ) + 2) +v(2x+ 1), (p,v) € R2.

1.4 1.4.1 Si ap = 0 alors tous les an sont nuls et y est identiquement nulle. Si ap # 0, y(0) = ap # 0 et y n’est pas

identiquement nulle. Finalement y n’est pas identiquement nulle si et seulement si ap # 0. Dans ce cas, puisque A > —5
A—n)n+A+1)

et que A ¢ N, aucun des rapports n’est nul et donc par récurrence Yn € N; a, # 0.

(m+1)2
Soient x € R\ {0} et n € N.
anx™ ' N—n|n+A+1)
= > [x].
anx™ (n+1)

Quand n tend vers 400, cette derniére expression tend vers |x|. Donc, d’aprés la régle de d’ALEMBERT, si x| < 1 la série de
terme général a,x, est absolument convergente et si [x| > 1 la série de terme général a,x,, est grossiérement divergente.
On en déduit que

Rqe=1.

1.4.2 Puisque Ry > 0, les calculs faits a la question 1.2 sont valides. De plus y(0) =1 & ap = 1. Il existe donc une et une
seule solution de (&) développable en série entiere sur ] — 1, 1] telle que y(0) = 1 & savoir la fonction ¢, définie par

+oo
vx €]l — 1,1, @a(x) = Z anx"ouap=TletvVneN, a1 =

A—n)n+A+1)
m+1)2

an.

n=0

1
1.4.3 Quand A = 5 on obtient pour n € N, on a

1

G, sy,

m+1)2 2n+2

Ant1 =

et donc pour n € N*,

_ (N (3N (201
R > m-2) 2 do

(1 (n)x (2n—1)x (n—2) x...x3x2x1\*
=0 ( (2n) x (2n—2) x ... x4 x 2)2 )

—(—U“( (2n)! )2_ (-1 <Zn)2
- 2rm)2) T 2 \n )

ce qui reste vrai pour n = 0.

T
wx el =110 @y (x) =)

n=

(="
24n

()~
X .
n

[}
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1
Quand A = 3 on obtient pour n € N, on a

1 1
B (E_“) (“JFZ“) . @n-1)(2n+3)
et = (n+1)2 T T 2z M
et donc pour n € N*|
 (2n=3)(2n+1) 2n—-5)2n—1) 2x0—1)(2x0+3)
an = — 2n)2 X — Gn 272 X oo X — BE X Qo

(2n—=3)x2n—-5) x x...xIx=1)x (2Zn+1)x (2n—1) x ... x 3)
(2n) x 2n—2) x ... x4 x 2)?
_(_Un,1zn+1 (2n—1)x 2n—3) x ... x 3)? _(_Un,1zn+1 (2n) x 2n—1)
N n—T(2n) x (2n—2) x...x4x2)2 2n—1((2n) x (2n—2)
(=)™ 2n+1 (2n)12
240 In—1 ()4’

= (e

... X 3%x2)?
Lox 4 x2)4

X
X

(=)' 1 (02

20 T (00)F

ce qui est reste vrai pour n =0 car

& (=) 2n+1/2n an
N .

Vx el—1,1, o1(x)=1—

24 2n—1

N|=

PARTIE 11
I1.1 Soient a > 0 puis f : [—1,a] x [0, ;] — R
(x,t) — 1+ xsin®t

e
e Soit x € [—1, al]. Pour tout réel t € [0, E]’ onal+xsin?t>1—sin?t > 0 et donc la fonction t — f(x,t) est continue

7r

) z]
T

Ainsi, pour tout réel x de [—1, a], la fonction t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0, z].

sur [0

e De méme, pour tout réel t € [0, =], la fonction x — f(x,t) est continue sur [—1, a].

e Enfin, pour (x,t) € [—1,a] x [0, =], [f(x,t)] = \/1 +xsin?t < \/1 + asin?t = f(a,t) = @(t) ol @ est continue

SN AN A

par morceaux et intégrable sur [0, z].

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétres, la fonction P est définie et continue sur tout segment de
[—1, 400l et donc

la fonction 1V est continue sur [—T,+ool.

I1.2 On se donne deux réels a et b tels que —1 < a<betonpose f : [a,b]x [0, g] — R
(x,t) — 1+ xsin? t

T
e f admet des dérivées partielles & tout ordre par rapport a x et pour k € N* et (x,t) € [a, b] x [0, z],

okf c 2k ] 1 1 1 C 21
w(x,t) = (Sln t) z X —z X oo X (z — (k—Z)) X (z — (k_ 1))(] —+ X sIn t)z
—1)k-1 : 2kt
S Gl i O YUY ) Nk S
2 (14 xsin“t)k 2
k
f
e De nouveau, pour chaque k € N*, pour chaque x de [a, b], la fonction t — w(x,t) est continue par morceaux sur
T T ) orf :
[0, z] et pour chaque t de [0, z], la fonction x +— W(x, t) est continue sur [a, b].
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e Pour k € N* et (x,t) € [a,b] x [0, g]; on a

okf
oxk

1 SiHZkt 1 sin2kt
Xt)|===x1x3x...2k—3 <—><1><3>< 2k—3 = t),
" )’ 2k ( )(1 +xsin?t)k-z T 2¢ - )(1 +asin? t) 2 @x(t)

N . . Tt L, 7T
oll @y est une fonction continue par morceaux sur [0, z] et intégrable sur [0, z].

D’aprés une généralisation du théoréme de LEIBNIZ, { est de classe C* sur tout segment de ] — 1,4o0o[ et donc sur
] — 1,400 et ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation sous le signe somme.

I1.3 11.3.1 On sait que pour u €] —1,1[ et x € R, on a

+oo o
(1T+u)*= < )un.

1

On prend en particulier & = 7 Pour n € N* on a

_ - = e x@2x2—Tx.. x2n—T1)=1)
n! 2nn!

(=™ (Ix3x...x(n=5)x(2Mm—=3)x2x4x...x(n—4)x(2n—2) x 2n—1) x (2n))
2nn! X 2x4x .. x(2n—4) x(2n—2)x (2n—1) x (2n)
(=" (2n)! (=)' (2n)!

2l n—1)x2"nl  2n—1 222

ce qui reste vrai pour n = 0.

“+o00 _
_ " 2y
vue]l—1,1 vV14+u= T 22n(n!)2u .

n=0

11.3.2 D’apreés la question précédente, pour (x,t) €] — 1, 1[x[0, g], puisque xsin®t €] —1,1[, on a

+oo n 1 2
V1 + xsin? Z (2n)! sin?™ tx™.

—1 22n(nl)2
) m - (2n)!
Soit x €] — 1, 1[. Pour t € [0, E] et n € N, posons f,,(t) = (Zn)— ; 22(“(73!)2 in?™ tx™.
e Chaque fonction f,, est continue sur le segment [0, g].
e Pour n € N* et t € [0, ;],
(= 2n)! L, 1 (2n)! 02 1 (2n)!
(V) ‘ In—1 22n(m2 " I 2 S o1 nm2”

Cette derniére expression est le terme général d’une série numérique convergente (de somme —/1 — x) et donc la série
i
de fonctions de terme général f,, est normalement et donc uniformément convergente sur le segment [0, —]. On eput donc
intégrer terme a terme et on obtient :

2 (T @) ) g s D e (2F e
1J)(X)-7—TJ (Z pr— 22n(n!)zsm x| dt = In 1 Zrml)? 7—TJ sin“™t dt | x™.

0 n=0 n=0

P e N 2 [ )
vx €] —1,1], Z 2n—1 pRYeYI <%
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I1.3.3 Soit n € N*. Une intégration parties fournit

SN
~NR

%
I, = J' sintsin®™ 't dt = [— costsin®™! t] — J (—cost)((2n — 1) cos tsin?™ 2 t) dt
0 0

7
=2n—-1) J cos? tsin®™ 2t dt = (2n — ])J (1 —sin? t)sin?™ 2 t dt
0 0

=(2n—1)(In—1 —In).

N

Par suite, 2nl; = (2n — 1)I,_7. On a montré que

m —
VneNs, L=
n
z i
IOZJ 1 dt = = puis pour n € N*
0 2
I 72n—1X2n—3x ><]><I 7(2n)><(2n—1)><...><2><1x7(7 (2n)! T
T T2 T2 T (2 x(n—2)x...x2)2 "2 2"z " 2

ce qui reste vrai pour n = 0. On a montré que

(2! s
VTIE N, In = m X z
Mais alors
(—1)™1 (2n)! gf ) ED @) @mt (=D (2n)! 2
n—1 2202 \m), o T n—1 2n(n2 C 222 In—1 \22n(n)2) -
Par suite,

+o0 n— 2
vxel =11 bix) = Y (;” ] ( (2“)!)2) X",
n=0

n—1 \22n(n!

I1.3.4 Soit n € N*.

(2n)! 2, _Mm-1 -3 1
22n(nl)2 - 't 2n n-2""""2

ce qui reste vrai pour n = 0.

(2n)!

vn €N, I

<1

I1.3.5 Pour n € N et x €] — 1,1[, posons P (x) =

(= ( (2Zn)!

2
1 22“(71')2) x™. Pour tout réel x €] — 1,1[, on a donc

+o0
$(x) =D Palx).
n=0

e Chaque fonction \y, est continue et intégrable sur ] — 1, 1 car prolongeable par continuité en —1 et en 1.
e Soit n € N*.

! o ) N[N e 2 2n)! \? 2
L b () dx = 57— <22“(n!)2> L X dX_(Zn—])(n+1)<22“(n!)2> S Tt
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2

2
m ~ 2 quand n tend vers 400, la série numérique de terme général

2n—1)(n+1)

1

converge et on déduit que la série numérique de terme général J [ (x)] dx converge. On sait alors que ’on peut intégrer
—1

terme & terme et on obtient :

Maintenant, puisque

1 +oo 1 +oo n—1 2
_ -~ (—=1) (2n)! n
| o dx-T;)J_]lbn(x) =3 (zh(n!)z) [
+o0 _ 2
T ) 21— (!
_T;) n—1 (22“(71!)2) n+1
+o00 — 2
_ (1) ! (2(2p))! 1—(=1)2p*! e nel _ _
_pZ_OZ(zp)—1 <22(2p)((219)!)2) 2p 11 (quand n est impair 1 — (—=1)""" =1—-1=0)
- 4p) \* 2 & 1 4p) \?
__pZ_O“P—] <24p((zp)!)2> 2p+1 __2;) 4p—1)(2p+1) (24]”((213)!)2) '

+oo

J] bix)dx=—2Y 1 < (4p)! )2
B T S G- ne )\ 2R (202

I1.4 On rappelle que pour x €] — 1,11,
+oo

()™ 2n)
"NX):ZO n—1 (22"(n!)2) X

+o00 2
co 0= X 0 (i) A"

n=0

+oo 2
B no12n+1 (2n)! n
. ‘P%(X)—HZ:O(_” 1 (zzn(n!)z) X
Par suite,
&= n+1 2!\ . S (=T 2\,
010+ ey =3 (- W4 ) () =2 > S5 () =" = 2000

v el 1,10, B(x) = 5(0.

27t

I1.5 On sait que { = J \/(x’(t))z + (y’(t))? dt et donc

0

27 27
€:J' \/bzsin2t+azcosztdt:4j \/bzsin2t+azcosztdt
0 0

N

3 3
:4J \/bzsin2t+a2cos2tdt:4j \/b2s1n2t+a2(1—sin2t) dt:4J \/a2+(b2—a2)sin2tdt
0

0 0

7T

5 bZ_ 2
:4aJ \/1+ Za sin? t dt.
0 a

Maintenant, avec des notations usuelles, on sait que e

, c*a?a?—-1b? b2 —a?
= >— =— > et finalement
= a a

¢ :4aJ7 V1 —eZsin?t dt =4a x gl,b(—ez) = 2amp(—e?) = an(e_y (—e?) + @1 (e?).
0

]
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PARTIE III
III.1 Posons g : Rx]—1,1[ — R
(t,x) —  V1+xsin?t
e Pour chaque t € R, la fonction x — /1 4 xsin? t est continue par morceaux sur | — 1, 1[ (puisque ¥(t, x) € Rx]—1,1[

1+xsin?t > 1—sin?t > 0) et pour chaque x €] — 1,1[, la fonction t — /1 + x sin® t est continue sur R.
e Pour (t,x) € Rx] —1,1[, [g(x,t)] = v/ 1 + xsin? t < v/2 = @o(x) ou la fonction @g est continue par morceaux
et intégrable sur ] — 1, 1[.

Le théoréme de continuité des intégrales a parameétres permet alors d’affirmer que f est définie et continue sur R, clairement
2m-périodique.

f est définie et continue sur R et 27-périodique. I

II1.2 Pour (t,x) € Rx] —1,1[, on a T + xsin’t > 1 —[x| > 0. On en déduit que g admet sur Rx] — 1,1[ une dérivée
partielle par rapport a t et pour (t,x) € Rx] —1,1[,

0g xsintcost
a—(Xst) =7
X 14 xsin“ t
Pour (t,x) € Rx] —1,1[, on a de plus
‘?(x,t)‘ _ [x||sint||cost| _ |x||sint|| cost]| - | sin t|| cos t|
X

< < =|sint| < 1= ¢1(x),
V1 +xsin?t \/1—Ix|sin2t V1 —sin?t

ol @7 est une fonction continue par morceaux et intégrable sur ] — 1,1[. Comme de plus pour chaque t € R, la fonction

xsintcost . . xsintcost
X — ——————— est continue par morceaux sur ]] — 1, 1[ et pour chaque x €] — 1, 1], la fonction t — —————— est
V1 +xsin? t 1+ xsin? t
continue sur R. Le théoréme de LEIBNIZ permet alors d’affirmer que

f est de classe C! sur R. I

II1.3 f est paire et donc Yn € N*| b, (f) = 0. Pour tout réel t, on a aussi f(t + 7t) = f(t). Soit alors n € N. En posant
t =u 4+ 7, on obtient

27t

1 (™ 1 (™
an(f) = %J f(t) cos(nt) dt = %J f(u+ ) cos(n(uw+m)) du = (—1)“%J' f(u) cos(nu) du = (—1)"an(f).
0 —n -
En particulier, si n est impair, on a a,(f) = —an(f) et donc an(f) =0.

Puisque f est de classe C' sur R et 2r-périodique, le théoréme de DIRICHLET permet d’affirmer que la série de FOURIER
converge (normalement) sur R et que f est la somme de sa série de FOURIER.

111.4

27 1 27
oco:lJ f(t) dt = 1 J J V14 xsin? t dx t:LJ J V14 xsin?tdt ] dx
T Jo 2 2 J_1 \ Jo
4 %

1 i 1 1
ZWJ ] < J V14 xsin?t dt) dx—z—J z x P (x) dx—Jqu)(x) dx
+oo 1
:_2];(419—1)(2%1)(24? )

+oo

_ 1 4p) \?
ZZ 4p—n(zp+n( ))2> |
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