SESSION 2006
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE PC

MATHEMATIQUES 1

PARTIE 1

I.1 Notons (x1,...,%n) €t (Y1,...,Yn) les coordonnées de x et y dans la base B. Puisque la base B est orthonormée, on
a

n
(Xy) =D xiyi =X,
f

n
en identifiant le réel Z xiYi et la matrice de format (1,1) *XY. D’autre part, 'YX = (ylx) = (x|y) = *XY. Ainsi,

i=1

Y(x,y) € E2, (xJy) = XY = tYX.

1.2 a) D’aprés le cours, on sait que

b) i) Soit z € F. En identifiant un vecteur et sa matrice dans C, on obtient

K K
M(p)Z =p(z) = Z (zlei) ey = Z Ei (*EiZ) (prendre garde au format)
i=1 i=1
K
=) E'EZ
im1

k
Finalement, Vz € F, M(p)Z = Z EiYEiZ.
i=1

ii) et donc

c) Soit z € F. Par définition du projeté orthogonal d'un vecteur, on a p(z) € F et z—p(z) € F-. D’aprés le théoréme de
PYTHAGORE, on a

Izl = lIp(2)]1? + Iz = p(2)1* > [p(2)|I*,

vVzeF [p(z)] < |z I
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et donc




1.3 Exemple : a) Notons p 'endomorphisme de R* de matrice M dans la base canonique de R*. La base canonique de R*
est orthonormée pour le produit scalaire usuel. Mais alors, puisque M est une matrice symétrique, p est un endomorphisme
symétrique. D’autre part

1 0 -1 0 1 0 -1 0
1o 1 o 1|1 o0 1 0o -
2 _ 1 —
Mi=21 51 0 1 o |20 =1 0o 1 o
-1 0 1 0 -1 0 1
0 -2 0 1 0 -1 0
o2 0 2| 1o 1 0 a1 | Ly
3|l -2 0 2 o |72 -1 0o 1 o |T™
0 -2 0 2 0 -1 0 1

Ainsi, M est idempotente et donc p est un projecteur. Comme de plus, p est un endomorphisme symétrique,

p est un projecteur orthogonal. I

b) Les deux derniéres colonnes de M sont les opposées des deux premiéres et donc M est une matrice de rang au plus 2.
Mais les deux premiéres colonnes de M ne sont pas colinéaires et donc M est une matrice de rang au moins 2. Finalement
M est une matrice de rang 2 ou encore p est un projecteur de rang 2. Im(p) est un sous-espace de R* de dimension 2.
D’aprés le théoréme du rang, Ker(p) est un sous-espace de dimension 4 — 2 = 2. On obtiendra une base de chacun de ces
sous-espaces en fournissant deux vecteurs non colinéaires de chacun de ces sous-espaces.

Les deux premiéres colonnes de M sont les matrices de deux vecteurs non colinéaires de Im(p). Ces deux vecteurs sont
clairement orthogonaux et en les normant on obtient une base orthonormale de Im(p).

1

\/2(0,1,0,—1).

1
Une base orthonormale de Im(p) est (uz,uq) ot uz = —(1,0,—1,0) et uy =

V2

La somme des premiére et troisiéme colonnes de M est nulle. Il en est de méme de la somme des deuxiéme et quatriéme
colonne de M. Ceci signifie que les vecteurs (1,0,1,0) et (0,1,0,1) sont dans le noyau de p. Ces deux vecteurs sont non
colinéaires, orthogonaux et en les normant on obtient une base orthonormale de Ker(p).

1,0,1,0) et wp =

Une base orthonormale de Ker(p) est (u,uz) ot uz =

2
7

1.4 a) Puisque A #0, on a

w=ypor(u) = plyr(w) € n(p) = H

D’autre part, on sait que I'image de p est constituée des vecteurs invariants par p et donc, puisque u € Im(p),
p(r(u) —Au)=por(u) —Ap(u) =por(u) —Au=0.
Mais alors

por(u) —Au € Ker(p) = H™ .

ueHetr(u) —Au e H.
b) Puisque u € H et que T(u) —Au € H*, on a (ufr(u) —Au) = 0 et donc Aljul|? = A (wu) = (u/r(u)). Mais 7(u) est dans
F et u—r(u) est dans F-. On en déduit que
(ulr(w) = (u—r()r(w) + (r(wr(w) = (r(wir(w) = [rw)]?.

Finalement,

Allul|? = [|r(w)|1%.

¢) Mais alors, puisque u n’est pas le vecteur nul et que A # 0, la question 1.2 ¢) permet d’affirmer que

2
([l
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En résumé, ou bien A = 0 ou bien A # 0 et dans ce cas A € [0, 1].

Sip ot a des valeurs propres, celles-ci sont dans le segment [0, 1].

1.5 a) Puisque p et v commutent, on a
(por)? =poropor=poporor=por,

ce qui montre que p o r est un projecteur. D’autre part, puisque p et r sont des projecteurs orthogonaux et donc des
endomorphismes symétriques de F, pour tout vecteur x et y de F on a

(por(ly) = (r(x)lp(y)) = (xlrop(y)) = (xlpor(y)).

Ainsi, p o1 est un projecteur symétrique de F et donc

P or est un projecteur orthogonal de F. I

b) Par hypotheése, por # 0. D’autre part, puisque dim(H) < dim(F), p n’est pas un automorphisme de F. p or ne 'est pas
davantage car det(p o r) = det(p)det(r) = 0. En particulier, p o v n’est pas I'identité. En résumé, p o r est un projecteur
distinct de O et de Id. On sait alors que le spectre de p ot est {0, 1}.

Sp(por)={0,1}.
c) o Six est un vecteur de Ker(p), alors p(r(x)) = r(p(x))) = r(0) = 0 de sorte que x € Ker(por). Ainsi, Ker(p) C Ker(por).
De méme, Ker(r) C Ker(p o r). Mais alors, puisque Ker(p o 1) est un sous-espace vectoriel de F, on a encore
Ker(p) + Ker(r) C Ker(p o).

Réciproquement, si x est un vecteur de Ker(por), on a x =x—p(x) +p(x) avec r(p(x)) = p(r(x)) = 0 (ce qui montre que
p(x) est dans Ker(r)) et p(x —p(x)) =p(x) — p(p(x)) =0 (ce qui montre que x — p(x) est dans Ker(p)). Tout vecteur de
Ker(p o 1) est donc la somme d’un vecteur de Ker(p) et d’un vecteur de Ker(r) ce qui montre que

Ker(p or) C Ker(p) + Ker(r).

Finalement

Ker(p or) = Ker(p) + Ker(r).
e Pour tout vecteur x, on a p(r(x)) € Im(p) et p(r(x)) = r(p(x)) € Im(r). Ceci montre que Im(p o) C Im(p) et
Im(p or) C Im(r) et donc que
Im(p or) C Im(p) NIm(r).

Réciproquement, si x est dans Im(p)NIm(r), on sait que x est invariant par p et par r. On en déduit que p(r(x)) =p(x) = x.
Ainsi, x est invariant par le projecteur p o r et donc dans Im(p o r). Ceci montre que

Im(p) NIm(r) C Im(p o).

Finalement

Im(p or) =Im(p) NIm(r).
1.6 a) Un calcul par blocs founit
R2_pes (A B ABiAB(i)AZwLBCABqLBDiAB
- C D cp) \cpD CA+DC CB+D? /  \C D
& A2 +BC=Aet AB+BD =Bet CA+DC=Cet CB+D?=D.

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2006. Tous droits réservés.



D’autre part, puisque la base considérée est orthonormale et que 1 est symétrique, la matrice R est symétrique. Or

tAtC A B
t _ _
R_R®<t8 "D>_(C D)
S'A=Aet'B=Cet'D=D.

b) iii) = iv). Si C =0 alors d’aprés a) B = 0.

. (I O A 0 (A O (A0 Ik 0 (A O o _
Ma1salorsPR—( 0 O>< 0 D)_(O O>etRP—(O D>< 0 O>_< 0 O>.A1n31PR—RPet
donc p et v commutent.

iv) = i). C’est la question 1.5 b)

i) = ii). D’aprés la question a), A est une matrice symétrique réelle et donc d’apreés le théoréme spectral, A est diagona-
lisable. Déterminons le spectre de A.

OnaPR = ( I 0 ) ( A B ) = ( A B ) On sait alors que le polynoéme caractéristique de A divise le polynéme

0 0 C D 0 0
caractéristique de PR et donc que le spectre de A est contenu dans {0, 1} (puisque par hypotheése le spectre de PR est contenu
dans {0, 1}).
Ainsi, il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D de la forme diag(1,...,1,0,...,0) telles que

A = PDP~'. Mais alors
A2 = (PDP—")? = PD2P~! = PDP~! = A.

D’aprés la question a), on a A = A? + BC = A2 +*CC et donc *CC = 0.

ii) = iii). Posons C = (cij)1<i<m—k,1<j<k. Pour i € [1,X], le coefficient ligne i, colonne i de la matrice *CC vaut
m—k m—k m—k
Z CjiCji = Z cjz‘i. Puisque la matrice *CC est nulle, pour 1 € [1,k], on a Z cjz‘i =0 et donc, V(i,j) € [1,m —X] x
j=1 =1 =1

[1,%], ci;; =0 (puisque les cjzi sont des réels positifs). On en déduit que C = 0.

PARTIE 11

I1.1 Notons f(xg) la projection orthogonale de v sur Im(f). Soit x un vecteur de E. On a f(xo) — f(x) € Im(f) et
v —f(x0) € F*. Le théoréme de PYTHAGORE permet alors d’écrire

v =f0I1* = (v = f(x0)) + (flx0) = F(xDI* = v = f(xo)[|I* + [[f(x0) = F(x)[I* > [[v = f(x0)[[* (1),

avec égalité effectivement obtenue pour x = xo. Donc

Y eF Ixo € B/ |f(xo) — V| = meiIE1||f(x) —v|.

I1.2 Supposons de plus que f soit une application injective. L’inégalité (I) de la question précédente est une égalité si et
seulement si f(xg) — f(x) = 0 ou encore f(x) = f(xp). Cette derniére égalité équivaut & x = xo puisque f est injective, ce
qui démontre I'unicité d’une pseudo-solution de I’équation ().

II.3 Soit xo € E.
Xo est une pseudo-solution de (x) & f(xp) est la projection orthogonale de v sur Im(f)

&v—flxo) € (Im(f))*"
& Vx ek, (f(x)|f(xo) —v) =0.

I1.4 En notant n la dimension de E,

vx € E, (f(x)[f(x0) —v) =0 & VX € #n 1(R), Y(AX)(AXp — V) =0 & VX € #n1(R), X (tA(AXo — V)) =0
S YA(AXy — V) € (Mn1)*
& tA(AXo — V) =0& tAAXo =tAV.

http ://www.maths-france.fr 4 © Jean-Louis Rouget, 2006. Tous droits réservés.



Finalement

Vxo € E, (xo pseudo-solution de (¥) & *AAXy = *AV).

I1.5 Exemple : D’une part

1 1T -1 1 0
tAV = 1 1 2 0o |l=13
-1 -1 1 1 0
D’autre part,
1T -1 1T 1 -1 3 0 -3
tAA = 1 1 2 1T 1 -1 = 0 6 0
-1 -1 1 -1 2 1 -3 0 3
a
Posons alors Xg = b
c
3 0 -3 a 0
xo pseudo-solution de (¥) & *AAX, = 'AXy & 0 6 0 b =1 3
-3 0 3 c 0
3a—3c=0 b— 1
&1 6b=3 & { 2
—3a+3c=0 c=a

1
Les pseudos solutions de (*) sont les vecteurs de la forme (a, 7 a), a e R.

I1.6 Application : a) Soit f 'application linéaire de R? dans R™ dont la matrice relativement aux bases canoniques de
R? et R™ respectivement est

ai b]
az bz
A= .

an, bn
C1
C2

Soit v I’élément de R™ dont la matrice dans la base canonique de R™ est V = . . Soit x un vecteur de RZ. Notons

Cn

( i\[ > la matrice de x dans la base canonique de R?. La matrice de f(x) — v dans la base canonique de R™ est alors

Aaqp + uby —cq
Aaz + uby —c2

)\an + ubn —Cn

Si on munit R™ du produit scalaire usuel, la base canonique de R™ est orthonormée et

n

[(x) =Vv[I* = > (Aax + uby — cx)*.
k=1

Le probléme posé équivaut alors a trouver les pseudo-solutions de I’équation f(x) = v.

b) f est injective si et seulement si son noyau est {0} ce qui équivaut au fait que Im(f) est de dimension 2 (par le théoréme
du rang) ou encore au fait que rg(A) = 2 ou enfin au fait que les vecteurs a et b ne soient pas colinéaires.

f est injective si et seulement si la famille (a, b) est libre.
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¢) Supposons donc les vecteurs a et b non colinéaires. D’aprés la question I1.2, 'équation f(x) = v admet une et une
seule pseudo-solution xo et d’aprés la question IL.4, xo est la solution de I’équation *tAAX, = *AV. Ainsi, en posant

(5

xo pseudo-solution de () & 'AAXy = AV

a; by €1
o a; d ... dn az bz A (a1 a2 ... an c2
by by ... ba 58 by by ... ba
an bn Cn
(:)( lall*  (alb) ) ( A ) :( (ale) )
(alb) b2 m (ble)
(alc) (alb) [all* (alc)
o Ll bl (afb)  (ble) | p ules de CraMER)
‘ laf (alb) ‘ lal* (alb)
(alb) b (alb) |Ib]|?
(ale) [Ib]l* - b|C)(Cl\b " b|C ) la]|? — (alc) (alb)
5—.
lafl2]b]|2 — (ab)? [all?[[b]|* — (afb)

(alc) IIsz—(b\C)(a\b) D IIaHz—(a\C)(alb)

la]12][b12 — (alb) la]12][b12 — (afb)

PARTIE III

IIT.1 a) et b) Notons n la dimension de E et m la dimension de F.

(Kerf)* est un supplémentaire de Kerf dans E. Donc, la restriction de f & (Kerf)® est un isomorphisme de (Kerf)* sur
f ((Kerf)l). On en déduit que

dim (f ((Kerf)L)) = dim ((Kerf)L) =n — dim(Kerf).
Ensuite, dim ((Imf)L) =m — dim (Imf) = m — n + dim (Kerf). Par suite
dim (f ((Kerf)*)) + dim ((Imf)*) = n — dim(Kerf) + m — n + dim (Kerf) = m = dim(F).

D’autre part, on a bien stir f ((Kerf)J-) N (Imf)+ = {0} et en résumé
e dim (f ((Kerf)J')) + dim ((Imf)L) = dim(F),
of ((Kerf)J-) N (Imf)+ = {0.

On sait alors que

F = (Kerf)* @ (Imf)*

et donc

Yy eF 3(x,y’) € (Kerf)* x (Imf)+/y = f(x) +
c) Soient (y1,y2) € F? et (A, n) € R?. 1l existe (x1,y7,%2,y4) € (Kerf): x (Imf)+ x (Kerf): x (Imf)* tel que
y1 =Tf(x1) +yj et y2 =f(x2) +y}. Mais alors
Ayt + pyz = A(f(x1) +yq) + wr(f(x2) +y3) = f(Axq + pxz) + (Ayq + py3).

Maintenant (Kerf)® et (Imf)* sont des sous-espaces vectoriels de E et F respectivement. On en déduit que Axq + ux; €
(Kerf)* et Ay + py} € (Imf)+. Mais alors

g(Ay1 + uy2) = Axg + uxz = Aglyr) + png(y2).
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Finalement

ge L(FE).

II1.2 Soient y € F puis (x,y’) € (Kerf)* x (Imf)* tel que y = f(x) +y’.

yeKerge gy =0&5x=0
& f(x) =0 (car f,(kerf)L est injective)

Sy=y' &ye (Imf)
Donc Kerg = (Imf)*. Mais alors le théoréme du rang permet d’affirmer que
dim(Img) = dim(F) — dim(Kerg) = m — dim((Imf)*) = dim(Imf) = n — dim(Kerf) = dim((Kerf)").

Ainsi, Img C (Kerf)! et dim(Img) = dim((Kerf)1). On en déduit que Img = (Kerf),.

Kerg = (Imf)* et Img = (Kerf),.

II1.3 a) Soit p la projection orthogonale sur (Kerf)*. Soit x € E.

o Si x € (Kerf)*, I'égalité f(x) = f(x) + 0 montre que g(f(x)) =x = p(x).

e Si x € Kerf, g(f(x)) =g(0) =0 =p(x).

Ainsi les endomorphismes de E g o f et p coincident sur deux sous-espaces supplémentaires de E et sont donc égaux.

g o f est le projecteur orthogonal sur (Kerf)L.

b) Montrons tout d’abord que f est le pseudo-inverse de g. Soit x € E. Déja f(x) € Imf = (Kerg)* (d’aprés la question
I11.2). D’autre part, d’aprés la question a), g(f(x)) est le projeté orthogonal de x sur (Kerf)* et donc x —g(f(x)) € Kerf =
(Imfg)* (d’aprés la question II1.2). En résumé,

Vx € E, x = g(f(x)) + (x — g(f(x))) avec (f(x),x — g(f(x))) € (Kerg)* x (Img)™.

Ceci démontre que f est le pseudo-inverse de g. En appliquant le a) & g, on obtient le fait que f o g est le projecteur

orthogonal sur (Kerg)® = Imf.
f o g est le projecteur orthogonal sur Imf. I

II1.4 Premier exemple : Kerf ={(x,y,z) € R3/x+y=0ety+z=0}={(x,—x,x), x € R} = Vect((1,—1,1)). Mais
alors (Kerf)® est le plan de vecteur normal u = (1,—1,1) ou encore le plan d’équation x —y + z = 0.

Puisque les deux premiéres colonnes de la matrice de f ne sont pas colinéaires, f est de rang 2 et donc Imf = R?. Mais
alors, (Imf)+ = {0}.
Soient alors y = (a,b) € R? et x = («, B,v) € R3.

x=g(y) &xe (Kerf)l ety —1~f(x) e (Imf)L Sxlu=0etf(x)=y

1
x—Rf+v=0 ax=a—f [5:$(a+b)
S a+p=a S y=b—p &< a==(2a—b)
B+y="b (a—B)—B+(b—B)=0 {
Ainsi, V(a,b) € R?, g((a,b)) = %(Za—b,a-l—b,—a—l—Zb).
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La matrice de g relativement aux bases canoniques de R3 et R? est donc

II1.5 a) Soit x € Kerf. Puisque f est symétrique, pour tout vecteur x’ de E, on a
(x[f(x")) = (f(x)Ix’) = (Olx") = 0.
Ainsi, tout élément de Kerf est dans (Imf)* et donc Kerf C (Imf)+. Comme de plus
dim(Kerf) = dim(E) — dim(Imf) = dim((Imf)~+),

on a montré que Kerf = (Imf)+ puis, par passage aux orthogonaux, que Imf = (Kerf)*.

Si f est symétrique, Kerf = (Imf)* et Imf = (Kerf)L.

b) Soient x un vecteur propre de f puis A la valeur propre associée.

Si A =0, x € Kerf = (Imf)*+ = Kerg. On a alors g(x) = 0 ce qui montre que x est un vecteur propre de g.

1 1 1 1 1
SiA#0,x= Xf(x) =f (XX) € Imf = (Kerg)'. Mais alors g(x) = g (Xf(x))) = Xg(f(x)) = XX puisque d’aprés la

question IIL.a), g o f est la projection orthogonale sur (Kerg)t. Encore une fois, x est vecteur propre de g.

Tout vecteur propre de f est aussi vecteur propre de g. I

c) Puisque f est symétrique, le théoréme spectral permet d’affirmer qu’il existe une base orthonormée de E constituée de
vecteurs propres de f. D’aprés la question b), une telle base est encore une base orthonormée de vecteurs propres de g.
Puisque g diagonalise dans une base orthonormeée, g est symétrique.

II1.6 Deuxiéme exemple : Le polynéme caractéristique de f est

xi=| 2 2-X 0 |[=0B-X2-X)(4-X)—224-X)—222-X)=(3-X)(2-X)(4—X)—8(3—X)

=(3=X)(X2—=6X) = —X(X—=3)(X—6).

Déterminons le sous-espaces propres de f.

3 2 2 X 0 x+2y+22=0 N
(x,y,z) eKerf & [ 2 2 0 y |=10|&< 2x+2y=0 (:){ :27.
2.0 4 z 0 2x+4z=0 v=
1
Donc Kerf = Vect(wy) on uy = 5(72,2, 1).
0o 2 2 X 0 2y+22=0 ~ox
(x,y,z) €eKer(f-3ld)& | 2 -1 O y |=10 ] 2x—y= S { E:—Zx
2 0 1 z 0 2x+2z=0 o
Donc Ker(f —31d) = Vect(uz) ot up = %(1,2,—2).
-3 2 2 X 0 —3x+2y+22=0 =2
(x,y,z) € Ker(f — 61d) & 2 -4 0 y |=10]eq x—4y=0 <:>{ Z:zy
2 0 -2 z 0 2x—22=0 -
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1

Donc Kerf = Vect(uz) ot uz = §(2, 1,2).

1 1
D’aprés la question précédente, on a g(u;) =0, g(uz) = =uy et g(uz) = =uz. Ainsi, si on note A’ la matrice de g dans la

3 6

base canonique de R, P la matrice de passage de la base canonique a la base (orthonormée) (17,uz,u3) et D la matrice

11
diagonale diag(0 ), on a A’ = PDP~! = PD'P. Ainsi

'3'6
0 0
(21 2 i L2 2 L2 12 00 0 22 1
A=z 2 21 3 903l v 2 2= 2 21 020 12 2
1 -2 2 0 o ] 2 1 2 1 -2 2 00 1 2 1 2
6
L [0 2 2 2 2 1 L (6 6 0 (2 2 o0
—— o 4 1 1 2 2l==(6 9 6]==[2 3 =2
M\ o -4 2 2 1 2 M\ o 6 12 Blo 2 4

La matrice de g dans la base canonique est
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