SESSION 2006

CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE PC

MATHEMATIQUES 2

PARTIE 1

I.1. Soit (m,n) eN2. Sin=0, Po(m)=1etsin>1,

m-+n

m-+n H k

Polm)=[[m+rw = J] k=% :(m+n)!7

k=1 k=m+1 H k

k=1

ce qui reste vrai pour n = 0.

(m+n)!

V(n,m) € N2, P, (m) =
m!

1.2. Puisque & n’est pas un entier strictement négatif, Vn € N, P, () # 0 et donc, pour tout entier naturel n, la fonction
(_] )nXZn
22nnIP (o)

Soit x un réel non nul. Pour tout entier naturel n, u, (x) # 0 et

Unp @ X est définie sur R.

n

H(oc + k)
Ungr(x)|  [x[2m2 22n nl
un(x) | [x[2h22nH2 (n4 1)t

H(oc—l—k)
k=1

(5) e
“\2) m+D(a+n+1)

Un41(x)
Un (x)
série numérique de terme général wu,, (x) converge. Comme ceci est vrai pour tout réel x, on a montré que

Vo € R\ Z*, fy est définie sur R. I

I.3. 1.3.1. Soit @« € R\ Z* . f4 est la somme d’une série entiére de rayon infini et donc fo est de classe C* sur R et en
particulier deux fois dérivable sur R. De plus, les dérivées successives de f, s’obtiennent par dérivation terme & terme.

Donc tend vers 0 < 1 quand n tend vers +o00. Le critére de D’ ALEMBERT permet alors d’affirmer que la

Pour tout réel x, on a
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400 - = B
" / (=) (2n)(2n — 1)x2"2 (=)™ (2n)x2n!
xfo(x) + (2o + 1)L (x) = XT; 22nnIP, («) (2 T) ng 22nnlPy («)
+oo - © B
B (7”nX2n 1 B (7])T1X2(T1 ”(T\. + )
= 2 (2n—=1)+ 2x+1)) 22T — 1)IPp () T; 22n-2(n — 1)IPy ()

]n]Z(n])

:_XZ 22n Dn—1)1P_ _XZ zznn;p

= *Xfoc( ).

On a montré que

Vx € R, xfl(x) + (200 + 1)L, (x) + xfo(x) = 0.

1.3.2. Soit y une fonction développable en série entiére, paire et solution de (E4) sur un voisinage de origine. Il existe

+o00
un réel strictement positif R et une suite de réels (an )nen tels que Vx €] — R, R[, y(x) = Z anx?™. Pour x €] — R, R[, on
a alors e
+o00 +oo
xy” (%) + (2o + 1)y’ (x) + xy(x —XZ (2n)(2n — Nanx?™2 + (20(+1)Z(2n x2" 1+><Zanx
n=1 n=1
+o00
= Z (2n—142a+1)(2n)ax*™ + Z A x2m !
n=1 n=0
+o00 +oo
= Z 2Zn(n+ a)anx™ ! + Z anx?™ !
n=1 n=0
+o00 +o00 +o00
= Z 22nn+ a)anx®™ ! + Z an_ X2 = Z (2’ n(n+ a)an + an_1)x*™ "
n=1 n=1 n=1

Par unicité des coefficients d’une série entiére (et en tenant compte du fait que y(0) = aop),

—1

y solution de (Eg) sur ] — R, R[& Vn e N*, 22n(n+ &)an+an2=08VneN* an = —=——an_1
22n(n + o)
T S Npp— ! !
T it ) 2 Nn—1ta) 211+
1)
& Vn e N, anzéy(m.

22nnlP, ()

D’aprés la question 1.2., le rayon de convergence des séries entiéres obtenues est infini. Puis, pour x € R, on a

n x2n
Z ZZWP =y(0)fu(x).

Les solutions de (E,) développables en série entiére sont les fonctions de la forme Afy, A € R.

I.4. T1.4.1 Soit « € R\ Z. —« n’est pas un entier strictement négatif et donc g, est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ en
tant que produit de fonctions deux fois dérivables sur ]0, +oo[ et pour x > 0, on a

gl (x) = —20x 2% (x) + x 2% (x)
puis, d’aprés la formule de LEIBNIZ,
97(x) = (—200) (=20 — 1)x2%72f_ (x) + 2(—2a)x 2%/ (x) +x2%f"  (x).
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Mais alors pour tout réel x strictement positif

xgu(x) + 2o+ 1)g (%) + xga(x) = x ((—20) (=20 — T)x 232 o (x) + 2(—2a)x 27/ (x) +x 2% (x))
+ 20+ 1) (=206 2 T (%) + x 24 (%)) +xx 2 (x)
=x 2% (xf” (%) 4+ (2o + 1) (%) + xf_ (X)) — 4ocx_2“fioc(x)
2o (xf” (%) + (=20 + 1) (%) + xf_(x))
=0 (car f_4 est solution de (E_4) sur ]0, +ool).

g« est solution de (E4) sur ]0, +ool.

1.4.2. Montrons que la famille de fonctions (fy, g«) est une famille libre de C?(]0, +oo[, R).
Soit (A, ) € R? tel que My + Hg = 0. Ceci s’écrit encore

Vx> 0, Mo (x) + ux2%f_o(x) =0 (1) ou aussi Vx > 0, Ax?*f(x) + uf_(x) =0 (2).

On a vu ala question I.3. que f« et f_4 sont continues sur R. En particulier, quand x tend vers 0 par valeurs supérieures,

0
fo(x) tend vers fo(0) = W;)o(oc)
Si a < 0, en faisant tendre x vers 0 dans 1’égalité (1), on obtient A = 0 puis, puisque g« n’est pas la fonction nulle, p = 0.
Si « > 0, en faisant tendre x vers 0 dans I’égalité (2), on obtient = 0 puis, puisque f, n’est pas la fonction nulle, A = 0.
Dans tous les cas, on a obligatoirement A = 1 = 0 ce qui montre que

=1 et de méme f_,(x) tend vers f_,(0) = 1.

la famille de fonctions (fy, g«) est une famille libre de C%(]0, +oo[, R).

Sur 10, +oo[, ’'équation (E,) s’écrit
200+ 1

y”(x) + y'(x) +y(x) =0.

1
+ et x — 1

(Ex) est une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2

X
sont continues sur ]0, +oo[, on sait que I'ensemble solutions Sy jo,+oo[ de (E«) sur JO,+oo[ est un R-espace vectoriel de
dimension 2. Comme la famille (f4, g«) est une famille libre de Sy 10 +00[, de cardinal 2, on en déduit que cette famille est
une base de Sy 10, +00[- Par suite

Les solutions de (Ey) sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme Afy + Hgeo, (A, p) € R

1.4.3. Soit y une fonction de classe C? sur ] — 0o, 0. Pour x > 0, posons z(x) = y(—x). z est de classe C? sur ]0, +oo[ et
pour x >0, z'(x) = —y'(—x) et z”(x) = y”(x). Mais alors

xz"(x) + (2oc + 1)z' (x) +xz(x) = xy " (—x) — 2+ Dy’ (—x) +xy(—x) = = ((=x)y" (=x) + (2a + 1y’ (—x) + (=xJy(—x]).

Ainsi,

y solution de (Ey) sur ] — 00,0l & Vt < 0, ty”(t) + 2o+ 1)y’ (1) + ty(t) =0
& Vx>0, (—x)y"(—=x) + (2a+ 1)y’ (—x) + (—x)y(—x) =0
Vx>0, x2"(x) + (2o +1)z' (%) + xz(x) =0
& z solution de (Ey) sur ]0, +ool.

Les solutions de (Ey) sur ] — 0o, 0[ sont les fonctions de la forme x — Ao (—x) + Hgo(—%), (A, n) € R2.
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I.5. I.5.1.j4 est deux fois dérivables sur ]0, +ool et pour x > 0,

2 ”( )—I—X) ( )+X2jo¢(X) :XZ(OC(CX* ”Xafzf“(x) +20cx°‘71f"x(x) +Xocf(/>£(x)) _i_x((xx“*]f(x(x) +x‘xf{x(X)) +X2,X°‘f¢x(x)
=X (xF LX) + (2004 1)L (%) + xFa (X)) + (o = 1) + o)x* o (x)
= o2 x*F o (x) = 6% (x).

Donc

j« est solution de (By) sur ]0, +ool.

En remplagant & par —o, on obtient le fait que j_ est solution de (B_y) = (By) sur ]0, +ool.

jo €t j_« sont solutions de (By) sur ]0, +ool.

1.5.2. De méme qu’a la question 1.4.2., ’ensemble des solutions de (B ) sur ]0, +oo[ est un R-espace vectoriel de dimension
2. Montrons que (ju,j—o) est une famille libre. Soit (A, n) € R2.

Mo+ Ho =0 = Vx>0, Ax¥ g (x) 4+ px % _g(x) = 0= Vx >0, Mu(x) + pux 2%f_o(x) =0
= My + uge =0 = A =pn =0 (d’aprés la question 1.4.2).

Encore une fois, on a trouvé une famille libre de solutions de cardinal 2 et donc une base de ’espace des solutions.

Les solutions de (By) sur ]0, 4+o0[ sont les fonctions de la forme Ajy + Wj_o, (A, 1) € R2.

Soient y une fonction de classe C? sur ] — oo, 0[ puis z : x — y(—x). z est de classe C? sur ]0, +-oo[. De plus

y solution de (By) sur ] — oo, 0[ & WVt < 0, t2y”(t) + ty’(t) + (1> — o?)y(t) =0
& Vx>0, (—x)%y"(—x) + (—x)y’(—x) + ((—x)* — &®)y(—x) =0
& Vx>0, x*y”(—x) —xy’(—x) + (x* — a®)y(—x) =0
&S vx >0, x22" (x) +x2'(x) + (x* — a?)z(x) = 0
& z solution de (By) sur ]0, +ool.

—X

X

Donc
Les solutions de (By) sur ] — oo, 0[ sont les fonctions de la forme x — Ajo(—%) + Wj_o(—x), (A, 1) € R2.
PARTIE 11
1
II.1. Soient o« > 3 puis ® : RxI[0,1] — R . Nous allons montrer que

(x,t) = (1 —12)* 2 cos(xt)
e pour tout x réel, la fonction t — ®(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0, 1]

e @ est deux fois dérivable par rapport & sa premiére variable x sur R x [0, 1] et
2

oD
- pour tout t de [0, 1], les fonctions x — a—(x,t) et x — (x,t) sont continues sur R.
X

GI0) GRI0)
- pour tout x réel, les fonctions t — ™ (x,t) et x = — 3 (x t) sont continues par morceaux sur [0, 1] et il
X x?2

ox2

existe deux fonctions @1 et @, continues par morceaux, positives et intégrables sur [0, 1] telles que pour tout

2
%0 € Rx 01| F20,0] < onlt) et [ ST

W < @a(t).
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e Soit x € R. Pout tout réel t de [0,1[, on a 1—1t? > 0 et donc la fonction t — ®(x, t) est continue par morceaux sur [0, 1.
De plus, pour t € [0, 1], |D(x,t)] < (1 — tz)“*%. Or, la fonction t — (1 — tz)"‘*% est continue sur [0, 1] et quand t tend
vers 1 par valeurs inférieures, (1 —tz)"‘f% =((1-1)(1 +t))°‘*% ~ 2“*%(1 —t)"‘f% avec o — 5 > 575 = —1. Ainsi la
fonction t+— (1 — tz)“_% est intégrable sur [0, 1] et donc la fonction t — @ (x,t) est intégrable sur [0, 1].

e @ est deux fois dérivable par rapport & sa premiére variable x sur R x [0, 1] et pour (x,t) € R x [0, 1],

00 R0

—(x,t) = —t(1 —t2)* T sin(xt) et —(x,t) = —t2(1 — t2)% = cos(xt).
ox ox?
. . oD 2ya—1 . 2 2 2ya—1
- Soit t € [0, 1[. Les fonctions x — a(x,t) = —t(1 —t%)* 2 sin(xt) et x — W(X’t) = —t7(1 —t%)* 2 cos(xt)
sont continues sur R.
, , 0D N GREO) 5 D1
- Soit x € R. Les fonctions t — a(x,t) = —t(1 —t)* z sin(xt) et x — W(X’t) = —t“(1 —t2)* 2 cos(xt) sont

continues par morceaux sur [0, 1] et de plus pour (x,t) € R x [0, 1],

aZ(D 2 2yo—+ 2yo—+
3z B St =172 < (T -19)%72 = @a(t).

(0]
%—X(X’”‘ <t — 1) < (1— 1)} — (1) et

Les fonctions @1 et @2 sont continues par morceaux et positives sur [0, 1[, intégrables sur [0, 1[ d’aprés ci-dessus.

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres (théoréme de LEIBNIZ), hy est de classe C2 sur R et les
dérivées successives de h, s’obtiennent par dérivation sous le signe somme.

1 1
t(1 —2)% 7 sin(xt) dt et h’/(x) = ,J t2(1 — t2)* 2 cos(xt) dt.
0

Vx € R, h'(x) = fJ
0

II.2. II.2.1. Soit x € R.

1
(1 —t2)% 2 cos(xt) dt :J (1 —t2)(1 — t3)* Zx cos(xt) dt
0

1 1

t2(1 — £2)% 7 cos(xt) dt+xJ'

xhp(x) + xhg(x) = —xJ'
0

0

1
:J (1 —t2)* Ix cos(xt) dt.
0

1

Vx € R, xh[(x) 4+ xhg(x) :J (1 —t2)*t2Ix cos(xt) dt.
0

I1.2.2. Soient x € R et a €]0, 1[. Les deux fonctions et t — (1 — tz)"”% et t — sin(xt) sont de classe C' sur [0, a]. On
peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit

Jau —t2)*F2x cos(xt) dt = | (1 —t2)*F2 sin(xt)] ‘L Ja(a+ 1)(72’()(1 — t2)%" 2 gin(xt) dt
0 0 0 2

= (1—a?)*" Zsin(xa) + 2+ 1) J t(1 — t2)* 2 sin(xt) dt (x).
0

La fonction t — t(1 — tz)“*% sin(xt) est intégrable sur [0, 1[. Donc, en faisant tendre a tend vers 1 dans I’égalité (*), on
obtient

1

xh”(x) + xhu(x) = 20+ 1) J (1 — t2)* % sin(xt) dt = — (20 + 1)hL(x).
0

h est solution de (E4) sur R.
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I1.3. Soit x € R. Pour tout réel t de [0, 1], on a

. 1 +00 3 T ak 2

xX—5 = " e "

(1—12) zcodXU-—gggh) 0= o™
, th

Pour t € [0,1[ et n € N, posons fn (t) = (1)™(1 —t2)*2 (2ﬂ)'xzn

e Chaque fonction f;, est continue sur [0, 1[. De plus, quand t tend vers 1,
2n

a—1 t
0] = (1= 2)* o

ce qui montre que chaque fonction f,, est intégrable sur [0, 1.

X2 = 0((1 —t2)* 1),

e La série de fonction de terme général f,, converge simplement sur [0, 1] vers la fonction t — (1 — tz)"‘*% cos(xt) qui
est continue sur [0, 1[.

+00 1
e Vérifions enfin que Z J' [fn(t)] dt < +o0. Soit n € N.
n=0
no no 5 C o 1/ n ) Dtk
fi(t)] dt = J T—t)* 27— dt:J (1 —t2)* 2 x dt
;J;k” 2| = A X g
T 2t B ! 2yo 1
< (1—t5)* 2 X dt:J (1 —t%)* 2 ch(xt) dt.
Jo ];) (2n)! 0

Mais la fonction t — (1 — tz)“*% ch(xt) est intégrable sur [0, 1[ car continue sur [0, 1] et dominée en 1 par la fonction
1

t— (11— tz)“*% qui est intégrable sur [0, 1[. On en déduit que J (1— tz)“_% ch(xt) dt < 4+o00. Ainsi,
0
nool 1 :
vneN, ZJ fie(t)] dt < J (1 —t2)% 7 ch(xt) dt < 4oo.
070 0
1
Puisque la suite des sommes partielles de la série numérique de terme général positif J [f.(t)] dt est majorée, la série de
0
1
terme général J |fn(t)] dt converge.
0
En résumé,
e Chaque fonction f,, est continue et intégrable sur [0, 1],

e La série de fonctions de terme général f,, converge simplement sur [0, 1[ vers une fonction continue sur [0, 1],
+o00

1
. Z J [fn(t)] dt < +oo.

n=0
D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme, on peut alors écrire

+00 1 . th
ho(x) =) <J (=M1 —t2)* 2 BV dt) X2

n=0 0

= (1) L (o 1

Vx €R, ho(x) =Y ——"" oavneN,I,(«) :J (1—t2)% z2¢2" gt.
0

(2n)!

I1.4. Puisque hy est développable en série entiére, la question 1.3.2. permet d’écrire que

hy = he(0)fo = Io(a)fx.

I1.5. Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, on en déduit que pour tout entier naturel n,

CDMale) g D
2n) 2P, («)’
et donc
n)!
Vn e N, Ln(a) = ﬁ%lom.
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PARTIE III

III.1. Calcul du laplacien en polaires. Rappelons tout d’abord que x = rcos 0 et y = rsin 0 puis que la matrice jacobienne
de I'application (r,0) — (x,y) au point (r,0) est

ox 0x

or 00 | [ cos® —rsin®
oy dy _(sine Tcos B )
or 00

La formule de dérivation des fonctions composées fournit

oF d
—(1,0) = —(F(rcos0,rsin0))(r,0)
or or
oF 0 oF 0 oF oF
= 5 (U5, (1) 500 U) T (1,0) = cosO - (x,y) +sin O (x,y).
i ' 2 2 o o°F d°F
Puisque la fonction F est de classe C= sur R<\{(0,0)}, le théoréme de SCHWARZ permet d’affirmer que 3%y = o n

dérivant une deuxiéme fois par rapport a v, on obtient

%F gd OF L 1 o0 OF
o2 ~ P Varax T aray
0%F 0%F 0%F 0%F
= cos 0 (cos GW + sinGaXay) + sin © (cosﬁaxay + sin 9@)
0%F 0%F 0%F
_ 2097k 0 29970
= cos Gaxz + 2c059s1neaxay + sin Bayz.

De méme, dérivons deux fois par rapport a 0.

ﬁ—i E%Jrga—y _ 20 —rsinGEercong
002 00 \9x020 dyod0,/) 020 ox oy

ros o oy
0x2 90  9xdy 00

= —rcoseﬁ —7rsin® (
ox

2 2}:
)rsineg—: —l—rcos@( 9F 9x 0 ay)

0x0y 20 ay—zﬁ

oF oF 92F 2F J%F 0%F
= —rcosea —rsinea —rsin® (rsineﬁ +rcoseaxay) + rcosO (rsin@axay —l—rcosG@)
oF oF 0°F 02F 02F
= —rcosﬁa —rsinG@ + 12 sin? GW —2r? cosGsinGaXay + 12 cos? 9@.
Finalement,
0%F 19F 1 9%F , . 0%F _OF 5, 0%F 1 OF 1 . OF
W + ;§ + T‘_ZW = COS GW +2COSGSlneaXay +Sm e@ + ;COSB& + ;SIHG@
1 oF 1 oF 0%F 0%F 0%F
5 cos Ga + . sin@a + sin? GW fZCosesineaxay + cos? 6@
02F  o%F
=—+—=AF
ox? + oy?
O2F 10F 1 9%F
V(r,0) €]0, +oo[xR, AF(rcos0,rsin0) = W(r,@) + ;a(r,e) + T—Zw(re).

II1.2. D’apres III.1., on a
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22 190 1 9?
AF + w?F = = (F(r)9(6)) + = = (F(r)9(0)) + =5

= L (P + 1) 4 2@ (r)g(0) + f(r)g"(6)

= (F(1)9(8)) + w?(f(r)(6))

L’égalité AF + w?F = 0 fournit alors
V(r,0) €10, +oo[xR, (r2f”(r) 4+ vf'(r) + r?w?f(r)) g(8) + f(r)g”(8) =0 ().

3" (10) + Tof’(10) + 13w2f(10)
f(ro)

VO € R, g”(0) +Ag() = 0.

Soit de nouveau 1o un réel tel que f(ro) # 0 puis A = . L’égalité (%) fournit alors

L’égalité (*) s’écrit alors
V(r,0) €10, +oo[xR, (r2f”(r) 4 rf'(r) + (r*w? — A)f(r)) g(6) =0.

Cette derniére égalité est en particulier vérifiée pour un réel 8y tel que g(6p) # 0 (8o existe puisque F n’est pas identique-
ment nulle). Aprés simplification par g(8p), on obtient

Vr €]0, 400, T2 (1) + 1’ (v) + (r2w? — A)f(r) = 0.

Il existe un réel A tel que
(i) Vr €10, +ool, r2f"(r) + rf'(v) + (rPw? —

et
(ii) VO € R, g”(6) + Ag(6) = 0.

I11.2.3. ¢ Si A < 0, les solutions de (ii) sont les fonctions de la forme g : 0 — aeV 20 4 be V2 (g b) € R2. Une telle
solution est périodique si et seulement si a =b =0 et donc g = 0 ce qui est exclu. Donc A > 0.

e Si A =0, alors A = 02.

e Supposons maintenant A > 0. Les solutions de (ii) sont les fonctions de la forme g : 0 — acos(v/A8) + bsin(v/A0),
(a,b) € R2. Une telle solution peut encore s’écrire sous la forme 0 — A cos(vVAB 4+ @) oit A et ¢ sont deux réels. Si

Péquation (ii) admet une solution non nulle et 27-périodique alors la fonction 8 — cos(V/AO + @) est 2m-périodique ce qui
impose a 2my/A d’étre un multiple entier de 27t et donc & VA d’étre un entier. Ainsi il existe un entier naturel non nul p

tel que VA = p ou encore A = p2.
Ip e N/ A=7p2. I

II1.2.4. Si p = 0, g est une solution non nulle et 27t-périodique de I’équation y” = 0 et donc g est une constante non
nulle.

Si p € N*, g est une solution non nulle et 27-périodique de 1’équation y” + p?y = 0 et donc g est une fonction de la
forme 0 — acos(pO) + bsin(p0), (a,b) € R2\ {(0,0)}.

II1.3. IIIL.3.1. Supposons que p =w =0.

f solution de (i) & Vr >0, rf"(r) +f'(r) =0 & Vr>0, (rf ) (1) =0& IR/ Vr>0, rf'(r) = A

>

S INER/ Vr >0, f’(r):?
&I\ ) eR?/Vr >0, f(r) =Aln(r) + .

Sip=w=0, f est de la forme v — Aln(r) + u, (A, n) € R?\ {(0,0)}.
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I11.3.2. Supposons que p € N* et w = 0. (i) s’écrit : ¥r > 0, r?f”(r) + rf'(r) — p?f(r) = 0. Cherchons des fonctions
solutions sous la forme f(r) = r* ol « est un réel. Pour r > 0, on a

27 (1) + vf (1) — p2f(r) = .o — 1% 2 +rar® T —p2r® = (a2 — p?)re,

et f est solution si et seulement si ® = p ou &« = —p. Ainsi, les deux fonctions u : r— 1P et v : r+— 7P sont deux
solutions non nulles de I’équation (i).

Montrons que ces deux fonctions sont linéairement indépendantes. Soit (A, ) € R? tel que Vr > 0, Ar? + pur—? =0 ou
encore Vr > 0, Ar?P 4+ = 0. Mais alors, le polynome AX?? + p a une infinité de racines et donc A = u = 0. La famille de
fonctions (u,v) constitue donc une famille libre de solutions de ’équation (i).

On sait que l'ensemble des solutions sur ]0, +oo[ de ’équation (i) constituent un R-espace de dimension 2. La famille

(u,v) est donc une base de cet espace et les solutions de I’équation (i) sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme v — 7\rp+%.
T

i

Siw=0etpeN* festdelaformer— ArP + s (A, 1) € R2\ {(0,0)}.

IIT.4. Soit f une solution de I’équation (i) sur ]0,4oo[. Pour r > 0,

o () -5 () o ()

() () () () (D)

:O,

267 (1) 4 (1) + (2 = p?)fr (1)

car f est solution de ’équation (i) sur ]0,+ool.

f1 est solution de I’équation (By,) sur ]0, +-o0l.
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