SESSION 2006
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 1

PARTIE I

Deux exemples

1.1/ Cas d’une suite constante
I.1.1/ Soit n € N. D’aprés la formule du bindme de NEWTON, on a

Yy (L‘) - ZO (z) ) TR X 1R = (14 1) = 2™,

k=—

k=—0

I.1.2/ Soit n € N*.

L1 n [ n T
an—z—nk_zo((k>oc>—z—nk_Zo(<k>)oc—2—n><2 X 0= «&.

Sivn e N, an =« alors Vn € N, aj, = «.

1.1.3/ a, (resp. a¥) ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo et donc la série de terme général a,, (resp. af) est
grossiérement divergente.
1.2/ Cas d’une suite géométrique

1.2.1/ Soit n € N*. D’aprés la formule du binéme de NEWTON, on a

*_] = n k_] n
an—2nz<k)z —Zn(1+z) .

2

, 1+z\"
Sivn e N, an, =z alorsVn € N, a} = .

1.2.2/
1.2.2.1/ Soit z un nombre complexe tel que |z| < 1. On sait que la série géométrique de terme général z™ converge et

+o00 1
n __
que E z _‘Ile
n=0

1.2.2.2/ Soit z un nombre complexe tel que |z| < 1.

1+z
2
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. o " T+z\"
On sait que la série géométrique de terme général > converge et que

f T+2\" 1 2
7)) T Txz 0=z
2

n=0

1.2.3/
1.2.3.1/ Si |z| > 1, an ne tend pas vers 0 quand n tend vers +o0o et donc la série de terme général a,, est grossiérement
divergente.

1.2.3.2/ On suppose z = —2. Pour n entier naturel donné, on a
. 1T—-2\" "
ay=(——1] =(—-3] .
" 2 2
1 . - .
Comme —31=3 < 1, on sait que la série de terme général aj, est absolument convergente.

1.2.3.3/ Soit 8 un réel tel que 0 < [0] < 7.

14 el® e10/2(e—10/2 | 4i0/2) 9
> = 5 = cos 5 X e

109/2

0 0
Maintenant, 0 est élément de | — 7, 0[U]0, 7t[ et donc 5 est élément de | — g, 0[uUl0, ;[. Mais alors 0 < cos 5 < 1 puis

. 0
i0/2| _ e
cos > <1

0 X
COS2 e

1 eie

n
Ainsi la série géométrique de terme général ( ) est absolument convergente et de plus

& (T+e\" 1 2 2
Z 2 - Tre® 1—el® ¢i0/2(¢ 10/2 _¢i0/2)
n=0 | [ —
2
) _ . .. 0
B 2e—10/2 B je—10/2 B 1(005(5) —1sm(z))
.. 00 e .
—leln(z) sm(z) sm(z)
0
= ] 1 te — .
+1ico dn(z)
too . ie—10/2
ay = ,
0
n=0 sin(=)
+oo +oo 0
Re <Z ai) =Tet Im <Z ai) = cotan(z).
n=0 n=0

PARTIE II

Etude du procédé de sommation

1I.1/ Comparaison des convergences de deux suites
I1.1.1/
IT1.1.1.1/ Soit k un entier naturel fixé. Pour n entier naturel supérieur ou égal a k, on a

k facteurs

ny n! S nxn—-T)x...x(n—k+1)
<k) kln—k)! k! ’
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et donc quand n tend vers +o0,
n\ nk
k k!
1 /M 1 nk
2n \k k! 2n’
et les théorémes de croissances comparées permettent d’affirmer que

VkeN, lim ](“)_o.

I1.1.1.2/ Mais alors, quand n tend vers +oo,

n—+oo 2 \ k

n— +oo

1
I1.1.2/ Pour k fixé tel que 0 < k < ¢, on a d’aprés la question précédente lim 7n <E) ax = 0. De plus, le nombre

de termes de la somme Sq(n, a), & savoir q + 1, est constant quand n varie. Par suite,

lim Sq(n,a)=0.

n— +o0

I1.1.3/ Soit ¢ > 0. Puisque ay, tend vers 0 quand n tend vers +oo, il existe un entier naturel q tel que pour n > q,

on ait |an| <

Z.

Soit n > q.
. I & /n
‘an: Z_nZO k Ak

q n n
()= X (a3 3 ()i =Satma)+ 5, > ()

k=0 k=0 k=qg+1 k=a+
1 = n\ e 1 o n €
<Sq(n,a)+2—n Z (k)zzsq(n,a)sz—n Z (k) z
k=q+1 k=q+1
<S.ma)+- in € s (ma)+ o x2"E (dapres 1 tion 1.1.1/)
n,a)+ — - = n,a)+ — — (d’aprés la question I.1.
T\ S\ J 2 T e T T g e R
€
=S =.
q (Tl, Cl) + 2
En résumé, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & g, on a |a}| < Sq(n,a) + % Maintenant, d’aprés la question
précédente, lim Sq(n,a) = 0. Par suite, il existe un entier q’ tel que pour n > q’, on ait Sq(n, a) < £

n—+oo
. £ €
Soit np = Max{q,q’}. Pour n > ng,onalaj| <=+ = =

On a montré que : Ve >0, Ing € N/ (Vn € N), (n > no = |a}| < e. Finalement

Si lim an,=0alors lim aj =0.
n—+oo n—+oo

I1.1.4/ Soit n € N.

., 1 & /n T & T &« (n
anzz—n];(k)(ak—l+ _2—2( )ak—l 2nZ( )l_l+— O(k)(ak—l).
Maintenant puisque la suite (a,, — 1) tend vers 0 quand n tend vers +oo, la question précédente permet d’affirmer que

ngrfoo I Z < ) ax — 1) =0 et donc nBTOO ay, =1L
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Si lim an=1lalors lim aj =1L
n— +oo n— +o00

I1.1.5/ Pour n € N, posons a,, = (—1)". La suite (an) est divergente car les deux suites extraites (azn) et (azn+1)
convergent et ont des limites distinctes. Mais, pour n > 1,

.1« (n ] 0
o= g 2 ()= et e

La suite (a},) est donc nulle & partir du rang 1 et en particulier convergente, de limite 0. Il est ainsi possible que la suite
(ay ) diverge tandis que la suite (aj,) converge et donc la convergence de la suite (a, ) n’est pas équivalente a la convergence
de la suite (ak).

n

I1.2/ Comparaison des convergences des séries E an et E ay
n>0 n>0

I1.2.1/ Up = To = ajy = ap = So. Uy = 2Ty =2(a} + a}) = 2ao + (ao + ar) = 2So + S1.

1 1

Uy =4Ty =4(aj+aj+a3) =4(ao+5(aot+ar)+7
35S0 +3S1 + S;.

1 1 1
Uz = 8T3 = 8(aj+aj+as+a3) = 8(ao+§(ao+a1)+1(ao+2a1+a2)+§(ao+3a1+3a2+a3) =15a0+11a;+5a;+az =
(ap+ai+ax+a3z)+4(ap+ar+az)+6(ap+aj)+4ap =4Sy +6S7 +4S, + S3.

Uy =S, Uy =250 4+ S1, Uy =350 + 351 + Sz et Uz =4Sy + 657 +4S, + S3. I

(ap+2a1+a3z)) =7a0+4a1+a2 = (ap+aj+az)+3(ap+ar)+3ap =

11.2.2/

. n+1
I1.2.2.1/ Il semblerait que Ak n = (k—l— ]).

mn
1
I1.2.2.2/ Montrons par récurrence que Yn € N, U, = Z (2 " )Sk'
k=0

1 1
e Pour n =0, Z <E1— ]) <]>So = So = Up et la formule proposée est vraie quand n = 0.

n
1
eSoit n > 0. Supposons que U, = Z (ni )Sk. Alors
k=0

n+1 n+1
Upyp =21, =20 Z ap =2""N(Tu+al ) =2x 2" + 2" el =2 x Uy + Z ( )

n n+1 n+1 . )
ZZZ <k+1>sk ( ) k — Sk—1) (par hypothése de récurrence)

k=0

Lom+d n+ & m n+1 past Lo
23 (s () S ()2 (s S () £ (s

k=0 k=0 k=—1
_ZZ<k+1> ( ) Z(k+]) (car S_1 =0)

~
I

I
IV]:

RES i< )s-

Fr s (M st (313) -0
(") (i)

L)
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On a montré par récurrence que

o+l o+l k
k=0 k=0
=251,
Supposons alors que la série de terme général a, soit convergente et notons S sa somme. Par définition, lirf Shn=Set
n—+oo
donc lim S/ =S. La question II.1.4/ permet alors d’affirmer que la suite (S/*) converge et que lim S/ = 2S. Mais
n— 400 n— +oo
n n
alors la suite Z ay | converge et lim Z ay = 2S. Finalement la série de terme général aj, converge et a pour somme
o n— 400 o

2S.

I1.2.4/ La question 1.2.3.2/ montre qu’il est possible que la série de terme général a,, diverge et que la série de terme
général a} converge. La convergence de la série de terme général a, n’est donc pas équivalente a la convergence de la
série de terme général aj;.

PARTIE III

Une étude de fonctions

II1.1/ Etude de f

I11.1.1/ Puisque pour tout entier naturel n, on a

1 1 . ) x"
‘ < — et que la série entiére Z — a un rayon de
n! n!

(n+1)!
convergence infini, la série entiére Z (TLXTn])' a un rayon de convergence infini. On sait alors que f est définie et de classe
C* sur R et en particulier
f est définie et continue sur R. '
II1.1.2/ Soit x un réel. xf(x) = v ﬁ = f X =e*—1
h ' _n:O(n+])'_n:] nl ’

Vx € R, xf(x) =e*—1.

I11.1.3/ Si x =0, e °f(0) =1 x — = 1. Sinon, pour x réel non nul donné

e"‘f(x):e_xe . = 1—e )
X x

1—e %

e .
Vx € R, e *f(x) = - six#0

1six=0
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II1.2/ Etude de g
n termes

ITI.2.1/ Pour n entier naturel non nul, ona 0 < o, <14+ 14...41=n et donc

Q

213

0< =<

n! m—1!"

+oo n

XTL
La série entiére ———— a un rayon de convergence infini (Vx € R — =
T;(nq)! Y & ( ’T;(nq)!

entiére de somme_g. g est donc définie et de classe C* sur R et en particulier

g est définie et de classe C! sur R. I

xe*), il en est de méme de la série

I11.2.2/ Pour tout réel x,

+o00 +o00 +o00
/ _ On n—1 _ On n—1 __ On+1_n
0= St =) et =T
n=1 =1 =0
+ + +o00
1 x™ onx™ x™
= = = f
2oty 2 +Té)(n+1)! 90 +7lx)

IT1.2.3/ On note tout d’abord que g(0) = % = 0. Mais alors

VteR, g'(t)—g(t) =f(t) = VteR, e 'g/(t) —e tg(t) = e Hf(t) > VLt €R, (e 'g)/(t) = e *f(t)

=VvxeR, e *g(x)=e%g(0) +J

e Yf(t) dt
0
e Yf(t) dt.

= Vx € R, g(x):eXJ'
0

X

vx €R, g(x) = eXJ e Hf(t) dt.
0

II1.3/ La fonction F
IT1.3.1/ D’apreés la question 1.1.3/, pour x réel non nul, on a

e—xf(x) — T—e™ — l(] _ f(_”ng) — l f(_])n—] ﬁ — f(_])n—] E — f(_”n x"
o x X — n! _xn:] n! _n:] n! _n:O (m+1)"
Puisque f(0) =1, cette égalité reste valable quand x = 0 et donc
+o00 XM
VX €R, e ¥f(x) = ) (1) CemI

n=0

Maintenant, puisque la fonction x +— e *f(x) est développable en série entiére sur R, on sait que la fonction F est
développable en série entiére sur R et que son développement développement s’obtient par intégration terme a terme.

Ainsi, pour tout réel x on a

400 N 1 Xn+1 T n Xn+] & n—1 x"
F(X)=F(0)+£(—1) T = =1 m:g‘” nnl’

+oo n
n—1 X

> (=1 —

n=1

© Jean-Louis Rouget, 2006. Tous droits réservés.

http ://www.maths-france.fr



I11.3.2/ D’aprés la question II1.2.3/, pour tout réel x on a g(x) = e*F(x) et donc d’apres la question précédente pour

tout réel x on a
“+o00 “+o00 “+o00 1
On n __ ] n (7])‘“ n
Z:mx—<Z;ﬁ P s

n=0 n=0 n=1
+o00 n (_”k—] .I N
= Z (Z DR k)!) x" (produit de CAUCHY de deux séries entiéres)
n=1 \k=1
+o00
=) vax™ (car (=1 = (=),
n=1

Par unicité des coefficients d’une série entiére, on a alors

. _on
VneN,yn_n!.

. (_])k—H
II1.4/ La série Z
k>1
I11.4.1/
I11.4.1.1/ Quand k tend vers +oo,

On en déduit que

la série de terme général wy est convergente. I

IT1.4.1.2/ Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

n—1 n—1 n—1 1
> we=) (nfk+1)=In(k) =} —
k=1 k=1 k=1

=In(n)—1In(1) — Z ]E (somme télescopique)
k=2

=Inn)—on+1,

et donc
n—1
on—Inn)=1-— Zwk.
k=1

Puisque la série de terme général wy converge, on en déduit que

la suite (o, — In(n)) converge.

On note dorénavant vy la limite de o — In(n).

IT1.4.2/ Soit n un entier naturel non nul.

S 9= B W U I OO O U O A P S
T 23 e =1 e U2 3 T =T T 2747 T
T U S L L
U 23T T =T T 172 ) e
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Finalement

vn € N* 14 = 021y — O I

IT1.4.3/ D’aprés la question 111.4.1.2/, quand n tend vers +o00 on a o = In(n) +v + o(1) et donc
Ton = (In(2n) +v + 0o(1)) — (In(n) +vy +o(1)) =In(2) + o(1).

Ainsi, quand n tend vers vers +o00, T2, tend vers In(2). Ensuite

Tont1 =T2n+ =1n(2) + o(1).

1
2n+1

Finalement les deux suites (T2n) et (Tan41) convergent et ont méme limite. On sait alors que la suite (T,,) converge et que

+o00

I11.5/ Etude de la fonction ¢
IT1.5.1/ Pour tout entier naturel non nul, on a 1 < oy, et donc R < 1 et aussi 0, < n et donc R > 1. Finalement

R=1.
IT1.5.2/ Puisque R=1,ona]—1,1[C A C [-1,1]. Mais si [x| = 1, |[onx™| = 0, > 1 et en particulier o, x™ ne tend pas

vers 0 quand n tend vers +oo. Ainsi, la série de terme général 0,,.1™ est grossiérement divergente de méme que la série
de terme général o,,.(—1)™. Finalement

=-1,1L

Soient x et y deux réels tels que 0 < x <y. Puisque la suite o est positive, pour tout entier naturel n on a o, x™ < opy™

+oo
et donc Z onx™ < Z ony"™ ou encore @(x) < @(y). On a montré que
n=0 n=0

@ est croissante sur [0, 1[.

1 +00 on +00 on (_J)“+1
I11.5.3/ ¢ (z> = o = ZO o Posons alors ap =0 et pourn > 1, ay = —

n=1

D’aprés la question I11.3.2/, pour tout entier naturel non nul n, on a

( ”k-H

w1 1 & - 1 &
R TR TN k :z_;() "

ce qui reste vrai pour n = 0. En résumé

n=0
+o00
Maintenant, d’aprés la question I11.4.3/, la série de terme général a,, converge et Z an = In(2). La question I1.2.3/
n=0

permet alors d’affirmer que

+o0 +o0
Y ap=2) an=2In(2)
n=0 n=0
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I11.5.4/ Soit x €] — 1,1[.

+o00 n +o0 +oo
‘I mn
Q(x) = E < E E) x" = < E xn> ( E %) (produit de CAUCHY de deux séries entiéres)

n=1

1
En particulier, pour x = 7 on obtient

et on retrouve bien @ <%> =2In(2).
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