SESSION 2007
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

I. Description des normes euclidiennes

1. Identité du parallélogramme

a. Soit N une norme euclidienne sur E et ¢ le produit scalaire associé. Pour (x,y) € E?,

(N(x+1u))* + (N(x—y))? (x+y,x+y)+ex—-y,x—y)

®
o(x,x) +20(x,y) + @(y,y) + @(x,x) = 20(x,y) + @(y,y) = 2[@(x,x) + ©(y,y)]
2[(NG)? + (Nw)?]-

Si N est une norme euclidienne, N vérifie I'identité du parallélogramme. I

Notons (e, ...,en) la base canonique de R™ puis prenons x = e et y = ez (ce qui est possible puisque n > 2). On a
Ix+yll2 + Ix—yll2 =ller +eal|Z +ller —ez||2, =12 +12 =2et 2 [H61 12, + Hez||§o] =2(124+1%) =4 et en particulier
Ix +yllz + Ix =yl # 2 [llerll3 + lle2ll% ] Ainsi,

Ax,u) € B2/ Ix+ull% + I —ulld # 2 [Ixl% + vli% ],

et donc || || ne vérifie pas I'identité du parallélogramme. On en déduit que

|| llo n’est pas une norme euclidienne. I

b. || ||z est la norme associée au produit scalaire canonique < .,. > et est donc une norme euclidienne. Réciproquement,
soit p un réel strictement supérieur a 1.

I lp est une norme euclidienne = ||e; + ez||]23 +|ler — esz, =2(]|e; H%, + H€2||]23)

2
:>2x(1P+1p)2/v:2x(1+1):>22/v=z:>5=1:>p=2.

Vp €]1,4+00l, || |lp est une norme euclidienne si et seulement si p = 2.

2. Soit S € ST (R).

e Pour (x,y) € E?, la matrice 'YSX est de format (1,1) et donc < y,x >s= 'YSX = {(tYSX) = EXISY = tXSY =< x,y >s.
Donc < .,. >s est une forme symétrique.

e < . . >g est linéaire par rapport & sa deuxiéme variable et donc bilinéaire par symétrie.

e Pour x € E\ {0}, < x,x >s='XSX > 0 et donc < .,. >g est définie positive.

En résumé, < .,. >g est une forme bilinéaire, symétrique, définie et positive sur E et donc

< .,.>s est un produit scalaire sur E. I

3. Soit (x,y) € E2.

EXSY = Y(xi)1<i<n X ((P(ei»ej))1<ij<n X (yj)1<j<n

Z le)(P eue) leelazyjej yY).

1<i,j<n
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V(x,y) € B2, @(x,y) = *XSY.

Puisque la forme @ est symétrique, pour (i,j) € [1,n]?, si; = @(ei,e;) = @(ej,ei) = s;.1 et donc S € Sy (R). De plus,
pour X € My 1(R) \ {0}, *XSX = @(x,x) > 0 et finalement

SeSH(R).

II. Quelques généralités et exemples

4. o Soit uw € ISOM(N). Pour x € E, u(x) =0 = N(u(x)) =0 = N(x) =0 = x = 0. Par suite, Ker(u) = {0} et puisque
dim(E) < 400, u est un automorphisme de E. On a ainsi vérifié que ISOM(N) C GL(E).

e Pour tout x de E, on a N(Idg(x)) = N(x) ce qui montre que Idg € ISOM(N) et en particulier que ISOM(N) # &.

e Soit (u,v) € (ISOM(N))2. Pour x € E, N(uov—1(x)) = Nu(v='(x))) = N(v '(x)) = N(v(v_'(x))) = N(x) et donc
uwov~ ! € ISOM(N).

On a montré que

ISOM(N) est un sous-groupe de (GL(E), o).

5. Soit uw € L(E).
e Supposons que w(X(N)) = L(N). Soit x € E.

Six=0,o0onaN(u(x)) =0=N(x) et si x # 0, puisque

—N)((x) € X(N) on a aussi u (N(x)> € Z(N). Ceci fournit

N(u(x)) = N(x) x N (ﬁu(x)) =N(x) x N (u(N)((X))) = N(x) x T =N(x).

Ainsi, pour tout x de E, N(u(x)) = N(x) et donc u € ISOM(N).

e Réciproquement, supposons que u € ISOM(N). Soit x € X(N). N(u(x)) = N(x) = 1. Ainsi, pour tout x de L(N),
u(x) € Z(N) et donc u(Z(N)) C Z(N). Mais d’aprés la question précédente, on a aussi u~' € ISOM(N) et donc aussi
u ' (Z(N)) € Z(N). On en déduit que u(u="(Z(N))) € u(Z(N)) ou encore L(N) C u(Z(N)) et finalement u(XZ(N)) =
Z(N).

vu € L(E), ue ISOM(N) & u(Z(N)) = Z(N).

6. Pour (a,b) € R?,
HS(GQ] +b€2)||1 = H —be; — anH] =|—bl+|—al=|al+|b] = Hae1 +b€2||1.

Par suite, s € ISOM(|| ||1)-

14+3
2

s € ISOM(|[ [[1) et v & ISOM(] |1). I

1 3
D’autre part r(e;) = e + £€2 et donc |[r(e1)]|1 =

! : #1=|ler]r. Done v ¢ ISOM(|| 1)

3 0 -1
7.a.S= 0 2 0
-1 0 3
b. S est symétrique réelle et donc, d’aprés le théoréme spectral, orthogonalement semblable & une matrice diagonale réelle.
3—-X 0 —1
e Xs = 0 2—X 0 =B3-X2-XB3-X)-2-X)=2-X)((X=3)2—1) = —(X—=2)?(X—4). Donc S

—1 0 3—X
est orthogonalement semblable & D = diag(2,2,4).

o Ker(S — 2I3) est le plan d’équation x = z. Une base orthonormée (pour le produit scalaire usuel) de ce plan est

1
(—=(e1 +e3),ez). Ker(S —4I3) est 'othogonal du plan précédent et donc la droite vectorielle engendrée

V2

1 1
par —=(ey1 +e3) ANex = —=(—ey +e3).

V2 V2
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S = PD'P avec D = diag(2,2,4) et P =

c. D’aprés la question 3., il suffit de vérifier que S € Sp++(R).
!

X X
Soit X=| y | € M31(R) Posons X’ =*PX=[ y’ |.On a alors
z z/

IXSX = 'XPD'P = *(*PX)D(*PX) = 'X'DX’ = 2x"? + 2y'? +4z"* > 0.
De plus
XSX=0=2x?+2y? +42?2 =0=x'=y' =2/ =0=X'=0= X =PX' =0.

Ainsi, si X # 0, *XSX > 0. Ceci montre que S € S, (R) et donc que

Ng est une norme euclidienne. I

d. Soit (x,y,z) € E. Avec les notations de la question précédente

(x,u,2) € Z(Ng) & q(x,y,2) =1 & 2x'2 +2y"2 + 42/ =1.

On reconnait 1’équation réduite d’un ellipsoide.

Z(Ng) est un ellipsoide.

e. De plus, puisque les coefficients de x'? et y’? sont égaux, cet ellipsoide est un ellipsoide de révolution d’axe dirigé par

e; = —=(—e1 +e3).

V2

Z(Ngq) est un ellipsoide de révolution d’axe dirigé par —ej + e3.

f. Toute rotation d’axe —e; + e3 laisse globalement invariante Z(Ng). Mais alors, d’aprés la question 5., toute rotation
d’axe —ej + e3 est dans ISOM(Ng) ce qui montre que

card(Isom(Ng)) = +o0.

ITI. Etude de ISOM(N) lorsque N est une norme euclidienne

8. Caractérisation matricielle des isométries euclidiennes

a. e Si V(x,y) € E2, < u(x),u(y) >s=< x,y >s alors en particulier ¥x € E, Ns(u(x)) = /<u(x),u(x) >s =
V/<x,x >s = Ns(x) et u est une Ng-isométrie.

e Réciproquement, supposons que 1t soit une Ng-isométrie. D’aprés les identités de polarisation, pour (x,y) € EZ on a

((Ng(u(x +y))? = (Ng(ulx —y))?) =

1 1
Z((Nq(x+y)2 — (Ng(x—y)?) = F(SXHY XY >s = <x -y x =Y >5) =< XY >s.

<u(x),ufy) >s= 2(<ulx+y)ulx +y) >s — <ulx—y),ulx —y) >s) =

ENgIE
ENgIE

Vu e L£(E), u € ISOM(Ns) & V(x,y) € B2, <u(x),u(y) >s=< x,y >s.

b. Soit u € L(E).

u € ISOM(Ng) & V(x,y) € E2, < u(x),uly) >s=< x,y >s
S V(X Y) € (M31(R), YAX)S(AY) = 'XSY & V(X,Y) € (M31(R), '"X(*ASA)Y = 'XSY & 'ASA = S.

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



La derniére équivalence s’obtient par exemple en appliquant I’égalité *X(*ASA)Y = *XAY a X =e; et Y = ¢;.

Vu € £(E), u € ISOM(Ng) & tASA =S.

9. La matrice S associée a la norme euclidienne || ||z est la matrice I,,. L’égalité *ASA = S s’écrit plus particuliérement
tAA = I, et signifie que A est une matrice orthogonale. Donc

ISOM([| []2) = On(R).

On sait que On(R) est infini (On(R) contient par exemple les matrices de la forme ( Ro 02,n-2 ), 0 € R ou

On—22 Ino
cos® —sinb
Ro = ( sin®  cos® >) et done

card(Isom(]| ||2)) = +oo.

10. Une application des polynémes interpolateurs
a. Soit P € R, [X]. Si P € Ker(u), P est de degré au plus r et s’annule en les r + 1 réels deux a deux distincts xg,. .., X, et
on sait que P = 0.

Ker(u) ={0}.

Ainsi u est une application linéaire injective de R,[X] dans R™'. Comme de plus dim(R,[X]) = dim(R™") =r+1 < +o0,
on sait que u est un isomorphisme de R,[X] sur R"™*'. On en déduit que pour tout (yo,...,yr) € R"™! il existe un unique
polynéme L de degré au plus r tel que Vi € [0, 7], L(xi) = yi-

b. On applique le résultat précédent aux réels xg,..., Xy telsque r <n—1,xg < x1 <...<Xret{xo,...,xr} ={us,..., un}
et Vi € [0,71], yi = /X1 : il existe un unique polynéme L de degré inférieur ou égal a r tel que Vi € [0,r], L(xi) = /X3
Ce polynome L vérifie Vi € [1,n], L(u) = /Ui (ce polynéme est uniquement défini si les u; sont deux a deux distincts)
et donc L(U) = V.

11. Racine carrée dans S;*(R)

a. ¢ Redémontrons tout d’abord le résultat trés classique : VS € S, (R), S € S} (R) & Sp(S) CJ0, +ool.

Soit S € S{T(R). Puisque S est symétrique réelle, on sait que toutes les valeurs propres de S sont réelles. Soient A € R
une valeur propre de S et X # 0 un vecteur propre associé. Alors tXSX = tX(SX) = AtXX = )\||XH% Puisque S est définie

- P L XSX
positive et que || X||5 > 0, on en déduit que A = X2 > 0.
2
Réciproquement, soit S une matrice symétrique réelle dont les valeurs propres A1,. .. Ay sont des réels strictement positifs.

Il existe P € On(R) telle que S = PD'P ou D = diag(A1,...,An). Avec des notations usuelles
n
EXSX = 'XPD'PX = {(*PX)D(*PX) = 'X'DX’ = Z Ax/? > 0.
i=1
De plus,

n
XSX=0& ) AaxP=0svie[ln], \sx?=0&Vie[ln], x{=06X =0&'PX=0&X=0,
i=1
ce qui montre que S € S{T(R).
e Soit S € ST (R). D’aprés le théoréme spectral et d’aprés ce qui précéde, il existe des réels strictement positifs A, ..., Ay
et une matrice P € Oy (R) tels que S = PD'P ou D = diag(Ai)1<i<n-
Posons A = Pdiag(v/Ai)1<i<n 'P. Puisque A est orthogonalement semblable & une matrice diagonale & coefficients diago-
naux réels et strictement positifs, A € ST (R). De plus

A? = Pdiag(v/Ai)1<i<n P x Pdiag(v/A)1<i<n P = P(diag(vAl)1<i<n)*'P = Pdiag(Ai)1<i<n*P = PD'P = §.

VS € ST (R), 3A € ST (R)/ A2 =S.

b. Avec les notations précédentes, il existe d’aprés la question 10.b. un polynoéme L tel que

L(diag(Ai)1<i<n) = diag(v/Ai)1<i<n.
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On a alors
L(B?) = L(S) = L(PD'P) = PL(D)'P = Pdiag(v/Ai)1<i<n'P = A.

Le polynéome Q = L(X?) est donc un polynéme tel que Q(B) = A. Puisque A est un polynéme en B, on sait que

A et B commutent. '

c. Soit (S1,52) € (S (R))?. On sait que S7 + S, est symétrique et d’autre part pour X € My 1(R) \ {0},

EX(S1 4 S2)X =1XS1X 4+ XS, X > 0.

Donc

¥(S1,S2) € (SET(R))?, S1+S2 € SEH(R).

En particulier, O n’est pas valeur propre de S; + S, et donc

¥(S1,S2) € (SEH(R))2, S + S, est inversible.

d. Puisque A et B commutent, (A+B)(A—B) = A2—B2 =S—S =0 et puisque A + B est inversible, A +B est simplifiable
et donc A — B =0 ou encore A = B.

VS € StF(R), IA € SEH(R)/ A2 =S.

12. a. Soit M € O, (R). Pour X € My 1(R)
HVS)TTMVS)S((VSIMYS) = VS'M(VS) 1 (VSVS)(VS) T TMVS = VSTMMVS = VSIS = VSVS = 8.

Mais alors, d’aprés la question 8.b., (v/S)""M+V/S € ISOM(Ns).

VM € On(R), (v/S)""MV/S € ISOM(Ns).

b. D’aprés la question précédente, 1 est bien une application. Soit ¢ : ISOM(Ns) — O.(R) .

M —  VSM(V/S) !
Vérifions que @ est bien une application ce qui revient a montrer que YM € ISOM(Ns), vSM(vS)~! € On(R).
Soit M € ISOM(Ns).

HVSM(VS) (VSM(VS) ) = (VS) TTMVSVSM(VS) T = (VS) T (P MSM)(VS)
= (vVS)7'S(v/S)™! (puisque M € ISOM(Ns) et d’apreés 8.b.)
= (VS)T'VSVS(VS) T =1y,

ce qui montre que vSM(V/S)~! € 0, (R). Ainsi { est une application.
Maintenant il est clair que P o @ = Idigom(ng) et que @ o = Idp, (r). On sait alors que P est une bijection et que

V! =g

L’application ¢ : On(R) — ISOM(Ns) est une bijection.
M = (VS)TTMVS

On en déduit que les ensembles ISOM(Ns) et O, (R) sont équipotents et donc que

card(ISOM(Ng)) = +o0.
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IV. Etude du cardinal de Isom(p)

13. Endomorphismes de permutation signée
n

n
a. Soit x = (X1,...,%Xn) € E. Uge(X) = ineieam = ZXG*‘(j)sc*‘ (j)€j et donc
i=1 j=1

n 1/p n 1/p n 1/p
[ue,e () lp = (Z Xc‘(i)ec‘(i)p> = (Z |Xa‘(i)p> = (Z |Xip> = [[x[lp-
i=1 i=1 i=1
Ug,e est une p-isométrie. I

b. ugc(e1) =e3, Uge(€2) =es, Ugc(€3) = —er et U (es4) = €. Par suite

Ma‘t(e1 »92,23,64)(uc,a) =

14. Inégalité de Holder
a. L’inégalité a démontrer est claire quand a =0 ou b = 0. Soient a et b deux réels strictement positifs.

1 1
On note tout d’abord que ]; > 0 puis que a =1- ]; >1—-1=0.

1
La fonction x — In(x) est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ et pour x < 0, In"(x) = 2 < 0. Donc la fonction x — In(x)
1 1 1
est concave sur |0, +oo[. Puisque b >0, a >0 et = + 3 =1, on en déduit que
1 1 1 1
In(=aP? + —b9) > —In(aP) + —In(b9) = In(ab),
1Y q P q
. 1 1
et donc encore une fois que ab < Eap + abq.
) 1 1
V(a,b) € [0, +00[*, ab < —aP + —b".
p q
b. Soit (x,y) € E? tel que ||x|l, = [[yllq = 1. Pour i € [1,n], la question précédente permet d’écrire x| x |yi| <

1 1
Elxi\p + a\yi\q. En sommant ces inégalités, on obtient

| <xy>|=

n n
Z XiYi| < Z Ixillyil
i=1 i=1

=~/ 1 1 & 1 & 1 1
< —Ix-p+—y-q)=—§ pal® = D el = B+ =yl
1(]9 i rld P i g & i pH B4 q|| Il

i=
1 1
=—4+—-=1.
P q
Soient alors x et y deux éléments quelconques de E. L’inégalité & démontrer est claire quand x =0 ouy = 0.
Sinon, le vecteur ﬁ est unitaire pour || ||, et le vecteur ﬁ est unitaire pour | ||q et d’aprés ce qui précéde,
Xllp Yllq
Y Sl <%,y > < [lx[lpllyll
——, —— >| < 1 ou encore , < )
Xl " [1lla P

V(x,y) € B2, | <x,y > | < [[x[lp|lullq (inégalité de HOLDER).

c. Quand p = 2, 'inégalité écrite est I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.
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n
15. Soit j € [1,n]. Puisque u est une p-isométrie, on a Z lai ;|7 = [[ule;)[5 = lle;lly = 1. Mais alors

i=1

ji=1

> oyl = i (iai,m) -

i=1

mn
1 =n.
1<ij<n j=1 =

16. Une formule clé de dualité

a. Soit x € E. L est la sphére unité de la norme || |4 et puisque E est de dimension finie, on sait que L4 est un compact
de E. D’autre part, 'application y —< x,y > est une forme linéaire sur ’espace vectoriel E qui est de dimension finie et
donc Papplication y +—< x,y > est continue sur E. Il en est de méme de I’application y — | < x,y > | qui est en particulier
continue sur le compact L4 & valeurs dans R. On en déduit ’existence de Néax\ <x,y>|

yelg
b. e Soit yo € X4 tel que M%xl <x,y>|=|<x,yo >|. Linégalité de HOLDER permet d’écrire
Ye€lgq
Max| <x,y >[=[<xyo > < [x[pllyolla =[x/l
YELq

< . I
yl\/ézg\ <x,y > | < |x]lp

e y désigne maintenant le vecteur défini dans I’énoncé.

n n n
[ <xy>1=) xealP XL P = (Z XiHXi]p1> Ixlly ™ = (Z |Xi]p> Il ™ = xR lxlly ™ = lIxllp-
i=1 i=1

i=1

n 1/q n 1/q
_ —1
On note alors que ||y||q = <Z xi“[p”||x||g“p)> =xllp " (Z |xi|q(p”> .Orq(p—1) = p_] = p et donc
1— -
P

i=1 i=1

n 1-1/p
lla = lIxllp™" (Z Ixip> = [Ix|5 P (xR P =1,
i=1

ce qui montre que y € L.

En résumé Yy € L, Mz;x\ <xy>|<|x|lp et Fyo € Zq/ | < x,Y0 >=||X|p. Ceci montre que
Ye€iqg

Vx € E, Max| <x,y>|=|x|p. I
yel

Il est clair que I'exposant conjugué de q est p et on a donc aussi

Yy € E, Max| < x,y > | = ||yllq- I
XEXy

17. Soit u une p-isométrie. Soient y € L4 puis xo € X tel que | < xp, u*(y) >| = M%Xl < x,u*(y) >|. Alors
XELp

[w(y)llqg = Max| < x,u™(y) > | =< xo,u"(y) > |
XEXp

= | < u(xo),y > ‘ S i\g%x‘ < u(Xo),Z> ‘ = ||u(XO)HP = ||X0||]9 = 1a
q
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Done, siy € Zq, [[u*(y)|lq < 1. Si maintenant y est un vecteur non nul quelconque,

(wie)

u _

[ullq

ce qui reste vrai pour y = 0.

On a montré que Yy € E, |[u*(u)]lq < ||ullq- Maintenant d’aprés la question 4., u™' est aussi une p-isométrie et donc
Wy e E, (W) W)lq = (W) W)lq < [ullg. Par suite, pour y € E, [[yllq = | ()" (w (u))llq < [u*(y)]]q. Finalement,
Yy € E, W (llq = lulla-

<yl
q

wWlla = llulla x

1

Si u est une p-isométrie, alors u* est une g-isométrie.

Puisque la base B est orthonormée, on a [u*],; = *A et donc puisque u* et une g-isométrie, d’aprés la question 15. on a

1
18.a.¢eOnaq=——- = L et doncp—q=

o Lopd

plp—2)
p—1

. Parsuitesil <p<2,onaq>petsip>2 onap>q.

P
e Suposons p €]1,2[ de sorte que q > p. Pour a € [0,1], on a aP > a9 et pour a €]0,1[, on a a? > a¥. Donc s’il existe
ie1,r] tel que 0 < oy < 1,

T T

z P_ P p q a_ q
ock—oci—l—g ock>oci+g ock—E Xy,

k=1 k=1

kA1 kA1

T T T T
et en particulier Z ol # Z o Par contraposition, Z o = Z ol = Vk € [1,7], o €{0, 1}
k=1 k=1 k=1 k=1
e Sip €]2,400] alors q < p et on aboutit au méme résultat.

vre N, V(... &) € 0,17, (Z of =) ol = vke[l,7], e{o,n).
k=1

k=1

n
b. D’aprés la question 15., pour j € [1,n], Z lai /P =1 ce qui montre que chaque |a; ;| est dans [0, 1]. De plus, d’aprés
i=1

les questions 15. et 17.,

> lagP=n= > lay*

1<i,j<n 1<i,j<n

La question précédente permet alors d’affirmer que chaque |a; ;| est dans {0, 1}.

\V/(l,]) € [[1)nﬂ2v ‘ai,jl S {O»]} I

19. Conclusion. Plus précisément, puisque Z lai;|P = n, exactement n nombres |a; ;| sont égaux a 1 les autres
1<ij<n

étant nuls. Ainsi, exactement n coefficients de la matrice A sont I'un des deux nombres 1 ou —1 et les autres sont nuls.
Puisque la matrice A est inversible, deux coefficients non nuls ne peuvent pas se retrouver dans une méme ligne (car
les lignes correspondantes seraient linéairement dépendantes) ou dans une méme colonne. Ainsi, ’endomorphisme u est
nécessairement du type ugs . décrit a la question 13.a. La question 13.a. montre que réciproquement uq . est une p-
isométrie et donc les p-isométries sont les endomorphismes ug ¢, 0 € Sp x {—1,1}]". Il y a 2™ x n! uys . deux a deux
distincts et donc

Vp €1, 4+00[\{2}, card(ISOM(|| ||p)) = 2™ x nl.

http ://www.maths-france.fr 8 © Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



