SESSION 2008
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE PC

MATHEMATIQUES 1

Partie I

I.1. La matrice S = diag(Ai)1<i<n est une matrice carrée réelle positive et symétrique dont la famille des valeurs propres
est (Ai)1<i<n

I.2. a) Puisque M est d’ordre 2, xpm = X2 — Tr(M)X + det(M) = X% — (=1 4+ )X+ (=1) x 1 =X2 - 1.

1

b) La matrice S = ( 0 > est positive et symétrique. De plus, Xs = X? — 1 et donc les deux valeurs propres de S sont

1 0
—Tetl.
010
I1.3. LamatriceS=| 1 0 0 | est positive et symétrique. De plus, xs = —X(XZ —1) et donc les trois valeurs propres
0 0 0
de S sont —1, O et 1.
01 00
. 10 0 O . e 2 2
I.4. La matrice S = 00 0 1 est positive et symétrique. De plus, un calcul par blocs montre que xs = (X=—1)
0010

et donc les quatre valeurs propres de S sont —1, —1, 1 et 1.

I.5. La trace de S est positive et est égale a la somme des valeurs propres de S.
Comme (—1) + (—=1)4+0=—-2 <0, S ne peut admettre (—1,—1,0) pour famille de valeurs propres.

1.6. a) Soit n > 2. H est symétrique réelle et donc diagonalisable. On en déduit que toutes les valeurs propres de H sont
réelles et que 'ordre de multiplicité de multiplicité de chaque valeur propre est égale & la dimension du sous-espace propre
correspondant.

e Sib =0, H=al, et donc H admet a pour valeur propre d’ordre n.

e Sib #0, H— (a—Db)l,, est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a b. Par suite, rg(H — (a — b)I;;) =1 ou
encore dim(Ker(H — (a —b)I,)) =n — 1. H admet donc a — b pour valeur propre d’ordre n — 1.

La derniére valeur propre A est fournie par la trace de H: na =Tr(H) =A+ (n—1)(a—b) et donc A =a+ (n —1)b.

En résumé, si n > 2, H admet a — b pour valeur propre d’ordre n — 1 et a + (n — 1)b pour valeur propre simple et si
n =1, H admet a pour valeur propre simple.

b) Pour n > 2, on prend b = —1 et a = n. Les valeurs propres de H sont 1+ 1 d’ordre n — 1 et 1 d’ordre 1. Les valeurs
propres de H sont donc toutes positives mais H n’est pas positive puisque b < 0.

Dong, si n > 2, une matrice symétrique réelle d’ordre n dont toutes les valeurs propres sont positives ou nulles n’est pas
nécessairement positive.

Par contre, si n =1, le résultat devient vrai car I'unique valeur propre de la matrice est son unique coefficient.

Partie I1

II.1. a) Soit (X,Y) € (Mn 1 (R))Z. En identifiant une matrice carrée de format 1 et son unique coefficient, on a

mn
XY =YX =) xyi = (XIY),,.

i=1
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b) Soient (X,Y) € (Mn (R))? et S € S (R). D’aprés a), (XISY),, = 'XSY et aussi (SX[Y), =*(SX)Y =*X'SY ='XSY.
c) Soient X € My 1(R) et P € On(R). On a donc *PP = I,, puis

IPX[ln = /*(PX)(PX) = VEX*PPX = VXX = [[X||n.

n+p

IL2. a) (Z[T)nip = Zzltl + ) zmti= leyl + Zulvl = (X|Y)n + (U[V),.

i=n+1

b) Si X et Y sont orthogonaux dans R™ et U et V sont orthogonaux dans RP, alors (Z|T)n4p = (X|Y)n +(UV), =0+0=0
et Z et T sont orthogonaux dans R™P.

¢) On prend X = (-1,0,...,0), Y = (1,0,...,0), U = (1,0,...,0) et V = (1,0,...,0). On a alors (X|Y), = —1 #0 et
(UV)p =1 %0 mais (Z|T)n+p = —1+1=0. La réciproque du b) est donc fausse.

I1.3. a) Soit Y = (yi)i<i<n € Mn1(R).
(DYY)n = ((Avi)1<i<nl(Yi)i<i<n)n Z7\1y1 < OCZy1 = o|Y||2.

b) D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O, (R) telle que S = PD'*P. En posant Y = PX pour X € My, 1(R) donné,
on a

(SXX)y = tXSX = tXPD'PX = {(PX)D(PX) = *YDY = (DY|Y),, < «|Y|2 = «||PX||2 = «|X||2.

(SXIX)n

Si de plus X # 0, [|X[|2 > 0 et donc IXIE <«
n

(SXIX)n

VX € Mn 1(R)\ {0}, W <

c¢) Notons B = (e;)1<i<n une base orthonormée de vecteurs propres de S associée a la famille de valeurs propres (Ai)1<i<n-
Notons encore I ensemble des indices 1 tels que A; < & (pour les indices restants, on a A; = «).
n

Soit X un vecteur colonne non nul. Posons X = E Xi€i.

i=1

n n n
On a SX = Z Aixie;i puis, comme B est orthonormée, (SX|X), = Z Aixf et |X||2 = ZX% On a alors

i=1 i=1 i=1

n n n
(SXIX)n = || X||2 & Z?\ixf = ochi2 & Z(oc— AMxE=0se Z(oc— A)xE=0.
i=1 i=1 i=1 iel
Dans cette derniére somme, tous les o« — Ay sont strictement positifs. Donc, ou bien 'un des xi, i € I, est non nul et dans
n n
ce cas, Z(oc— )\i)xiz > 0 ou bien tous les xi, 1 € I, sont nuls et dans ce cas Z(oc— )\i)xiz = 0. En résumé,
i=1 i=1

(SXIX)n

X = *© (SXIX)n = | X[[2 & D (= Ai)xf =0

i€l
& Viel, xi =0& X e Vect(ei)iepr,n\1 & X vecteur propre de S associé a «.

I1.4. a) Pourj € [1,n], notons E; I’ensemble des vecteurs colonnes X dont la j-éme composante x; est positive.

Pour j € [1,n], lapplication f; : X = (xi)i<i<n +— Xj est continue sur My 1(R) car linéaire de My 1(R) dans R,
M 1(R) étant de dimension finie sur R.

Comme Ej = f;1 (10, +00[) et que [0, 400l est un fermé de R (car son complémentaire | — oo, 0[ est un ouvert de R), E; est
un fermé de M, 1(R) en tant qu'image réciproque d’un fermé par une application continue. Mais alors, E est un fermé de
M 1(R) en tant qu’intersection de fermés de M 1(R).

E est un fermé de Mq 1(R).
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b) X est bien str borné. L est aussi fermé en tant qu’image réciproque du fermé {1} par Iapplication continue X — ||X||».
Mais alors C est fermé en tant qu’intersection de fermés et borné car contenu dans X qui est borné.

C est un fermé borné de My, 1(R).

c) Posons S = (sij)1<i,j<n-
n n
o(X) = Z ZSi,in Xj = Z $1,jXiXj-
io1 \io 1<ij<n

Maintenant, chaque application X — x;x; est continue sur Mn 1(R) en tant que produit d’applications continues sur
M 1(R) et donc @ est continue sur My, 1(R) en tant que combinaison linéaire d’applications continues sur My 1 (R).

@ est continue sur M, 1(R).

d) @ est continue sur le compact C a valeurs dans R. ¢ admet donc un maximum sur C. On en déduit l'existence de p
puis l'existence d’un vecteur Xo de C tel que @(Xp) = w.

e) D’aprés la question I1.3.b), « est un majorant de {@(X), X € C}. Puisque p est le plus petit des majorants de
{o(X), X € C}, on a donc

n <«
II.5. a)
n n
i) W est positif et d’autre part ||W||, = Z xi|? = ZX% =||X|ln =1 et donc W € C.
i=1 i=1

ii) Puisque S est positive

le(X)| < Z IsijlIxillx;] = Z sijxil X [x;] = @(W).

1<i,j<n 1<i,j<n

iii) Puisque X est un vecteur propre unitaire de S associé a la valeur propre «, |@(X)| = [(SX|X)n| = [ (X[X)n = |-
On en déduit que || = [@(X)| < (W) < pu et donc

b) Ceci montre déja que p > 0 et done, puisque o > p, on a aussi & > 0. Mais alors, || = « et les questions I1.4.e) et
I1.5.a)iii) fournissent o« < p < ¢ et donc & = p > 0.
(SXolXo)n

= (SXolXo)n = « et la question
[Xoll% "

Le vecteur Xp défini a la question 11.4.d) est donc un vecteur positif vérifiant

I1.3.c) montre que Xo est un vecteur propre associé a la valeur propre «.

o > 0 et il existe un vecteur propre de S associé & « qui est positif.

c) Soit i € [1,n]. Le travail de la question II.5. peut étre appliqué sur un vecteur propre unitaire X associé a la valeur
propre A; et comme en I1.5.a)iii), on obtient A;| < pu = «.

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



Partie I11

IIL.1. Soit 2 € [1,n]. Puisque (Xj,...,Xn) est orthonormée, on a *X;X; = (X1]Xi)n = 0. Un calcul par blocs fournit

alors
o AXi o ociXi . Xi _ 7.
M521 o ( SY]tX]Xi ) - ( 0 ) =% ( 0 ) o OCLZL.

- SX]tY1Y' . 0 _ Q. 0 _a.T
MsTj_< BY; J >_( BiX; )_B]<Yi )_B]T]'

Vi e [2,n] (resp. ¥j € [1,p]), Zi (resp. T;) est vecteur propre de Mg associé a o (resp. (3;).

De méme, pour j € [[1,p],

II1.2. a) D’aprés I1.2.a)

[V(@)]|Z = (V(0)[V(8))n+p = (cos0X7|cos 0X7)n + (sin OYq|sin Y1), = cos? 8| X1 /% + sin? 0]|Y; H%,

=cos? 0 +sin’0 =1.

V(0) est unitaire dans R™*P,

b) Un calcul par blocs fournit

n

XMo =Xa x xB = (=1)" P [ [(X =) [ [(X—B5).
1

i= j=1

Sp(Mo) = (et1,..., &n, B1,..., Bp).

c) i) Puisque s # 0,

Vi —B1)2+4s2 > /(a1 — B1)2 = loes — B1l > o1 — B,

et donc B1 — o1 + /(oc1 — B1)2 +4s2 > 0. En particulier, tan 07 # 0 et donc

ii) On en déduit que 0, €]0, n[\{z} et donc tan 0, existe puis
2

(tanB7)(tan 0,) = (tanOq) (taIIE)] > =-1.

iii) tan 0 est solution de I’équation du second degré sX?+(ot; —B1)X—s = 0. Le produit des solutions de cette équation vaut

—1 et donc 'autre solution est — = tan 0. Ainsi 0 et 0, sont solutions de I’équation s tan? 0+ (0t;—P1)tan0—s =0

tan 9]

s
ou aussi de I'équation & tan® + stan’0 = B tan® + s ou enfin de I'équation &; + stan® = B + o (puisque tan 64
an

et tan 0, ne sont pas nuls).

iv) D’aprés la question précédente, pour i € {1,2}, o1 +stan0; = 31 + et donc

s
tan 05
M.V(0:) = cos 0;AX1 +ssin0iX1'Y1Yy ) [ &g cos0iXq + ssin0;X;

ST T scos0;Y1HX Xy +sin0;BY; )\ scos®;Y; + B1sin0;Y;

( (CX] +stan91)cos91X1 ) ( (OC] +stan91)c0591X1

s .
(Game, +B1)sindM (o1 + s tan 0;) sin 8; Y4
1

) = ((X] +stan91)V(ei),
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et donc M V(0;) = (1 + stan 0;)V(0;). De plus, V(0;) est unitaire et donc V(0;) n’est pas nul. Finalement

V(01) (resp. V(02)) est vecteur propre de Mg associé a la valeur propre p; = o1 + stan6; (resp. p—oy + stany).

v) e Pour i € [2,n], || Zi|]ln+p = [[Xilln =1 et de méme pour j € [2,p], ||Tjlln+p = [|Y;llp = 1. Enfin, V(81) et V(02) sont
unitaires d’aprés la question I1.2.a).

e D’aprés la question I1.2.b), les Z; sont deux a deux orthogonaux, les Tj sont deux & deux orthogonaux et chaque Z; est
orthogonal & chaque Tj.

e Pour i € [2,n], Xj est orthogonal a X; et 0 est orthogonal & Y;. Donc, toujours d’apreés la question II1.2.b), tout vecteur
V(0) est orthogonal a tout Z;, 2 <1 < mn, et de méme est orthogonal & tout Tj, 2 <j < p.

Finalement, les vecteurs V(01), V(02, Z2, ...,Zn, T2, ..., Ty forment une base orthonormée de R™*P.

D’aprés les questions II1.1 et 111.2.¢)iv), tous ces vecteurs sont des vecteurs propres de Mg et on a donc trouvé toutes les
valeurs de M.

La famille des valeurs propres de Mg est (p1, M2, 02, ..., &n, B2,..., Bp)-

vi) Quand s =0, py s’écrit formellement o7 + 0 x tan 07 = oy (bien que tan 07 ne soit pas défini). De méme pour ;.

Partie IV

IV.1. La matrice de format 1 A = (A7) est un élément de S7(R") admettant A; pour valeur propre.

IV.2. a)a=A+A41 > A —...— Ay > 0. Dautre part, a+ Az + ...+ Ay > 0.
En résumé, a >0 > Ay > ... > Aq et a+ Az + Ay > 0. Par hypothése de récurrence, il existe A € S(R,) tel que a, Az,
...,An soient les valeurs propres de A.

b) a est la plus grande valeur propre de A qui est symétrique réelle et positive. D’aprés la question I1.5.b), A admet un
vecteur propre positif associé a la valeur propre a. En normant ce vecteur, on obtient un vecteur propre unitaire positif
X1 de A associé a la valeur propre a.

c) i) Soit B la matrice nulle de format 1 et Y; le vecteur de R' égal & 1. On a BY; = 0 et donc Y7 est un vecteur propre
de B associé a la valeur propre 37 = 0.
Ainsi, Mg est de la forme (1) avec p =1, B = (0) € M1 1(R) et Y7 = (1) € M 1(R).

ii) Les valeurs propres de A sont a, Az, ..., Ay et O est 'unique valeur propre de B. D’aprés la question II1.2.c)v), les
valeurs propres de Mg sont uy = a+stanfy, i = a+stanB, Az, ..., Ay.

iii) Si s = /=A1An41, alors

\/(0(1 — B )2 +4s2 = \/(7\1 +Ang1 — 0)2 — 4N A1 = \/(7\1 —Ant1 )2 =N —Any1 (car Ay > Any),

et donc

1 1
(0* CL+7\] > 7\n+1) = _(*?\1 *An+1 +7\1 *?\n+1) = *}\n+1

stan91 :z 7

puis b = a+stan67 = Ay + An+1 — Ant1 = Aq. Ensuite, d’aprés la question I11.2.c¢)iii)

U =a+stanf, = a— =a—(a+stanBy) = —stanB; = Anyq.
tan 01
Les valeurs propres de Mg sont donc A1, ..., Ay, Ant+1 quand s = y/—A1A41. Maintenant, pour ce choix de S, la matrice

M; est une matrice clairement symétrique et positive ce qui démontre que (Pn41) est vraie.

On a ainsi montré par récurrence que la propriété (P, ) est vraie pour tout entier naturel non nul n.

IV.3. Exemple a) En développant suivant la premiére colonne, on obtient

1-X 2 3
xa=| 2 1=X 3 |=(1=X)(X2=X—=9)—2(=2X—9)+33X+3)=—X34+2X> +21X+18 =
3 3 =X
(X4 1) (=X2 +3X+18) = —(X+ 1) (X + 3)(X —6).
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Les valeurs propres de A sont a =6, A, = —1 et A3 = —3.

b) A est une matrice positive et symétrique et ses valeurs propres de A vérifient a > 0 > Ay > Az et a+ Az +A3 > 0.

D’autre part, Ay + Ay =6 = a.

On améme A\ > 0> Az > AsAs et Ay + A2 + A3 +Ag > 0. Le nombre s de la question c)iii) est /—9(—3) = 3V/3.

Déterminons un vecteur propre X; de A associé a la valeur propre 6, unitaire et positif.

Posons X = (x,y, z).

—5S5x+2y+3z=0
2x—-5y+3z=0 &
3x+3y—6z=0

— x42
(:){y X+ 2z

X € Ker(A —6l3) &

.2 Sx=y=z

Le vecteur X7 =

1
73

1,1,1) convient. La matrice M de la question précédente s’écrit alors

y=-—x+2z
—5x 4+ 2(—x+2z)+3z=0
2x —5(—x+2z)+3z=0

12 3 3
21 3 3
3 3 3 3
333 0

La matrice B =
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convient.
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