SESSION 2008
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE PC

MATHEMATIQUES 2

Partie I

I.1.

I.1.1. Notons hg la fonction x — fs(—x). Puisque ] — 1, 1[ est symétrique par rapport a 0, hs est définie et deux fois
dérivable sur ] — 1,1[ et pour x €] — 1, 1],

(1 —x*) M/ (x) = 2(s + 2)xhl(x) — 2(s + Dhg(x) = (1 = x?)f(—x) — 2(s + 2)(—xfL(—x)) — 2(s + 1)fs(—x)
= (1= (—)2)f/(—x) — 2(s + 2)(—x)fL(—x) — 2(s + 1)fs(—x) = O (car f, est solution de & sur ] —1,1[).

Maintenant, £ est une équation différentielle linéaire du second ordre homogéne et on sait que la somme de deux solutions
de & est encore une solution de &. On en déduit que gs = fs + hg est solution de & sur ] — 1,11

gs est solution de & sur ] —1,1[.

L.1.2. g5(0) = 2f4(0) = 0 et g/(0) = f/(0) — £2(0) = 0

2s+ 2)Xy,72(s i ”y = 0. Comme les fonctions x +— ,M
1—x2 1—x2 1—x2

sont continues sur ] —1, 1[, le théoréme de CAUCHY permet d’affirmer que & la fonction nulle est 'unique

Maintenant, sur |—1, 1[, ’équation & s’écrit encore y” —

2(s+1)
1—x2
solution de & sur | — 1, 1[ vérifiant y(0) = y’(0) = 0. Par suite, gs est nulle ou encore

fs est impaire. I

et x — —

I.2. Soit x € R.

Notons Yy la fonction x — (1 —x2)%. y4 est deux fois dérivable sur | —1,1[ (car 1 —xZ2>0sur]—1,1 [) et pour x €] —1,1],
YL (x) = —20x(1 —x?)*7 1 puis yZ(x) = —2af(1 —x?)* T — 2o — 1)x?(1 —=x?)* 2] = —20¢(1 —x?)* 2((—2cc + 1)x% + 1)
et donc

(1 =%y (x) = 2(s + 2)xy(x) = 2(s + Nys(x)

:—Zoc( —x2) (=20 + 1)x% + 1) = 2x(s + 2)(—=200) (1 = x2)* T — 2(s + 1) (1 —x?)*
2ya—1

= —x3) T (=204 1)x2 +1) — 2(s + 2)ox? + (s + 1) (1 — x?)]
*—21—x2)°‘ "l =20+ 1) = 2at(s +2) —s — 1)x* + o+ s + 1]
= —xA)* T [(<20% =3 —2as —s — 1)x* + o +s+1].

Mais alors Y4 solution de & sur ] —1,1[& —20? =3 —2as —s —1 =0 et &« = —s — 1. Comme

—2(—s—1)2=3(—s—1)—2s(—s—1)—s—1=-2s>—45s—2+3s+3+2s24+2s —s—1=0,

on a montré que

Yq solution de & sur | — 1, 1[& o= —s — 1.
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1.3.

1.3.1. Comme & la question précédente, on note y_s_; la fonction x — (1 —x2)~5~1. La fonction y_s_1 est solution de
Es sur ] —1,1[ et puisque fs =y_s_1Us, la formule de Leibniz fournit

(1 —x2)f/ —2(s + 2)f) — 2(s + D)f,
= (1= qus + 2y’ qul +y s u/) —2x(s +2)(y’' o qus +y s ul) —2(s + Ty s q1us
=us (1 =x2)y" 1 = 2x(s + 20y’ ¢ 1 = 2(s + Ny—s—1) +w(2(1 —x*)y’ ¢y — 2x(s + 2)y_s_1)
+ (1T =x*y_squf
= (1—x2)5ul + (201 = x*)(—s — N (=2x)(1 =x*) 72 = 2x(s +2)(1 —x*) S "]
=(1—x3)u +2x(1 —x3) T 2s +2—s—2)ul = (1 —x?) 57 (1 —xH)ul + 2xsul),

et puisque (1 —x?)f? —2(s + 2)f. —2(s + 1)fs = 0, on a encore (1 —x?)u’ + 2xsu’ = 0 ce qui signifie que

u! est solution sur ] —1,1[ de (1 —x?)y’ + 2sxy = 0 (&)).
1.3.2. Soit y une fonction dérivable sur ] —1,1[.

y solution de £/ sur ] —1,1[ & ¥x €] — 1,1, (1 —x?)y’(x) + 2sxy(x) =0

Svxel =11 (1—=x3) 75y’ (x) + 2sx(1 —x?) " Ty(x) =0

syxel—1,1L (1=x*)"%y)(x) =0 3ICeR/Vx el —1,1[, (1—=x?)"Sy(x)=C
&3ICeR/ Wx el —1,1[, y(x) = C(1 —x?)*.

Les solutions de (£!) sur | — 1, 1[ sont les fonctions de la forme x — C(1 —x?)%, C € R.

1.3.3. Il existe donc C € R tel que ¥x €] — 1, 1[, ul(x) = C(1 —x?)s.

Oruf(0) =(s+ 1) x0x 1% xf5(0)+1x f;(0) =1. Comme d’autre part u,(0) = C on a donc C =1 puis Vx €] — 1, 1],
w(x) = (1 -2,

Ensuite, us(0) =1 x f5(0) = 0 et donc ug est la primitive sur ] — 1, 1[ de la fonction x — (1 —x
en déduit que

2)s qui s’annule en 0. On

Vx €l —1,1[, us(x) = J(]—tz) dt,

et aussi

Vx €] —1,1[, fo(x) = (1 —x2) 51 un —t2)8 dt,
0

I.4. 1.4.1. On note R le rayon de convergence de la série entiére de somme y et on suppose a priori R > 0. Pour x €]—R, R],
on a

(1 =x*)y"(x) = 2(s + 2)y" (x) — 2(s + 1y(x)

+o00 +o00 +o00
=(1=x%) Z n2n + Denx®™ T —2(s + 2)x Z (2n 4 Neax?™ = 2(s + 1) Z Cx2 T
n=1 n=0 n=0
“+o0 “+o0 “+o0 +o00
=) n@2n+Nenx®™ =) 2n2n+ Denx™ ™ =2(s+2) ) 2n+ e T =2(s+1) ) cax®™!
n=1 n=0 n=0 n=0
+o00 +o00
=) Mm2n+Nenx®™ T+ ) [F2n(2n+1) = 2(s +2)(2n + 1) = 2(s + N]eax®™ !
n=1 n=0

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



et donc

(1 =x*)y" (%) = 2(s + 2)y"(x) — 2(s + 1y(x)

+00 oo
= Z (2n4+2)(2n +3)enp x4+ Z [—4n? — (45 + 10)n — 4s — 6lc x*™H!
n=0 n=0
+oo +oo
=) (2n+2)2n+3)cn ™™+ Y (2n42)(—2n — 25 — 3)cx™!
n=0 n=0
+o0
Z (2n +2)[(2n + 3)entt — (2n + 25 + 3)enx? T
n=0

Par unicité des coefficients d’une série entiére, on en déduit que

2s+2 3
y est solution de & sur | = R,R[& Vn €N, (Zn+3)cni1 —(2n+2s +3)cn & VN EN, cnyq = 75;:; n-
1.4.2. Soit n € N*.
m 254 2k + 1 (2n)x (n=2)x...x2 - 'l
_ _ 22k1=7 (25 + 2k + 1
n g k1 © (Zn—l—U><(2n)><...><3><2k:1(SJr +1) (Zn ']g sl

1.4.3. y est polynomiale si et seulement si la suite ¢ est nulle & partir d’un certain rang. Ceci équivaut a cp = 0 ou bien il
3
existe n € N tel que 2s + 2n + 3 = 0. Cette derniére condition équivaut a s € {n > ne N}.

Le cas co = 0 fournit la fonction nulle.
Le cas cop = 0 fournit une solution non nulle de rayon R = +oo ce qui valide les calculs de la question 1.4.1 sur | — 0o, ool.

3
&s admet des solutions polynomiales impaires non nulles si et seulement si s € {—n 3 ne N} et co # 0.

1.4.4. Dans cette question, aucun des ¢, n’est nul.
Soit x € R\ {0}. Pour n € N, posons U, = c,x?"*1. On a

Un+1 _ Cn+1X2_ n+2s+3 2

Un Cn 2n+3

u . . .
Quand n tend vers +oo, "1 tend vers x et donc, d’aprés la régle de ’ALEMBERT, si |x| < 1, la série de terme général

n
Uy, converge et si [x| > 1, la série de terme général u,, diverge. On en déduit que R = 1 ce qui valide les calculs de la
question 1.4.1 sur ] —1,1[.

I.5. Dans tous les cas, les solutions sur | — 1, 1[, impaires et développables en série entiére sont les fonctions de la forme

Ml
X 5 Co <x—|—Z v XZ"“),COGR.

Le cas ¢cp = 1 fournit en partlcuher une solution y de & sur ] — 1, 1] telle que y(0) = 0 et y’(0) = co = 1. {5 étant 'unique
solution vérifiant ces conditions, on a montré que
2n+1 )

'st+2k+1)

n
ﬁH 2s+2k+1)
k=1

3
1.6. Soient p € N puis s = —p — 5 D’aprés la question 1.3.3., pour x €] —1,1]

e U SN =

0 =)=~ (1Pt

Jx ( dt J fs(x) fp 3

Maintenant, d’aprés la question 1.4.3., f7p7% est une fonction polynomiale que I'on note Q.
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2(n—p)

Déterminons explicitement Q,,. On a co =1 puis pour n € N, cn41 = mcn.
Par suite, pour n > p + 1, ¢y, = 0 puis, pour n € [1,p],
2"l & (—1)"22" ! & (=1)n22"n!  pl
Cn (2n+1)!k:1( P+ )= T g( =T o
ce qui reste vrai pour n = 0. Donc,
= (=1)m22tnlp!l
YWeEN,, Qp=)_ X2t

2n+ Nl(p —m)!

n=0

2
On a en particulier Qo =X et Q1 =X — §X3. Donc

Partie I1

II.1. Soit x € R. La fonction & : t— (1 —t%)* est continue sur [0, 1[. De plus, quand t tend vers 1,
(1T—t2) = (1T+t)*(1—t)*~2%(1 —t)* > 0.

On en déduit que « est intégrable au voisinage de 1 a droite si et seulement si x > —1.

Le domaine de définition de 3 est ] — 1, +oo[.

R

I1.2. Soient a un réel strictement supérieur & —1 puis G : [a,+oo[x[0, 1] .
(1T—t2)x

_)
(x,t) =
e Pour chaque t € [0, 1], la fonction x — (1 — t%)* est continue sur [a, +ool.
e Pour chaque x € [a, +ool, la fonction t — (1 —t2)* est continue sur [0, 1[ et de plus, pour (x,t) € [a, +oo[x[0,1], on a
0<1—1t2<1 puis In(1 —t?) <0 et donc

0< (1 _tZ)x _ exln(]—tz) < ealn(]—tz) = (1 _tZ)a = (1),

ol @ est une fonction continue et intégrable sur [0, 1 d’aprés la question précédente.

D’aprés le théoréeme de continuité des intégrales a paramétres, 3 est continue sur [a,+oo[ et ceci pour tout a > —1. On
en déduit que

B est continue sur ] — 1, +ocol.

I1.3. Soit x €] — 1, +ool. La fonction t — (1 —t2)*In(1 — t?) est continue, négative et non nulle sur [0, 1[. On en déduit
1

que B'(x) :J (1 —t2)*In(1 —t?) dt < 0. Par suite
0

[ est strictement décroissante sur | — 1, +ool.
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11.4.
I1.4.1. Soit x €] — 1, 4+ool.

1 1 1

1 1
B(x+1) :J (1 —t2)<H! dt:J (1—t2)*(1 —t2) dt:J (1—t4)%) dt—J 21 —t3)%) dt = B(x)fl[ tx t(1—t%)* dt.
0 0 0 0 0
(] _tZ)x—H
Soit a €]0, 1[. Les fonctions t — tet t — —W sont de classe C' sur [0, a]. On peut donc effectuer une intégration

par parties et on obtient

J~at>< £(1 7t2)x dt — [t « (m)} J‘aﬂ dt:*a(] *az)XJr] N 1 J'a(] 7t2)x dt.
0

0 2(x+1) o 2(x+1) 2(x+1) 2x+2 ),

1

(1(1 _ aZ)x+1 . Iix
tend vers O (car x+1 > 0) et done, quand a tend vers 1 on obtient | txt(1—t°)* dt =

Quand a tend vers 1, —W

0
ZE(:)Z' Finalement,
. BOO2xe3
B+ 1) = Blx) + 5o = X 3p 1y
2
el =1, hool, Blx-+1) = Blx) + b = 2 g1y

1
11.4.2. 3(0) = J 1 dt = 1. Mais alors, pour continuité de la fonction 3 en 0, on a
0

_ 2x+3 ~2+3 1

= g2 ¥ PN~y X PO =

iiir%+ B(x) = +o0. I

n -2 2 (2n) x (n—2) x ... x 2)? 22nq)2

B(x)

et en particulier

11.4.3. Soit n € N*.

PO = T X 3P s G Ty x Eno  xx 32 T
ce qui reste vrai pour n = 0.
zznn!Z
meN, Bn) = m,
D’aprés la formule de STIRLING, on a
n 2n
22n (—) x 21 J
B(n) £ ~
n—+oo n n—+oo Zﬁ

2n
2n+1) <?) V21 x 2n

On en déduit que lirE B(n) = 0. Maintenant, la fonction f est strictement décroissante sur | — 1,+o0[ et a donc une
n— -+oo

limite en +oo, limite réelle ou infinie et de plus

lim pB(x)= lim PB(n)=0.

xX— +o00 n— 400

lim B(x) =0.

X— +00
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1
1
11.4.4. B (——) = L ﬁ dt = [Arcsint]g) = g Puis, pour n € N*, on a

1
2<—+n1> +2
ﬁ(—%Jrn): 2 B(—%+n—1>:2n_][3<—l+n—1)

2<%+n1>+3 n 2

1 ~2n—1_ 2n-3 1 Y 2Zn)x(2n—-1)x(2n—-2) x...x3x2
B<_+“>_ . B< >_ () x 2n—2) x ... x 22

et donc pour n € N*,

(2n)!
~ 222

o
2 2n 2n—-2"""""2 2

ce qui reste vrai pour n = 0.

Partie I11

I11.1.
III.1.1. ¢ est continue sur R et de classe C' sur R\ (g + WZ). De plus, puisque y > 1, (p{, a une limite réelle & gauche

et & droite en tout point ot ¢, s’annule. On en déduit que ¢, est continue sur R, de classe C! par morceaux sur R et
donc, d’apreés le théoréme de DIRICHLET, la série de Fourier de ¢, converge simplement sur R vers ¢- .

II1.1.2. La fonction ¢, est paire et donc ¥n € N*, by, (y) = 0. D’autre part, Vx € [0, 7], @ (m—x) = @+ (x) et donc pour
peN,

2 (™ 2 (°
azpr1(y) = —J @+ (x) cos((2p + 1)x) dx = ;J @ (mt—u)cos((2p + 1)(mr —u))(—du)

o i}
- 72_rJ': @ (u) cos(t— (2p + 1u) du = —; J: @y (u) cos((2p + 1u) du
= —a2p4+1 (v),

et donc azp4+1(y) =0.

YneN* bp(y)=0etVp eN, arppt1(y) =0.

II1.2.
II1.2.1. Soit p € N.

7 7
I, Iy = J cosY x(cos(2px) — cos((2p + 2)x)) dx = ZJ cosY x X sinx X sin((2p + 1)x) dx.
0 0

cosYt1 x

I11.2.2. Soit p € N. Les deux fonctions x — — 7

et x — sin((2p + 1)x) sont de classe C! sur [O, g] On peut donc

effectuer une intégration par parties et on obtient

7
I S ZJ cosY x X sinx x sin((2p + 1)x) dx
0

Y+1 7 Z
=2 <[co;f]x sin((2p + 1)x)} + i;p:]] Jz cosY 1 x cos((2p + 1)x) dx)
0 0

2p+1JTZ[
v+1

=2 cosY 1 x cos((2p + 1)x) dx

0
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I11.2.3. Mais alors

2p+1
Y+1
+

z
J cosY x X 2cosxcos((2p + 1)x) dx
0

Ip - Ip+] =

2p+1 (2

_“P J'z cosY x(cos(2px) + cos((2p + 2)x) dx
Y+1 Jo

_2p+1

v+1

(Ip + 1 ).

2p+1

m(lp +141).

Vp GN, I‘Pilp+] -

IT1.2.4. En posant t = sinx et donc dt = cosx dx, on obtient

! 1

2 (v—1)/2 _ Y —
- (),

7 7
Ih = J cos’ ' xcosx dx = J (cos? x) Y"1/ 2 cosx dx = J
0 0 0

—1
I =p(") ofw’:YT > 0.
. s . 2p+1 Y+2p+2 Y—2p
II1.2.5. Soit p € Nz. D’aprés la question 111.2.3., on a I, — I, 11 = m(lp +1I,4+1) et donc YTIpH = mlp
puis Ip41 = 1/?/1—;7]93—211)' Mais alors, pour p € N*,

_y—2p-1) XY—2(D—2) o Y

PT Ty Syrapon oyl
N X(vfl(pﬁ))(YfZ(pr))><-.-><(vf2)><vxﬁ(y,)
Y+2p  (v+2p—1)y+2p—2)) x...x(y+2) xvy

II1.3. Soit p € N.

N

7T 0
J | cosY x| cos(2px) dx = J [cosY (1t —u)| cos(2p(mt — u))(—du) = J cosY ucos(2pu) du,
0

N

et donc

4 (2 4
| cosY x| cos(2px) dx) = —J cosY x cos(2px) dx = —1I,,.
T Jo i

T

N

(J : | cosY x| cos(2px) dx + J

Par suite,

v 2k

4
— X
s

—1
) et Vp € N*, azp(y) =

v
v+2pkzoy+2k
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