SESSION 2008
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 2

PARTIE I : EXEMPLES
LA

I.A.1 Réduction de I’endomorphisme s

I.A.1.1 Puisque la matrice de s dans la base & est symétrique et que la base & est orthonormée, ’endomorphisme s est
un endomorphisme symétrique de I’espace euclidien E. D’aprés le théoréme spectral, s est un endomorphisme diagonalisable
de E.

-1 0 2 2 -1 0 2 2 9 0 00 100 0
e 1] 0o -1 22 0 —1 -2 2| _1f0900]|_f0100]_,
“9l 2 =2 1 o0 2 21 0|7 9loo0o9 0] " loo0o 10| *
2 2 0 1 2 2 0 1 000 9 00 0 1

I.A.1.2 Ainsi, on a 'SS = S? = I4 et donc la matrice S est une matrice orthogonale. Puisque la base 2 est orthonormale,
on en déduit que s est un automorphisme orthogonal de E.

On sait alors que les valeurs propres de s appartiennent a {—1, 1}. En effet, soit A € R une valeur propre de s et x € E\ {0}
un vecteur propre associé. On a

[Ix[l = [[s Ol = [IAX]] = Al < [[x[],

et puisque |[x|| # 0, on en déduit que [A| = 1 et donc que A € {—1,1}. Maintenant, on sait que s est diagonalisable. En
particulier, s admet au moins une valeur propre. De plus, si 1 était I’'unique valeur propre de s, on en déduirait que s = Idg
(car s coinciderait avec Idg sur une base de E) ce qui n’est pas. De méme, —1 ne peut étre 'unique valeur propre de s car
sinon s = —Idg. Finalement, les valeurs propres de s sont —1 et 1.

I.A.1.3 Notons « et {3 les ordres de multiplicité respectifs des valeurs propres 1 et —1. Puisque s est diagonalisable, on
sait que dim(E;) = «, dim(E_7) = B et « + f = 4. Maintenant, on sait que la trace de s est la somme des valeurs de

T 1 1 1
propres de s comptées chacune un nombre de fois égal a leur ordre de multiplicité. Or, Tr(s) = 373 + 3 + 3= 0. Ainsi,

a+pPp=4et1xa+(—1)xp=0.On en déduit que x = = 2.

dim(E;) =2 et dim(E_q1) = 2.

I.A.2

1 1
I.A.2.1 s(u) = 5(361 +3e3+3e4) =e;+e3+es =uy et s(uy) = §(3e1 +3e; +6e4) = ey + e +2e4 = uy. Par suite,
u7 et uy sont deux vecteurs de E;. Puisque u; et uy ne sont pas colinéaires, la famille (uq,u;) est une famille libre de E4
et puisque dim(Eq) = 2, (uq,uz) est une base de E;.
L’orthonormalisée de SCHMIDT de cette base est alors une base orthonormale de E;.

(e1 +e3+e4).

1
L
w3

e On prend déja e] =

e Ensuite,

3 1
uy; — (uzlej)e; =(e1+ex+2es) ——=x —=(e1+e3+es) =er; —e3 + e,

V3 V3

1
et on prend e} = —=(e2 —e3 + e4).

V3

1 1
\7@(61 +ex+eq)et eé = \7@(62 —e3+ey).
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Une base orthonormale de Eq est (e, e5) ou e] =



I.A.2.2 Soient (a,b,c,d) € R* puis uy = ae; + be, + ces + dey.

a+c+d=0 d=—a-—c c=a—b>b
ug € (u,uz,u3)t & { a+b4+2d=0 &{ —a+b—-2c=0 & d=-a-—c
—a+b+c=0 —a+b+c=0 —a+b—2(a—b)=0
a=>
= c=0
d=-a

Un vecteur non nul orthogonal & wq, uy et uz est ug =e; +ex —ey.

1
Maintenant, s(uz) = =(e; — ez —e3) = —u3 et uz € E_;. Ensuite, puisque s est un endomorphisme symétrique de E, on

sait que E_1 = Ef‘ et donc ug € Ef‘ = E_;. Finalement, (uz,u4) est une famille orthogonale de deux vecteurs non nuls de
E_; et donc une base orthogonale de E_; car dim(E_;) = 2.

(u3,uq) est une base orthogonale de E_.

I.A.3

I.A.3.1 Soit x € E.
Soit k € N. On a s(y) =y et s(z) = —z. Dons, s*(x) = s*(y) +s*(z) =y + (—1)¥z.
Soit alors n € N*,

1 11— (1" 1—(—1n

Sab) =2 ) W+ (N2 =yt g SrEm vt o

1
I.A.3.2 Quand n tend vers +00, S, (x) tend vers y. Maintenant, on sait que y = E(x—i—s(x)) (car x+s(x) =y+z+y—2)
et donc
. 1
Vx € E, lim Sy(x)==(x+s(x)).
n— 400 2
I.B

I.B.1 Une propriété concernant les normes.

I.B.1.1 Soient (a,b,c,d) € R* puis u = ae; + be, + cez + dey.
1
On a f(u) = Z((3a+ clJer + (3b+d)ex + (a+3c)es + (b+4d)ey) et donc

1
[l = ew)]|* = (a® + b* + c* +d?) — Te(Ba+t )2+ (3b+d)?+ (at3c)*+(b+3d)?)
1

3
6(6a2 + 6b? + 6¢? + 6d% — 12ac — 12bd) = g(a2 +b% +c?+d? —2ac —2bd)

((a—c)?+ (b—d)?).

| W —

Vu = aey +bez + ces + dey, [[uf® — [[((w)]|? = S((a—c)? + (b—d)?),

oo | W

et en particulier,

Vu € E, [[¢(uw)] < [fuf]. I
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1.B.1.2 Demwﬁwum:Hmu$%ua—ql+w—dﬁy:m@a:cab:d.

{u e/ [€(w)]| = Jul|} = Vect(e1 + e3,e2 + es).

1 1
~7 0 2 0
o 1o !
Matgz(l) — 14 = 1 4 1 4 . Les deux premiéres colonnes de cette matrice ne sont pas colinéaires et les

- o — 0

4 1 4 1

0 . 0o —

4 4

deux derniéres sont les opposées des deux premiéres. Donc, rg (Matg(£) — I4) = 2 < 4. On en déduit déja que 1 est valeur
propre de {. De plus, dim(Ker({ — Idg)) =4 —rg (Matg(£) — I4) = 2.

1 est valeur propre de { et dim(Ker({ — Idg)) = 2.

Remarque. Comme Ker({ — Idg) est sous-espace contenu dans {u € E/ [[£(u)|| = ||[u||} = Vect(er + e3, e2 + e4) qui est
aussi un sous-espace de dimension 2, on a Ker({ —Idg) ={u € E/ |[€(u)]| = ||u||} = Vect(e1 + e3,e2 + e4)

I.B.2 Réduction de ’endomorphisme {.

I.B.2.1 Aprés avoir échanger les colonnes 2 et 3 puis les lignes 2 et 3, un calcul par blocs fournit

%—x 0 % 0 %—x % 0 0 %—x % 0 0
o >-x o ! o o -x ! 3x o o
Xt = 1 4 3 4 = 1 3 4 4 = 4 4 3 1
- 0 Z—-X 0 - Z_X 0 0 0 o -Xx -
4 1 4 3 44 1 3 4 34
0 7l 0 Z-X 0 0 i a1 X 0 0 i a1 X

1
1.B.2.2 Matg({) — 214 = . Les deux premiéres colonnes de cette matrice ne sont pas colinéaires et

o Bl—= O b=
A= o A= o
o A= O A=
A= O A= O

1
les deux derniéres sont égales aux deux premiéres. Donc, rg (Mat 2() — 214) =2 < 4. On en déduit déja que 1 est valeur

1 1
propre de {. De plus, dim(Ker({ — EIdE)) =4 —rg | Matg(L) — 514 =2.

En résumé, x est scindé sur R et "ordre de multiplicité de chaque valeur propre de £ est égal a la dimension du sous-espace
propre correspondant. On sait alors que { est diagonalisable et donc E est somme directe des sous-espaces propres de { ou

encore
G et Gy 2 sont supplémentaires dans E. I
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1.B.3
1
I1.B.3.1 Soient x € E puis k € N. £¥(x) = *(y) + *(z) =y +

ZTZ.

I.B.3.2 Soient x € E et n € N*.
n—1
1 1 2 1
Ln(X) = E kgzo (y + 2kZ> =y + E <] — 211) Z.

1
Quand n tend vers +o0o, L (x) tend vers y. De plus, les égalités y +z = x et y + =z = {(x) fournissent y = 2£(x) — x.

2
Finalement
Vx € E, 1ir£ La(x) =28(x) — x.
1.C
I1.C.1
L L L L L
V3 V3 V3 V3 V3 V3
o L~ _1 o 4 11 1000
. V3. V33 V3. V3 V3 01 00
Tr: = :I4
LIRS E E f R H S H 0 100
Vi V3 V3 V3 V3 V3 0 0 01
L L L L
V3 V3 V3 Vi V3 V3
et donc
T € 04(R).
1.C.2
I.C.2.1 D’une part, t(e )—Le —]—(e +e )—Le - %s et d’autre part
.C.2. part, 1 \@1 7 3 4 31 31 p
t(s)—71 (e1—e +e)+7] (e1+ezx+es) = %e +i£
1 A3 1 2tes X3 1 2+ e 3¢ \/31-

Les vecteurs e et €1 sont unitaires et orthogonaux. Done, la famille (e, €1) est orthonormée. En particulier, cette famille
est libre. On en déduit que Fy est un sous-espace vectoriel de dimension 2.

1 2 2 1
t(F1) = Vect(t(e1),t(eq)) = Vect (\@m — \/;E] , \/ge1 + \/§£1> C Vect(eq,e71) et donc Fq est stable par t.

F1 est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2 et stable par t et (e, €7) est une base orthonormée de F;.

I.C.2.2 La matrice de t dans une certaine base orthonormée est une matrice orthogonale. On en déduit que t est un
automorphisme orthogonal de E.

D’aprés ce qui précéde, la restriction de t & F; est un endomorphisme de F; et donc un automorphisme orthogonal de Fy.
On a en particulier t(F;) = Fy.

Soit y € F, = F{. Montrons que t(y) € F2. Pour tout x de Fy, on a

(t(y)lt(x)) = (ylx) = 0.
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Donc, y € (t(F1))* = Ff‘ = F,. Ainsi, F, est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2 (dim(F;) = dim(E) — dim(F;) =
4 —2 =2) et stable par t.

e, et € sont orthogonaux & ey et £7. Donc e; et €, sont dans (eq,e1)™ = (Vect(er, e1))*+ = Ff = F,. De plus, la famille
(ez, €2) est une famille orthonormée et donc une base orthonormée de F,. Finalement,

F, est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2 et stable par t et (ez, €2) est une base orthonormée de F;.

I.C.3

I.C.3.1 %' = (e1,¢&1,ez2,¢2) est une base orthonormée de E et t est un automorphisme orthogonal. Par suite, T’ est une
matrice orthogonale.

2 2 1
On a déja t(er) = \}561 — \/gm et t(eg) = §e1 + \T3£1. D’autre part,

1 1 1
tler) = —=er+ —=(e3 —es) = —=ex + 1/ 5 €2,

V3

[SSII S

V3

et d’autre part

On en déduit que

cos(0)  sin(0) 0 0

, | —sin(6) cos(@) 0 0
1.C.3.2 T'= 0 0 COS(e) —Sll’l(e)
0 0 sin(6)  cos(0)

La matrice de t,f, dans la base (e7,e; est

s
V3 3 _ ( cos(—B) —sin(—0)

\/7 1 sin(—0)  cos(—0)
-3 %

d’angle —0. De méme, t /5, est la rotation d’angle 0.

) et donc t,r, est la rotation

I.C.3.3 On en déduit que

cos(k®)  sin(k0) 0 0

. ky _ | —sin(k8) cos(k8) 0 0
Vi € NY, Matgg: (t7) = 0 cos(k0) —sin(k0)
i cos(kO)

I.C.4 Soient w € R et n € N*.
e Siw € 2nZ, ((w) =mn. Dans ce cas, la suite ((n(w))

n’est pas bornée.

nenN*
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e Siwé¢2nZ,onae” £1et

1— einw einw/Z e—inw/Z _ einw/Z

_ " _ ein—Tw/2 sin(nw/2)
1 — elw elw/2 e—lw/2 _ plw/2 sm(w/Z) '

Cn(w) =

_ |sin(nw/2)| < 1
T sin(w/2)] ~ |sin(w/2)]

En particulier, |(n (w)]

La suite ((n(w)) est bornée si et seulement si w ¢ 2nZ.

nenNx*

I1.C.5

I.C.5.1 t/f, est un endomorphisme de F; et donc, puisque (£ (Fy), +, ., 0) est une R-algebre, T, /¢, est un endomorphisme

de F].
1.C.5.2
;)
[3 .

. N 2% _ o\ cos(kB)  sin(k0)
I.C.5.2.1 Soit k € N*. ( 5: ) —Mat(eha])(t'/‘ﬂ)< B > = ( “in(k6) cos(ke) ) (

Soit alors n € N*.

n—1 n—1
A 1 [ o Z cos(k0) % Z sin(k8)
(C)=(Zw) G- Ve a1
k=0 - Z sin (k) - Z cos(kO)
k=0 k=0

_ n n ( o )

n n

vneN*, U, = n "
_ In(Ga(0))  Re(Ca(0))
n n

1.C.5.2.2 0 n’est pas dans 27Z et donc la suite ((n(0))nen+ est bornée. Il en est de méme des suites (Re((n(0)))nen+ et
Re(Cn(e)) — lim Im((m(e))

(Im(n (0)))nens- Mais alors nHToo o Llm o =0 puis
lim To(y)= lLm <aRe(Cn(e)) + BIm(Cn(e))> el + (—OCIm(Cn(e)) + BRG(Cn(e))> €1 =0.
n— +oo n— +oo n n n n

\V/y € F]» nBIJIrloo Tn(y) =0.

I1.C.5.3 De méme, en remplacant 6 par —0, Vz € F,, lirf T.(z) =0 et donc pour tout x € E,
n—+oo

lim T,(x)= lim T,(y)+ lim T,(z)=0.

n—+oo n— +oo n—+oo

vx € E, lim T.(x)=0.

n— -+oo
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PARTIE II

II.A
II.A.1 Soient y € Ker({ — Idg) et z € E. On a £(y) =y et donc £*(y) = ¢~ '(y) = y. Par suite,

(yl(t —Ide)(z)) = (€ —Ide)*(y)lz) = (y —ylz) =0.

Ainsi, V(y,z) € Ker({ — Idg) x E, (y|(€ —Idg)(z)) = 0 ce qui montre que Ker(£ —Idg) C (Im(£ — Idg))™*.
Mais de plus, le théoréme du rang permet d’affirmer que

dim(Ker({ — Idg)) = dim(E) — dim(Im(£ — Idg)) = dim(Im(£ — Idg) 1),

et finalement

Ker(£ — Idg) = (Im(€ — Idg))*.

En particulier, Ker({ — Idg) et Im({ — Idg) sont supplémentaires.
II.A.2 Pour k € N, {¥(x) = *(y) + (51 (z) — €¢(z) =y + €51 (z) — €*(2) et donc pour n € N*,

n—1

Lab) =+ 3 (y+ 01 (2) — () =y + —(€(z) —2).

k=0

1
Vx €E, VneN* Ly(x) =y + T—L(E“(z) —z).

II.A.3 { € O(E) et donc Yn € N*, {™ € O(E). Par suite,

1 A + + 2
[Lien) -] < MO0 _ bul bl 2hul
n n n n

1
On en déduit que lim —({™(y) —y) = 0 et donc que
n—+oo N

Vx € E, lim L,(x)=vy.
n—+oo

Remarque. Ceci confirme le résultat de 1.C.5.3 car Ker(t — Idg) = {0} et donc Vx € E, y =0.
I11.B
I1.B.1 Soit x € E. D’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ et puisque f € B(E), on a

1012 = (F(IF* (x)) = (xIF(F(x))) < x| < [ G < (x| < (10

Ainsi, pour tout x de E, on a |[f*(x)||? < ||x|| x [|f*(x)|| (I). Maintenant, si *(x) = 0, on a ||f*(x)|| < ||x|| et si f*(x) # 0, on
a ||[f*(x)|| > 0 et apres simplification par ||f*(x)||, I'inégalité (I) fournit encore ||f*(x)|| < ||x||. Ainsi, ¥Vx € E, ||[f*(x)]] < ||x||
et donc

* € B(E).
I1.B.2 Soit x € E tel que f(x) =x. On a

1 () = 12 = [[f* G I* = 20F (e)l) + [Ix[1? = 1 ()12 = 20l (%)) + [[x]|12 = [[F* () |2 = 2(xPx) + x|
= I (I* — ||X||2 <0.
On en déduit encore que *(x) —x = 0 et donc que f*(x) = x. On a montré que Vx € E, f(x) =x = f*(x) = x et donc que

Ker(f —Idg) € Ker(f* —Idg). Maintenant, puisque f* € B(E), on a aussi Ker(f* —Idg) C Ker((f*)* —Idg) = Ker(f —Idg)
et finalement

Ker(f — Idg) = Ker(f* — Idg).
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I1.B.3 Redémontrons que si ¢ € Z(E), Ker(¢*) = (Im(¢))*. Soit x € E.

x € (Im(e))" & W EeE, (xloy)=0&Vy eE, (9" (x)ly) =0
& " (x) EET & ¢*(x) =0
& x € Ker(@™*).

On a donc Ker(f — Idg) = Ker(f* — Idg) = Ker((f — Idg)*) = (Im(f — Idg))*.

Ker(f — Idg) = (Im(f — Idg ).

En particulier, Ker(f — Idg) et Im(f — Idg) sont supplémentaires dans E.

I1.C

I1.C.1 Puisque x € Ker({ —Idg), on a {(x) —x = 0 et donc ¢2(y) — £(y) = {(y) —y. En prenant I'image des deux membres
de cette égalité par (¥, k € N, on en déduit que (52 (y) — (1 (y) = €51 — (¥(y) et donc la suite (€7 (y) — €5%(y))ken
est constante.

Soit maintenant n € N*.

n—1
My)=y+ ) () —y) =y +nlly) —y) =y +nx.
k=0

1
(L™ (y) —y). En particulier, puisque £ € B(E), on a

Mais alors pour tout entier naturel non nul n, x = —
n

! "y + 2
Ixl = 2 pen(y) -y < LWL 210
n n n

Quand n tend vers +o0o, on obtient ||x|| = 0. Ainsi, Ker({ — Idg) NIm({ — Idg) = {0} et le théoréme du rang montre que

E=Ker({ —Idg) & Im(£ — Idg).

I1.C.2 Le travail effectué en II.A s’applique alors intégralement. Tout vecteur x de E peut s’écrire de maniére unique sous
la forme x =y + {(z) —z avec y € Ker({ — Idg) et z € E. On a alors lirf La(x) =vy.
n— +0oo

PARTIE II1
(ele)

— e =
e

de E adaptée a la décomposition E = Vect(e) @ (Vect(e))*, o, coincide sur &’ avec la réflexion d’hyperplan (e). On en
déduit que

II1.1 o.(e) = e —2 — 2e = —e et si x est orthogonal a e, o.(x) = x. Ainsi, si 4’ est une base orthonormée

O, est la réflexion d’hyperplan (e)*.

En particulier, o, est un automorphisme orthogonal.
I11.2

II1.2.1 e est dans Im(£—Idg). Puisque { € O(E), la question II.A.1 permet d’affirmer que Im(£—Idg) = (Ker({—1Idg))* =
W et donc e est orthogonal & W.

I11.2.2 Puisque u ¢ W, on a e # 0. Ensuite, o.({(u) —u) = oc(e) = —e = —L(u) + u.

D’autre part, (£(uw) —ul(uw) +u) = [|€(u)]|?> — |[u)|*> = 0 car £ € O(E) et d’aprés la question II1.1, o (£(u) +u) = £(u) +u.
On a donc o (L(u)) — 0c(u) = —L(u) + u et 0(€(u)) + oe(u) = £(u) + u. En additionnant et en retranchant ces deux
égalités membre & membre, on obtient

oc(f(u) =u (et oe(u) =2(u)).
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II1.2.3 e Montrons que Vect(u, W) C Ker(oe o { — Idg).

Soit x € W. (0e0l—1Idg)(x) = 0e(l(x)) —x = 0e(x) —x = 0 d’aprés la question II1.1 car x € (Vect(e)) d’aprés la question
II1.2.1.

Ensuite, (e 0 —Idg)(u) = 0c(f(u)) —u =u —u = 0. Finalement, u et tout vecteur de W sont dans Ker(o, o { — Idg)
et donc Vect(u, W) C Ker(o, o £ — Idg).

e Montrons que Ker(o, o £ — Idg) C Vect(u, W).
Soit x € Ker(oe o€ —1Idg). On a donc o, (£(x)) = x puis £(x) = 05 ' (x) = 0e(x). On cherche A € R tel que x —Au € W. Or,
x—AeEWESLx—A)=x—A&SLUx) —x =ALl(u) —u) & £(x) —x = Ae.

Maintenant, 0¢(£(x) —x) = 0(€(x)) — 0e(x) = x — £(x) = —(£(x) — x). Ainsi, le vecteur £(x) — x est changé en son opposé
par o, et on en déduit que £(x) —x € Vect(e). On peut donc trouver A € R tel que £(x) —x = Ae et donc tel que x—Au € W.
En résumé, Vx € Ker(o. o€ — Idg), A € R/ x — Au € W ou encore Vx € E, (x € Ker(oe o —Idg) = x € Vect(u, W) ce
qui montre que Ker(o, o { — Idg) C Vect(u, W).

Finalement,

Ker(o, o { — Idg) = Vect(u, W).

Ainsi, £’ = 0. 0{ est un automorphisme orthogonal (car o, et { le sont) tels que dim(Ker(¢'—1Idg)) = 14+dim(Ker({—1dg)).

IIT1.2.4 Soit { est un automorphisme orthogonal distinct de Idg. On a W # E et donc k € [0,n — 1].
e Si k = n — 1, d’aprés la question précédente, il existe u € W tel que Vect(u, W) = Ker(oe o £ — Idg). Dans ce cas,

Vect (1, W) est de dimension n puisque u ¢ W et donc Ker(o. ol —1Idg) = E puis 0. ol = Idg et finalement £ = 0, = oe.
Ainsi, si k =n—1, £ est produit de 1 =n— (n —1) = n — k réflexions.

e Sinon k € [0,n — 2] et par récurrence, on dispose de vecteurs uj, ..., Un_x tels que u; ¢ Wet Vi € [2,n — k],
ui ¢ Vect(uy,...,ui—1, W) et Vect(uy, ..., un_x, W) = Ker(oe, _,0...00,, ol—Idg) avec Vi € [1,n—K], e; = £(ui) —u;.
On a alors dim(Vect(uy,...,un_x,W)) =n—k+k =mn et donc Ker(o., , 0...00¢, ol —1Idg) = E. On en déduit que
O¢,  ©0...00¢, of =1Idg puis que { = 0;1 0...0 G;Lk = 0¢, ©0...00¢, ,. L est encore une fois un produit de n —k

réflexions.

Avec la convention usuelle qu'un produit vide d’automorphismes est 'identité, le résultat reste vrai si £ = Idg et on a
montré que

tout automorphisme orthogonal £ tel que dim(Ker(£ — Idg) = k est la composée de n — k réflexions.
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