SESSION 2009
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE PC

MATHEMATIQUES 2

Partie I

I.1. Soit z € C.

1)11. n

+o00
L11.Vx € R, exp(—zx) = Y (TZ
n=0 '

Xz +00 (_”n

n _ 2n P

x" et exp (—?> = E il x“™. Ces deux séries ont un rayon de convergence
n!

. . n=0

infini.

I1.1.2. On sait que le produit de CAUCHY des deux séries entiéres ci-dessus a un rayon de convergence infini et que pour

(x,z) € C2,
+o00 +o0 +o0
(—1)kz* (-1t (k2 (=D
F(x,z) = < 0 xk> X <Z 5T x21> = <k+ _ T X S )x
+

k=0 1=0 n=0

o~ [E(F) (71)n72pzn72p (7])1, N 400 N E(3) 7])PZT1*2]3 N
- mo2p < aepr | T2 2vpln—2p)! |

n=0 \ p=0 b b n=0 p=0 p: P

(=1)° (="

A, est un polyndome de degré n et de coefficient dominant (—1)™ x . Par suite, pour n € N, H;, est

200(m—0)  n!l
un polynéme de degré n unitaire.

O (—1)pzl-2p
Pour z € C, Ho(z) =F(0,z) =1 puis Hy(z) = Z 2 [ ==

= 2"p!l(1—2p)

Vze C, Ho(z) =1 et Hi(z) =z.

1.1.3. Soit z € C. La fonction g : x — F(x,z) est dérivable sur R et que pour x € R, g'(x) = —(z + x)F(x, z). Par suite,
d +o00 +o00 +o00 +o00
™ (Z An(z)x“> =—(z4+x)F(x,z) = —(x+ z) Z An(z)x™ =— Z zAn (z)x™ — Z An(z)x™H!
n=0 n=0 n=0 n=0

+00 +o0
=—2Ao(z) = ) zAnp1 (X" =} An(zx™!
n=0 n=0

+oo

=—z— ) (2Ans1(2) +An(z)) X"
n=0
Mais on a aussi
d +o00 +o00 +o00 +o00
= (Z An(z)x“> = AT = Y DA XN = A(E) + ) (n+2)An (X
n=0 n=1 n=0 n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiére, on en déduit que pour n € N,
—2zAn11(2) = Anl(z) = (N 4+ 2)An2(2).
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On multiplie les deux membres de cette égalité par (—1)™(n 4 1)!. On obtient (—1)™(n + 2)!A,42(z) = (=)™ ' (n +
NzAn11(z) — (=1)™(n+1)!A,.(z) ou encore, en tenant compte de (—1)"+2 = (—=1)" et (n+1)! = (n+1) x n!, on obtient
Hny2(z) =zHni1(z) — (n+ 1)Ha(2).

Vze C,vneN, Hy 2(z) =zHn1(z) — (n+ 1)Hp (2).

Hz(z) = zH;(z) — Ho(z) = 2% — 1, puis H3(z) = z(z> —1) =2z =23 — 3z et Hy(z) = z(z> — 32) — 3(22 — 1) = z* — 62 + 3.

Vz e C, Ho(z) =1, Hi(z) =z, Ha(z) =22 — 1, H3(z) = 23 — 3z et Ha(z) = z* — 622 + 3.

I.2.

I.2.1. Vx € R, f(x) = e x"/2 puis f'(x) = —xe*'/2 = —xf(x) et " (x) = —e X2y x2eX7/2 = (x2 — 1)f(x). Donc pour
tout réel x,

f7(x) +xf'(x) + f(x) = (x* = 1) —=x? + 1)f(x) = 0.

Soit n € N. On dérive n fois I’égalité précédente et avec la formule de LEIBNIZ, on obtient pour tout réel x, f("+2)(x) +
(xf( 1) (x) + nf™) (x)) 4+ ™ (x) = 0 ou encore

Vx € R, f(M+2) (x) + xf 1 (x) + (n + 1)f(M) (x) = 0.

1.2.2. La fonction f ne s’annule pas sur R. Pour x réel donné, on divise les deux membres de I’égalité précédente par f(x)
et on multiplie par (—1)" = (—1)"*2 = —(=1)"*1. On obtient

Vx € R, Kny2(x) —xKni1(x) + (n+ 1)Ky (x) =0.

f(x —xf(x
Pour x € R, Ko(x) = % =Tet Ky(x) =— A () ) = x. Puisque R est infini, on a donc Hy = Ko et H; = K;. Montrons
X X
alors par récurrence que Vn € N, H,, =K.
C’est vrai pour n = 0 et pour n = 1 et si pour n € N, on suppose que H, = Ky, et Hyy1 = Kn4q alors Hyqo =

XHpi1 — (m+1H, = XKna1 — (n+ 1)K, = Kj 42, Le résultat est démontré par récurrence.

YneN, Hy =K,,. I

I.3. 1.3.1. Soit n € N. D’aprés la question 1.2.2, pour tout réel x on a Hpy1(x) = Knpq(x) = ————Ff( 1 (x) =

(—1)"+H1ex*/2£(n+1) (x). En dérivant, on obtient pour tout réel x

H g () = (= 1) Txex /20 () o (1)1 eX*/2£02) () = xHyy 41 (%) — Hin2(x) = (4 1) Ha (%)

VneN, H ;= (n+1)H,.

1.3.2. L’égalité est claire pour n =0 et n = 1. Soit n > 2. D’aprés la question précédente

H/ —XH] +nH, =n(n—1H,_2 —XnHp—1 +nHy =n(Hy = XHp1 + (n—1)Hu2) =0

¥neN, H! — XH/ +nH,, =0. I

I.4. Soit n € N. La formule de LEIBNIZ fournit pour x € R

A0 = (1R + 2010 (<5 ) (1)) (5 ) e
— (1" (H” H/ ]H —x2/4 x? — (1) H ]H —x%/4 x*
= (10" (20 = KM = 30 €74 Snl) = ()7 (<nHa(x] = 3Ha0) ) e/ 4 Xm0
2
= ) + S pnx),
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et donc

2 n+1
YneN, ¥x e R, o//(x) — ); Pn(x) =— 2+ on(x).
L.5.
I.5.1. Soit (p,q) € N2. La fonction HyHgf est continue sur R. De plus, puisque H, et Hq sont des polynoémes,
Hp (x)Hqg(x)f(x) = Hp(x)Hq(x)e_"z/2 =0 (x_2> d’aprés un théoréme de croissances comparées. On en déduit que

la fonction HpyHgf est intégrable sur R et donc que I, ¢ existe.

1.5.2. Soit (p,q) € N2. On note que Hpp1Hgef = (71)qu+1f(q+”.
Soient alors A et B deux réels tels que A < B. Les deux fonctions Hp41 et (@) sont de classe C! sur le segment [A, B]. On
peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

B B
|| Mot Mg 00700 = (197 [ My (01913 e = (1) <[Hp+1(xh*qwa]BJ‘ ;41(x)#q)(x)dx>
A A A A

B
=pmﬂmmummiqggﬂmmumwm

B
=—Hp11(B)Hq(B)f(B) + Hp1 (A)HG (A)f(A) + (p + 1)J'A Hy, (x)Hq (x)f(x) dx.

Quand A tend vers +oo et B tend vers —oo, —Hp11(B)Hq(B)f(B) + Hp+1(A)Hq(A)f(A) d’aprés un théoréme de crois-
+oo

sances comparées. Quand A tend vers +oco et B tend vers —oo, on obtient donc J Hp 1 (x)Hg1 (x)f(x) dx = (p +

—00

+o0
1)J' Hp (x)Hq (x)f(x) dx puis

—00

+00 +oo
Hp1 () Hg1 (x)f(x) dx = (p + 1) x (—1)P*9 J Hp (x)Hq (x)f(x) dx = (p + 1)1 q-

—00

Ip+1,q+1 — (,])(pHH(qH)J'

—00
Par symeétrie des roles de p et g, on a aussi Ip41,q+1 = (q+ 1)1 4.

Soient p et q deux entiers naturels tels que p # q. D’aprés ce qui précéde, (p+1)Ip, 4 = (q+1)1, ¢ et donc (p—q)l, g =0
puis I, g =0 carp—q #0.

D’autre part, pour p € N, Iy p41 = (p + 1)l p et donc pour p € N, I, , =pllpo = V2 pl.

v(p)q) € N27 I‘p,q — 6p‘q\/27'[p!.

Partie 11
2
II.1. Soit v € R. On note gy la fonction t — exp (—Ziﬂvt— ?> Puisque la fonction g est continue sur R et que
|gv| = f, la fonction g est intégrable sur R et donc F(v) existe.
+o00

Soit G: RxR — C de sorte que Vv € R, f(v) = J G(v,t) dt.

tZ —00

(v,t) — exp (—2i7wt — 7)

e Pour chaque v € R, la fonction t — G(x,t) est continue par morceaux sur R.
e Pour chaque x € R, la fonction x — G(x,t) est continue sur R.
2
e Pour chaque (x,t) € R?, |G(x,t)| < exp (7) = @o(t) o @p est une fonction continue par morceaux sur R et
intégrable sur R.

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales a paramétres, f est continue sur R.

f est définie et continue sur R. I
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I1.2. Avec les notations de la question précédente,
e Pour chaque v € R, la fonction t — G(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R.
e La fonction G admet une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable sur R? et

0G

t2
V(v,t) € R?, —V(v,t) = —2imt exp (—Zim/t — 7).

De plus,

. 0G .
- pour chaque v € R, la fonction t — — (v, t) est continue par morceaux sur R,

ov

- pour chaque t € R, la fonction v — — (v, t) est continue sur R,

2

t
(v, t)‘ = 27tlexp (——) = @1(t) ou @1 est une fonction continue et intégrable sur R

- pour chaque (v,t) € R? 5

0
T ov
car négligeable devant o +o0.

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres (théoréme de LEIBNIZ),

2

~ — +00 tz
f est de classe C! sur R et Vv € R, f/(v) = —ZiﬂJ t exp (—Ziﬂvt — —) dt.

—00

I1.3. 1I.3.1. Puisque deux des trois intégrales ci-dessous existent, la troisiéme existe et

+o0 tZ “+o0o tZ “+o0o tZ
J —t exp (—Zim/t — 7) dt = J (—2imv —t) exp (—Zim/t — 7) dt + 2i7T’VJ' exp (—Zim/t — 7) dt

—00 —00 —00

2 +o00 N N
= [exp (—2i7wt - %)} + 2imevf(v) = 2imevf(v)

tz
car |exp ( —2imvt — —) ‘ (——) et donc lim exp (—Ziﬂvt — —) =0.
t—+oo 2
Par suite, pour v € R, f/(v) = 2im x 2invE(v) = —4m>vi(v).

Vv € R, f/(v) = —4m2vi(v).

R +o00 2
11.3.2. f(0) = J exp (—%) dt = V27 puis

Vv eR, F(v) +4m2vE(v) =0 = W € R, e2™ Y F/(v) + dndver™ Y F(v) = 0
Y - -
= Vv eR, (eanvzf) (v)]=0= Vv eR, ez"zvzf(v) =¢e°f(0)

= Vv eR, 1?(\/) —V2me Y,

Vv eR, f(v) = v2n e 2V I

Partie 111

II1.1.
II1.1.1. On note tout d’abord que f est décroissante sur R* et croissante sur R

A A
Soit alors n € N tel que n > I Soit x € [—A,A]. Alors x + 2nm > —A + 27'[% = 0. Ainsi, la fonction x + 2n7 est

croissante sur [—A, A] a valeurs dans [0, +oo[ et f est décroissante sur [0, +oo[. On en déduit que la fonction x — f(x+2nm)

est décroissante sur [—A, Al.

A
De méme, x —2nm < A — 27'[2— = 0. Ainsi, la fonction x — 2n7 est croissante sur [—A, A] & valeurs dans | — 0o, 0] et f est

T
croissante sur ] — 0o, 0]. On en déduit que la fonction x — f(x — 2n7t) est croissante sur [—A, Al.

IT1.1.2. On en déduit que pour x € [—A, A],

A2
0 < fx — 2n71) + f(x + 2n71) < f(A — 2n70) + F(—A + 2n7) = 2exp (—M).
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Pour n € N, posons alors |[un||ec = sup [un(x)]. Puisque chaque u,, est une fonction continue sur le segment [—A, A],

x€[—-A,A]
: e . . (2nm— A)?
chaque ||un||o existe dans R. De plus, d’aprés la question précédente, pour n grand on a ||un|jec < 2exp ——
1
et en particulier [unlls = o (—2) Ainsi, la série numérique de terme général ||un||c converge ou encore
n—+oo n:

la série de fonctions de terme général u, converge normalement sur [—A, A].

IT1.2. 1IIL.2.1. En particulier, pour tout A > 0, la série de fonctions de terme général u, converge simplement sur
[—A, A] et donc la série de fonctions de terme général w,, converge simplement sur R.

II1.2.2. Soit A > 0. Chaque u,, est continue sur [—A, A] et la série de fonctions de terme général u,, converge normalement
et donc uniformément vers U sur [—A, Al.
Par suite, pour tout A > 0, la fonction U est continue sur [—A, A] et donc

la fonction U est continue sur R. '

IT1.2.3. La fonction f est paire et donc la fonction ugp est paire. Ensuite, pour n € N* et x € R,

Un (—x) = f(—x — 2nm) + f(—x + 2nn) = f(x + 2nm) + f(x — 2nm) = wy (x).

Ainsi, chaque fonction u,, est paire. On en déduit que chaque fonction U;, est paire en tant que somme de fonctions paires.
Soit alors x € R.

U(—x) = lim Unp(—x)= lim Ux(x)=U(x).

n— +oo n— +oo

On a montré que

la fonction U est paire. I

I11.2.4. Soient n € N et x € R.

n—1
U, (x+27) = Z f(x+2m—2km) = Z fx—2(k—1)71) = Z f(x —2k7t) = Un (x) + f(x+2(n+ 1)) — f(x — 2n).
k=—mn k=—m k=—(n+1)

Quand n tend vers +oo, x étant fixé, f(x +2(n + 1)m) et f(x — 2nm) tendent vers 0. Par suite, quand n tend vers +o0o & x
fixé dans I’égalité précédente, on obtient U(x + 27t) = U(x). On a montré que Vx € R, U(x + 27t) = U(x) et donc que

la fonction U est 27-périodique. I

II1.3. IIL.3.1. La fonction U est 27-périodique et de classe C! sur R. D’aprés le théoréme de DIRICHLET, on sait que la
série de FOURIER de U converge vers U sur R.

—|— Z an (W) cos(nx).

I11.3.2. Soit (k,n) € N2

g k T k n—2lm
J Uy (x) cos(nx) dx = ) J f(x — 2U7) cos(nx) dx = ) J f(t) cos(n(t + 2km)) dt
—7T =KV =k V=2l
k (21-1) 2k+1
= J f(t) cos(nt) dt = J f(t) cos(nt) dt.
- eunn —(2k+1)
II1.3.3. Soit (k,n € N2.

J U(x) cos(nx) dfo' Uy (x) cos(nx) dx| < J [U(x) — U (x)] x |cos(nx)| dx < 2t sup |U(x) — Uk (x)|.
—7T —7 —7t x€[—m,m]
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Puisque la suite de fonctions de terme général U,, converge uniformément vers U sur [—7t, 7t] d’aprés la question I11.1.2,
cette derniére expression tend vers 0 quand k tend vers +oco & n fixé. On a montré que

us

vneN, lim J'7T Uy (x) cos(nx) dx :J U(x) cos(nx) dx.

k—+oo J_ o

+o00

- (2k+1)

Comme d’autre part, Vk € N, J Uy (x) cos(nx) dx = J f(x) cos(nx) dx, on en déduit que J f(x) cos(nx) dx
—7T —(2k+1)7 —0o0

est une intégrale convergente et que

Jﬂ U(x) cos(nx) dx = lim JT[ Uy (x) cos(nx) dx = lroo f(x) cos(nx) dx.
— k— +o0 —

I11.3.4. Soit n € N.

s 1 +o0
an(U) = —J U(x) cos(nx) dx = ;J f(x) cos(nx) dx

[ )l o)
([ (e %) ) - ()

x V27 e 27 (-n/2m)? (d’apres la question I1.3.2)

-+

On en déduit encore
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