SESSION 2009
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 1

Partie I : Etude de la fonction ¢

1.1/ Etude des fonctions d et &

1.1.1/ La fonction d est dérivable sur [0, +oo[ et pour t € [0, +ool, d’(t) = 1 —sint. La fonction d’ est positive sur [0, +oo[

et donc la fonction d est croissante sur [0, +oo[. On en déduit que pour t > 0, d(t) > d(0) = 0 puis que T —cost < t et

1—cost 1—cost
enfin que — < 1. D’autre part, pour t >0, on a — > 0 et finalement

vwo,o@‘%“@

1.1.2/ La fonction & est dérivable sur [0, 4o00[ et pour t € [0, 400, §'(t) =t —sint. Il est connu que pour t > 0, sint < t.
On en déduit que la fonction &’ est positive sur [0, 400l puis que la fonction & est croissante sur [0, +oo[. Par suite, pour

1—cost 1 1—cost
t>0,6(t) > 6(0) =0 et donc _—cost < 7 D’autre part, pour t > 0, on a oot > 0 et finalement

t2 t2
1—cost 1
Vt>0,0< —a < 7
1.2/ Existence de la fonction ¢ sur [0, +oo[
. 1 —cost . e 1 .
La fonction t — —a est continue sur 0, +oo[, prolongeable par continuité en 0 (par z) et dominée en +o0o par la
1 1 —cost

fonction t — z qui est intégrable sur un voisinage de +0co. On en déduit que la fonction t — 2 est intégrable sur
10, 4+o0l.

. . I —cost ., . T—cost .,
Soit alors x € [0, +oo[. La fonction t — Te Xt est continue sur ]0, +oo[. De plus, pour t > 0, 0 < Te xt L
1 —cost 1 —cost 1 —cost
—a Comme la fonction t — —a est intégrable sur ]0, +oo[, il en est de méme de la fonction t +— Te"‘t.
Finalement

Pour tout réel positif x, @(x) existe.

1.3/ Limite de la fonction ¢ en +oo[

1.3.1/ Soient x7 et x, deux réels tels que 0 < x1 < x2.
1—cost

tz (e—X]t

Pour tout réel t > 0, e X1t > e *2' et donc — e *2%Y) > 0. Par positivité de I'intégrale, on en déduit que

@(x1) — @(x2) = 0. On a montré que

la fonction ¢ est décroissante sur [0, +ool.

D’autre part, la fonction @ est positive sur [0, +oo[. Ainsi, la fonction ¢ est décroissante et minorée par 0 sur [0, +oo[. On
en déduit que la fonction @ a une limite réelle quand x tend vers +o0o et que cette limite est positive.

1—cost e xt
1.3.2/ Soit x > 0. D’aprés la question 1.1.2/, pour tout t > 0, on a 0 < %e"‘t < 5 et donc, par croissance de
Iintégrale
+00 e xt 1
0<p(x) < dt = —.
S e
1
Comme 7 tend vers 0 quand x tend vers +oc0, le théoréme des gendarmes montre que
X
lim @(x) =0.
X— +o00
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1.4/ Caractére C* de la fonction ¢

1.4.1/ Soit @ : [0,400[x]0,400[ — R
1—cost
2
e Pour chaque x € [0, 400, la fonction t — ®(x,t) est continue par morceaux sur ]0, +ool.

e Pour chaque t €]0, +ool, la fonction x — ®(x,t) est continue sur [0, +ool.

1—cost . 1 —cost . . .
—a g —a - ©o(t) ou la fonction g est continue et

—xt

(x,t)

e Pour chaque (x,t) € [0, +00[x]0, +oo[, |®(x,t)] =
intégrable sur ]0, +oo[ d’apreés la question 1.2/.

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales a paramétres,

@ est continue sur [0, +ool.

1.4.2/ Soit a > 0.
e Pour chaque x € [0, +o0l, la fonction t — ®(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0, +ool.

e La fonction @ admet une dérivée partielle par rapport & sa premiére variable sur [a,+oo[Xx]0,+oo[ et V(x,t) €

GIO) 1—cost
la, +00[x]0, +ool, a(x,t) = —%e*"t. De plus,

]
- pour chaque x € [a,+oo[, la fonction t — a—(x,t) est continue par morceaux sur ]0, +ool.
X

GL0)
- pour chaque t €]0, +ool, la fonction x — —(x, t) est continue sur [a, +ool.

0x
- pour chaque (x,t) € [a, +o0[x]0, +o0[, d’aprés la question 1.1.1/,

K(X»t) =1 Tt e =g (t).

‘ 00 ’ 1 —cost
= e
ot la fonction @1 est continue par morceaux et intégrable sur ]0, +ool.

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres (théoréme de LEIBNIZ), @ est de classe C' sur [a, +oo[ et
la dérivée de @ s’obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout réel strictement positif a,

1 , Tl —cost
@ est de classe C' sur ]0,+oo[ et Vx >0, @'(x) = — fe dt.
0
T 1 —cost oo 1 1
1.4.3/ Soit x > 0. |@'(x)| = J' — e *tdt g J e *' dt = — et comme lim — =0, on a montré que
0 t 0 X X—+00 X
. 12 _
i, 900 =0

I.4.4/ Soit a > 0. En plus des résultats de la question 1.4.2/, la fonction @ admet une dérivée partielle seconde par

2
rapport & sa premiére variable sur [a, +o0o[x]0, +oo[ et V(x,t) € [a, +o0o[x]0, +o0l, F(X’t) = (1) cost)e *t. De plus,
X
2
- pour chaque x € [a,+oo[, la fonction t — F(X’ t) est continue par morceaux sur ]0, +ool.
X
. 20 .
- pour chaque t €]0, +o0[, la fonction x W(X’ t) est continue par morceaux sur [a, +ool.
X
LRI 1—cost
- pour chaque (x,1t) € [a, +oo[x]0, +ool, F(X’t)‘ = %e—xt < 2e 9t = (s (1)
X

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, @ est de classe C? sur [a, +oo[ pour tout a > 0 et donc sur
10, +ool et sa dérivée seconde s’obtient par dérivation sous le signe somme.

+oo

@ est de classe C? sur ]0, +oo[ et Vx >0, ¢ (x) = J (1 —cost)e ™' dt.
0

1.4.5/ Soit x > 0. La fonction t — e ** est intégrable sur [0, 400l car continue sur [0, 400l et négligeable en +oo devant

- Mais alors, la fonction t — (cost)e *t est intégrable sur ]0, +oo[ en tant que différence de deux fonctions intégrables

sur ]0, +ool.
+o00 1

On a déja J e ' dt = —. D’autre part,
0 X
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+00 +o0 ) el—x+i)t +oo el—x+i)t 1
J (cost)e™' dt = Re (J el X+t dt) =Re [7} =Re ( lim — — >
0 0 —x+1 |, totoo —x+1 —Xx+1

1 e(—x+i)t e xt
= Re (ﬁ) (car Xt V2T ot 0)
x+1 X
=R = .
¢ (xz + 1> X241
Finalement,

V>0, @f(x) = + - X
i x X241

1 2
1.4.6/ Donc, il existe C € R tel que ¥x > 0, ¢’(x) = In(x) — 5 In(x*>+1)+C==1In ( X ) + C. De plus, d’aprés la

question 1.4.3/, 1in{1 ¢@’(x) =0 ce qui fournit C = 0.
X— +00

1
Vx>0, ¢’(x) =1In(x) — 3 In(x? +1).
En particulier, lir% @' (x) = —oo. Ainsi, @ est continue sur [0, +oo[, de classe C' sur ]0, +oo] et 111% @’(x) = —o0. On sait
xX— x—
alors que @ n’est pas dérivable en 0.

1.5/ Expression explicite de la fonction ¢

1.5.1/ xIn L =—xhh(1+— —xxl——l Donc
e x24+1) x2 X

2
1.5.2/ Jln(x2+1) dx :xln(xz—H)—Jxﬁ dx :xln(XZ—I—U—ZJ
1.5.3/ D’apreés les questions 1.4.6/ et 1.5.2/, il existe C € R tel que

x2+1-1

2 dx = xIn(x* +1) —2x + 2 Arctanx + C.

1 2
Vx>0, o(x) = (xInx —x) — 3 (xIn(x? +1) — 2x + 2 Arctanx) + C = gln (XZXT) — Arctanx + C.

D’aprés la question 1.2/, lim @(x) = 0 et donc, d’aprés la question 1.5.1/, 0 = 0 — g + C. Par suite, C = g puis pour

X— +00

x > 0,

e(x) =x <lnx %ln(x2 + 1)) — Arctanx + g =x <1nx %ln(x2 + 1)> + Arctan <%)

T 1 _cost

0 t2

Vx>0, o(x) = J e Xt dt=x (lnx l1n(x2 + 1)> + Arctan <%>

2

1.5.4/ Puisque la fonction ¢ est continue en 0, quand x tend vers 0 on obtient ¢(0) = 5

T 1 _cost

T

Partie II : Etude de ’existence de ],

us . m
IL.1/ Btude de Jz (Smtt) dt
0
(sint)™

Soit m € N*. La fonction t —

. U
est continue sur }0, 5 [
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sint)™ sint)™
De plus % o tm~1 et on en déduit que la fonction t — % se prolonge par continuité en 0 puis que la
t—
(sint)™

fonction t — est intégrable sur }O, E} Ainsi, pour tout entier naturel non nul m, J,, existe.

I1.2/ Etude de J;

1
Soient a et A deux réels tels que 0 < a < A. Les deux fonctions t — 1 —cost et t — 3 sont de classe C! sur le segment

[a, A]l. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

A1 —cost 1—cost]? Asint 1—cosa 1—cosA Asint
— dt=|—— + — dt= - + — dt.
ot o Ja t a A ot
1 —cosa a’?/2  a 1 —cosa 1 —cosA 1 —cosA
Or ——— ~ —/ = 2 ¢t done lim — 2% — 0. D’autre part, T8 < — et donc  lim ST )
a a—0 a 2 a—0 a A A A— 400 A
) T gint T 1 —cost )
Quand a tend vers 0 et A tend vers +o00, on obtient J < dt = J' = dt. On a montré que J; est une intégrale
0 0

convergente et que

I1.3/ Etude de ’existence de Iy
+oo 1
Sik:O,Ik:J T dt=+oo.

us
2

7
Soit k un entier relatif non nul. Soit A > —. Une intégration par parties fournit

2
JA eikt it eikt A . 1 JA eikt it 1 eikA eikm/2 +J,A eikt it

x t ikt |- ik Jx t2 ik A /2 ~ t2 '

2 2 2 2
ikA 1 1 [eikA  gikm/2 oikm/2 ikt

Maintenant, | ——| = — et donc lim — — = —- . Ensuite, la fonction t — —— est continue sur
A A A= Foo 1k( A /2 ) ikrt/2 t2
ikt

dt existe dans C.

T 1 T
[—, 400 [, est dominée par — en 400 et donc est intégrable sur {—,+oo [ En particulier, Alim

2 t2 2 S¥eo t2

A ikt
Finalement, lim J' n dt existe dans C ou encore Iy est une intégrale convergente.

A—+o0 |
Ik est une intégrale convergente si et seulement si k € Z*. I

2
I1.4/ Etude de la nature de J,,

I1.4.1/ Soient m € N* et x € [gﬁroo {

Jx M 1 Jx (et —e—it)m

1 m m x eiktefi(mfk)t
- (zumkz<k>J .

=0

1 = /m
2™ ]; <k>12km(x)'

=0

N

s
2

I1.4.2/ Soit p € N. Vk € [0,2p + 1], 2k — (2p + 1) # 0 et donc chaque intégrale I, (2,41) est une intégrale convergente

+oo Zp+1 7 (sint)?PH!
) dt. D’autre part, J ( Jz
0

int
d’apres la question I1.3/. Il en est de méme de lintégrale J (sin dt est une

7T

2

intégrale convergente d’aprés la question II.1/. Finalement Jop 41 = dt est une intégrale convergente.

Vp € N, I'intégrale J,, 41 existe. I
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m
11.4.3/ Soit p € N*. Dans la somme Z <k> Iok—2p(x), un et un seul terme diverge quand x tend vers +oo, le terme
obtenu pour k = p. La somme est donc:divergente quand x tend vers +o0o. On en déduit que l'intégrale J,, diverge. De

(sint)??

plus, comme la fonction t — — est positive, Jp = +o00.

Vp € N*, ]2 = +o0. I

Partie III : Calcul de ],

II1.1/ Un développement de Fourier

II1.1.1/ Soit x € R \ nZ. La fonction hy est 27m-périodique, continue par morceaux sur R. On peut donc calculer ses
coeflicients de FOURIER.

Pour t €] — 7, 7t[, hye(—t) = cos (%(—t)) = cos (%t) = h,(t). De plus, hy(—m) = hy(7) par 27-périodicité. Toujours par
2m-périodicité, la fonction h, est paire. On en déduit que ¥Yn € N*, b, (hy) = 0 et que

us

an(hy) = %J': hy(t) cos(nt) dt = % J: cos (%t) cos(nt) dt = %J'o (cos ((% + n) t) + cos ((:—t - n) t)) dt

(G em) ()9

== X + X (car x ¢ Z)
—+n ——n
T T 0
_sin(x+mnm) | sin(x —nm)  (—1)"2xsinx
- x+nm x—nm  x2—n2n?
—1)"2xsi
W e N, an(hy) = S v N b ().

X2 — 272

II1.1.2/ Montrons que la fonction hy est continue sur R. hy est déja continue sur chaque ] — 7w+ 2km, t+ 2k, k € Z. De
plus, hy(—7t") = hy () = hy(m) = hy(—m) et donc hy est continue en —7t puis sur R par 27-périodicité.

Ainsi, la fonction h, est 2m-périodique, continue sur R, de classe C' par morceaux. D’aprés le théoréme de DIRICHLET,
la série de FOURIER de h, converge vers h, sur R. En particulier, pour x = 0,

alhy) & ) sinx = (—1)"2xsinx
1=h,(0) = 5 +T;(an(hx)cos(n><0)+bn(hx)s1n(n><0)): ~ +HZ:1 gy

En particulier, la série considérée converge.

Vx € R\ nZ,

“+o00
sin x Z “2xs1nx
— x2—n22

II1.2/ Etude d’un procédé de calcul

II1.2.1/ La fonction f est continue sur le segment [—1, 1] et donc est bornée sur [—1, 1]. Soit M un majorant de 1 a fonction
If| sur [—1,1].

I f (sint 1 2M 2M
Mdt<7r><l\/l><7t = . Comme lim
Zi(n—1)m t +(n_])7-[ n—1 n—+oo 2n — 1

2

v =0

II1.2.2/ Soit n € N*. En posant x = t — n7, on obtient

=0, on a montré

Soit n € N*, |yn| < J

que

= dx (car f est impaire).
X +nm x+mnm

Yn:J'j f (sin(x 4+ n7)) a (*UHJY f (sinx)

s il
2 2
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En posant y = —x, on a aussi

~2 f(sin(—y))

ey dy (car f est impaire).

Yo = (-1 |

NI

Par suite,

1 1((% (=1)"f(sint) JE‘ (—1)™f (sint) JE‘ (—1)™t f (sint)
= _ = — -~ dt - dt | = ——— dt
¥n 2(YT‘L+YT‘L) 2 <J% t+nm + 7% t—nm 7% tz—nZTE
T (—1)"2t f(sint —1)™f (sint
= J' % dt (car la fonction t — % est paire).
0 2 —n?mn 2 —n?mn
vn € N* yn = uy,. I
. us » ) 2tsint . '
II1.2.3/ Sit e ]O, 5 [, la série de terme général (—1 )“m converge d’aprés la question I11.1.2/. Il en est de méme

de la série de terme général u, (t). D’autre part, la série de terme général wu,, (0) = O converge. Finalement, pour tout réel
T
te [O, E] , la série de terme général u, (t) converge.
* ™ 2 2.2 ™2, o Tier 12 122 :
I11.2.4/ e Pour n € N* et t € [O, E}, tc —n m” < (E) — 1% < 0 et en particulier, t —n<m* # 0. Donc chaque fonction

. us . . . g . . )
U, est continue sur [O, z} en tant que quotient de fonctions continues sur [O, z} dont le dénominateur ne s’annule pas

sur {O, g} .

e Montrons que la série de fonctions de terme général u, converge normalement sur [O, z} M désigne toujours un

majorant de la fonction |f| sur [—1,1].

T 2t|f(sint ™
Soit n € N*. Pour tout t € [O, z}, [un (t)] = zlﬂ(z t)zl < 5. Comme la série numérique de terme général
n p—

T
n2m2 —

4
™

5 converge, on a montré que la série de fonctions de terme général u, converge normalement et donc uniformé-
s
n?n? — —

ment sur [O, g}

T T 7
Mais alors, S est continue sur [O, z} en tant que limite uniforme sur [O, z} d’une suite de fonctions continues sur [O, z}

T
S est continue sur [O, z]

N

II1.2.5/ Puisque la fonction S est continue sur le segment [O, g}, Iintégrale J S(t) dt existe. Puisque la série de

fonctions de terme général u,, converge uniformément sur le segment [O, E}’ un théoréme d’intégration terme & terme

fad
2

permet d’affirmer que la série de terme général y,, = J un (t) dt converge et que
0

+o00

L S(t) dt = Z Y.

=1

N

s

II1.2.6/ Soient A > >

7
+ 7 puis na le plus grand des entiers k tels que 5 + kmt < A clest-a-dire na = E — e N*.

A . nA T4k . A . nAa A :
J’ f(sint) dt:ZJ' f(51tnt) dt+J' f(sint) dt:ZYk+J f(sint) dt (%),

g ¢ k=1 J3+(k-T)7 Finam b k=1 Fonn b
Or
JA flsint) <JA flsint)] 4 (A= (Z+nan)) x e M
Zynam b Tinam t 2 7 +MaAT
<X =5 M < M = M :
§+TLA7T na+1 " 2A-1)+1 2A-1
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dt =0. Comme lim mna = +oo, en faisant tendre

Puisque lim ——— =0, on en déduit que lim
A— +o00

M JA f(sin t)
A— 400 ZA — 1 A= 400

%-F'H.ATE
o f (sint)

A vers +oo dans I’égalité (x), on obtient la convergence de l'intégrale J dt (car la série de terme général yy

ad
2

converge d’aprés la question II1.2.5/) et

II1.2.7/ Puisque f est dérivable en 0 et impaire, on a f(u) = f(0) + f'(0)u+ o(u) = f'(0)u + o(u) et donc f(sint) o
u— -
f(sint f(sint
f/(0)(sint)+o(sint) = f'(0)t+o(t). On en déduit que les deux fonctions g : t (s1tn ) eth: t— (Ss.lnt ) se prolongent
in

par continuité en 0 en posant respectivement g(0) = f’(0) et h(0) = f’(0). Les fonctions g et h étant d’autre part continues

T T 2 f(sint ? f(sint
sur ]O, E}, ces fonctions sont intégrables sur ]O, z] En particulier, les intégrales J' M dt et J' (Lnt) dt sont des
0 0 Sin

intégrales convergentes.

“+o00 f(sint
II1.2.8/ D’apres les questions II1.2.6/ et I11.2.7/, I'intégrale J (sint) dt est convergente. De plus,

0

+00 . % . % +00 .
J f(s1tnt) dth f(sint) dt:J' f(sint) (% .1 ) dt—l—J f(sint) dt

0 0 sint 0 t

0 t sint
T ) 1 1
Pour t € ]O, —}, posons X(t) = f(sint) [ — — —— ] + S(t).
2 t sint
1 1 int—t t3/6 t 1 1
Quand t tend vers 0, — — — = S - ~ é = —. Par suite, lim [ — — —— ] = 0. D’autre part, puisque la fonction
t sint tsint t 6 t=0\t sint

T
2

donc par continuité en 0 en posant X(0) = 0.

S est continue sur [O, ] d’aprés la question 11.2.4/, tlirr(l) S(t) = S(0) puis %irr(l) Y (t) = S(0) = 0. La fonction X se prolonge
- —

t£0

f(sin t) (1 _ L) FS[t)site }o, g]

t sint

dt = J% I(t)dtouVvte [O, —} JE(t) =

En résumé, J'
0

0

sint

+00 . s .
f(sint) dt—Jz f(sint)
0

T
La fonction X est continue sur [O, z]

. “+o00 .
7] sint 2tsint
Plus précisément, d’apreés la question I111.1.2/, Vt € }O }, ot + E (71)“ti =1 et donc aprés multiplication

2l T e
f(sint) m f(sint) < 2tf(sint)  f(sint) . 7 f(sint)
des deux membres par . vt € ]O,z], n T; oIl st puis Vt € }0, z}, () = .
f(sint) & 2tf(sint
(:;Tt ) + T; % = 0. Ceci reste vrai pour t = 0 par continuité de £ en 0. Finalement,

dt.

T f(sint) 2 f(sint)
J t dt_J

o sint

0

II1.3/ Application au calcul de Jyp11

II1.3.1/ On applique les résultats précédents a la fonction f = 1d,;_y 7. f est bien définie et continue sur [-1, 1] & valeurs

+ f(sint +% gint 2 f(sint z
réelles, impaire et dérivable en 0. Avec ce choix de f, J (sint) dt = J' st dt=17; et J (S,m ) dt = J dt = E
0 t 0 t 0 sint 0 2
D’aprés la question I11.2.8/, on a
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I11.3.2/ On applique cette fois-ci les résultats précédents & la fonction f définie par Vt € [—1,1], f(t) = t3. f est bien
définie et continue sur [—1, 1] & valeurs réelles, impaire et dérivable en 0.

+00 . +00 (o3 3
J f(sint) gt — J' (sint)
0 t

dt = J3 et d’autre part,
0

J'z f(s.lnt) dt = JZ sin? t dt = lJ'z (1 —cos(2t)) dt = T
0 sint 0 2 0 4

On en déduit que

I
]121-

I11.3.3/ Soit p € N. On applique maintenant les résultats précédents a la fonction f définie par Vt € [—1,1], f(t) = t2P*1,
f est bien définie et continue sur [—1,1] & valeurs réelles, impaire et dérivable en 0.

Toujours d’aprés la question 11.2.8/, on a

jus

+o0 f(sint T f(sint 2
J2pt1 = J' (sint) dt = J (S,m ) dt = J' sin?P t dt (intégrales de WALLIS).
0 t 0 sint 0

T
Pour p € N, posons I, = J sin?P t dt. On a Iy = 5 puis pour p € N, une intégration par parties fournit
0

[N B
N

Iy = J sint x sin??PTt dt = [— cos tsin?P*! t]f + (2p + 1)J cos? tsin?P t dt
0 0
%
= (2p+1)J (1 —sin? t)sin®? t dt = (2p + 1)(I, — L,11),
0

et donc

2p +1

VPEN, Ip+]:mp

On en déduit que pour p € N*,

-1 2p—
P Xp 3)(...)(

1 2p)x2p—1) x...x2x1
2p 2p—2 2

7T
o= o D x %2 (2

~ (2p)!
- 22pp!2

I, =

ce qui reste vrai pour p = 0.

VEN, Jopi1 = 5555 X
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