SESSION 2010
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE PC

MATHEMATIQUES 1

PARTIE I
A)

8§—A 4 —7
1) x¢=| -8 —4-A 8 :(1-)@’
0 0 1—A
trois valeurs propres simples & savoir 0, 1 et 4 et on sait que f est diagonalisable.

8§—A 4

8 a1 ‘ = (1—=A)(A2 —4A) = —A(A—1)(A—4). Par suite, f admet

2) Soit v = (x,y,z) € R3.
& +4y—-7z=0 2= 0
evelEy=Ker(f)e ¢ —8x—4y+82=0 <:>{ yi—Zx . Donc Eg = Vect(vq) ou vy = (1,-2,0).

z=0
X—z= 4y
- 7x+4y —7z=0 T 7 y=0 _ S
evekl, —Ker(f—Id)(:){ 8x—5y+82—0 & 5 (:){ .2 . Donc E7 = Vect(vz) ouvy = (1,0,1).
Xx—z=—3y
4x+4y —-72=0 S
eveEs=Ker(f—4ld) &< —8x—8y+8z2=0 (:){ B N . Donc E4 = Vect(v3) ou vz = (1,—1,0).
z=20 o

Dans la base & = (v1,v2,v3), la matrice de f est D = diag(0, 1,4).

1T 1 1
3) Soit m > 1. Les formules de changement de bases permettent d’écrire A = PDP~! ot P = ( -2 0 -1 ) et donc

en notant %, = (e1, ez, e3) la base canonique de R3,

A™ =matg(f™) =P x matg, (f™) x P~! = PD™P~!.
vy =e; — 2ez e = —Vvi +v3 e = —Vvi +v3 -1 -1 1
4) v,=e1+e3 & er=—vi+2vz & e =—vy +2v3 . Donc P! = 0 0 1 puis pour
V3 =e] — e e3 =Vy — e e3 =V +vy —2v3 2 1 -2
m>=1,

mat g, (f™) = A™ = PD™P"!

T 1 1 00 0 -1 -1 1
= -2 0 -1 01 0 0 0 1
0o 1 0 0 0 4m 2 1 =2
01 4m -1 -1 1 2x4m™  4m 2 x4™ 41
=10 0 —4m 0o 0 1 =| —2x4m™ —4m 2 x4m .
0 1 0 2 1T =2 0 0 1

2x4m 4m —2><4m+1)

Vm}],matggo(fm)z(ZxN" 4m 2 x4m

0 0 1
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5) Soit M = (mij)igij<3 € #3(R).

mi 1 mi2 MMy 3 0 0 O 0 0 O mi 1 mi2 MMy 3
MD =DM & mzq7 M2 M23 01 0 = 01 0 mz1 M22 M23

ms3 1 m32 MmM33 0 0 4 0 0 4 ma3 q m32 MmM33
0 mip 4my3 0 0 0

S 0 myy 4ma3 | = mz1  M22 M23
0 ms 2 4m3,3 4m3,1 4m3,2 4m3,3

S M2 =M1 3="M21]=M23=M371] =M3> =0

& M e 25(R).

Les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales. I

6) Soit H € .#3(R) telle que H* = D.

HD =H x H> = H3> = H? x H = DH.

7) Si H? = D alors H et D commutent d’aprés la question 6) et donc H est une matrice diagonale d’aprés la question
5). Réciproquement, soit H = diag(a, b,c) € Z3(R).

H? =D & diag(a?,b?,¢?) = diag(0,1,4) © a=0et (b=Toub=—1)et (c=20uc =-2).

Il y a exactement quatre matrices H telles que H?> = D a savoir Hy = diag(0, 1,2), H, = diag(0,—1,2), H3 = diag(0,1,—2)
et Hy = diag(0,—1,—2).

Soit M € .5(R).

M?=A & P-IM?P=P 'AP & (P"'"MP)> =D & P '"MP € {H;y,H,, H3, H4}
& M e {PH;P~',PH,P~ ! PH3P ! PH4P T

11 1 000 —1 -1 1 01 2 —1 =1 1
ePHiP 1= —2 0 -1 01 0 o 0o 1 |=(o0o0 -2 o 0 1
0 1 0 00 2 2 1 =2 01 0 2 1 =2
4 2 -3
| -4 —2 4 |.
0 0 1
11 1 0 0 0 —1 -1 1 0 -1 2 —1 =1 1
ePH.P 1= —2 0 —T 0 -1 0 o 0o 1 |=(0o o -2 0 0 1
0 1 0 0 0 2 2 1 =2 0 -1 0 2 1 =2
4 2 -5
| -4 2 4 |.
0o 0 -1
T 1 1 00 0 1 -1 1 01 -2 1 -1 1
ePHsP 1= —2 0 —T 01 0 o 0o 1 |=[o0o0 2 0 0 1
0 1 0 00 -2 2 1 =2 01 0 2 1 =2
4 -2 5
| 4 2 -4
0 0 1
T 1 1 00 0 —1 -1 1 0 -1 -2 —1 -1 1
ePHsP 1= —2 0 —T 0 -1 0 o 0o 1 |=(0o 0o 2 o 0 1
0 1 0 0 0 -2 2 1 =2 0 -1 0 2 1 =2
—4 -2 3
| 4 2 -4
0o 0 -1

La matrice a quatre racines carrées :

2 -5 -2
-2 4

0 -1

J(
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B)

1) J* = 3] et done par récurrence

Ym> 1, Jm =3m-1], I

2) On note que A = I3+ ]. Soit alors m > 1. Puisque les matrices I3 et ] commutent, la formule du binéme de NEWTON
permet d’écrire

w8 (2 (8 (2o (8 (2)7)

k=T k=1 k=
B 1 — (m k| _ l mo_
—I’+§<<g;(k)3> 1>J_Jg+3ﬂ3+ﬂ 1J

1
=13+ §(4m_”]'

1
Cette égalité reste vraie quand m = 0 car I3 + §(40 —1J =13 =A°

1
Ym >0, ™ = id + (4™ —1)j.

3)
2—A 1 1 4—A 1 1
Xf = 1 2—A 1 =|4—-A 2—A 1 (C1 «C71+C2+C3)
1 1 2—A 4—A 1 2—A

1 1 1 1 1 1

=M@4-N|1 2—-A 1 =M@4-N]|0 1—=A 0 (L Ly —Lyet Ly« L3 —1L14)
1 1 2—A 0 0 1—A

= (1T—=A)?(4—2).

L’endomorphisme f admet exactement deux valeurs propres distinctes a savoir A = 1, valeur propre d’ordre 2 et u = 4,
valeur propre d’ordre 1.

1 1 1
4) D’aprés la question 2), pour tout entier naturel m, f™ = 1M (id — =j) +4™=j et les endomorphismes p =1id — =j et

3 3 3

q= gj conviennent.
Réciproquement, si ¥m € N, on a f™ = 1™p +4™(q, on a nécessairement p +q = f°* =id et p +4q =f' =id +j et donc

1 1
3g=(id+j)—1id =j puis q = §j etenfin p=id—q =1id — §j' Ceci montre 1'unicité du couple (p, q).

1 1
YmeN, f™=1Mp +4Mq oﬁp:id—gj et q = =j.

3

Montrons que la famille (p, q) est libre. Soit («, ) € R2.

oap+PBg=0=a(lz3+])+B]=0=a+Pfp=20+Pfp=0=a=a+pB=0=a=p=0.
Les endomorphismes p et q sont linéairement indépendants. I

1 1 3 1
5) q%= ( j> = §j2 = 2j = =j = q. Donc, q est un projecteur. Puis p = id — q est le projecteur associé et donc p? = p
qoq

973

p?=p, g =qetpog=qoq=0.

Soient («, B) € R? puis h = ap+ Bq. Puisque p et q commutent, h? = (ap + Bq)* = a?p?+2appoq+p2q? = a?p+p2q.
Puisque la famille (p, q) est libre, on en déduit que
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hz :f<:>OC2p+B2q :p+4q <:>062 =Tet Bz :4<:> ((xaﬁ) E{(1,2),(1,*2),(*1,2),(*],*2)}

1
Il y a donc quatre éléments h de Vect(p, q) tels que h? = f & savoir hy = p +2q = id + gj, h, = —p+2q9 = —id +j,

1
hs=p-2q=id—jethy=—p—2q=—id— 3j.

6) Sion pose vi = (1,—1,0), v2 = (1,0,—1) et v3 = (1,1,1), on a f(vy) = vy, f(v2) = vz et f(v3) = 4v3. De plus, si

1 1 1
P est la matrice de la famille (vq,v2,v3) dans la base canonique %y, det(P) = | =1 0 1 | =142 =3 # 0. Donc
0o -1 1

P = (v1,v2,v3) est une base de R3 constituée de vecteurs propres de f. On en déduit que f est diagonalisable.

1
a(vi) = 33(v1) =0, a(v2) = O et q(vs) =v3 et donc matg(q) = diag(0,0,1) puis matg(p) = I3 —mats(q) = diag(1,1,0).

Sivy = (]»71)0)7 V2 = (‘I,O,*]) et vz = (]v]v]) puis P = (V],VZ,V:),),
matg(f) = diag(1,1,4), matg(p) = diag(1,1,0) et matg(q) = diag(0,0, 1).

7) La matrice K = ( (]) (]) > (matrice de la symétrie échangeant ej en e, et e, en eq) vérifie K* = I et donc la matrice
010

Y=| 1 0 0 | vérifie Y> =diag(1,1,4) =D.
0 0 2

8) D’aprés la question précédente, pour («, ) € R?, matg(op + Bq) = diag(x, «, B). En particulier, matg(op + Bq)
est une matrice diagonale. Si maintenant h est ’endomorphisme de matrice Y dans la base 4, alors h? = f car Y2 =D
mais h n’est pas une combinaison linéaire de p et q car Y n’est pas diagonale.

9) Puisque f est diagonalisable, R3 = E; @ E4 ou By = Ker(f —id) et E4 = Ker(f — 4id).

Soit h un endomorphisme de R3 tel que h? = f. Alors h et f commutent et on sait que Eq et E4 sont stables par h ou
encore h g, € Z(Ey) et h/E4 € Z(E4).

On en déduit déja que h(vs) € E4 = Vect(v3) et donc que v; est un vecteur propre de h. D’autre part, h}h =f,g, =1idg,.
Donc h g, est une symétrie de E; et en particulier est diagonalisable. Si on note (v{,v}) une base de Ey constituée de
vecteurs propres de h g, , alors (vi,v3,v3) est une base de R3 (car R® = E; @ E4) constituée de vecteurs propres de h. On
en déduit que h est diagonalisable.

Tout endomorphisme de R3 tel que h? = f est diagonalisable. I

PARTIE 11

1)

(f —Aid) o (f — pid) = 2 — (A + w)f + Apid = (A\*p + pu?q) — (A + W (Ap + 1q) + Au(p + q)
= (M =AM+ 1) +AWp + (1% — p(A + 1) +Ap)g =0.

(f — Aid) o (f — pid) = 0.

Le polynome (X — A)(X — ) est un polynoéme scindé sur R a racines simples et annulateur de f. On en déduit que f est
diagonalisable.

2) Les valeurs propres d’'un endomorphisme sont & choisir parmi les racines d’un polynéme annulateur. Donc Sp(f) C
{A, u}. Vérifions alors que A et p sont effectivement valeurs propres de f.

Si A n’est pas valeur propre de f, alors f —Aid est inversible et ’égalité (f —Aid) o (f — uid) = 0 fournit aprés simplification
f — puid = 0 ou encore f = pid. On en déduit que Ap + pnq = up + ng puis que (A — pu)p = 0 ce qui est absurde puisque
A # net p 0. Donc A est valeur propre de f.

De méme, si u n’est pas valeur propre de f, on en déduit que f = Aid puis que (A — pn)q = 0 ce qui n’est pas. Finalement

Sp(f) ={A, u).
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3) Llégalité (f —Aid) o (f — uid) = 0 s’écrit (Ap+ g —A(p+q)) o (Ap+uq—u(p+q)) =0 ou encore —(u—A)2qop =0
et donc q o p = 0. Puisque des polynoémes en f commutent, on a aussi (f — pid) o (f —Aid) = 0 ce qui fournit po q =0.

Puisqueid=p+q,p=poid=po(p+q) =p? et de méme q =qo (p + q) = q°.

pP=p, g’ =qetpog=qop=0.

4) On en déduit que

1 1 .
(?\p+uq)o<xp+l—lq> =p+q=1id

1
Par suite, f est inversible a droite et donc inversible car dim(R3) < 400 et f~1 = Xp + —q.
n

1 1
feGL(R3) et f 1 = AP+ d.
!

5) Puisque p? = p, on a plus généralement Ym € N*, p™ = p et de méme Ym € N*, g™ = q.
Soit m > 2. Puisque p et q commutent, la formule du binéme de NEWTON permet d’écrire

m—1 m—1
_ _ MY x m—k _ M\ k-1 _m—k—1 _
fm—(%p+uq)m—>\mpm+; (k)p qm +umqm—?\mp+poq; (k)p g™ 4+ u™g = AMp + M.

Cette formule reste claire quand m =1 ou m = 0. Soit maintenant m < 0. Le méme calcul fournit

T TN ™ /™ T
fm:(f_1)_m:<ip+ﬁq> :<X) +(;) q=A"p+umq.

Yme Zet f™ =A"p 4 umq. I

6) Montrons que la famille (p, q) est libre. Soit (o, B) € R?.

Finalement

xp+Bqg=0=po(ap+pq)=0=ap’+ppoq=0=oap=0= a=0 (car p #0).

Il reste Bq = 0 et donc = 0. Ainsi, la famille (p, q) est libre et donc dimF = 2.
7) Soient (e, B) € R? puis h = ap + Bq.

h? =& (ap+Ba)> =Ap + g & Ap + 1Pq = Ap + ug
& o? =Aet p? = p (car la famille (p, q) est libre)

@ ((X, B) € {(\/X, \/ﬁ)v (*\/X. \/T‘L)v (\/X,*\/ﬁ)v (7\/X)7\/|’_l)}

R(f) NF ={=VAp £ \/Hq).

8) La matrice définie par blocs par Ky = ( ]?)2 I 0 > ou K; = < (]) (]) ) n’est pas diagonale et vérifie Ki = Ix.
k—2

9) Puisque f est diagonalisable et que les valeurs propres de f sont A et p, on a E = E) @ E,, ou Ex = Ker(f — Aid) et
Eu = Ker(f — pid).

1
Les égalités p + q = id et Ap + nq = f fournissent p = }\—(f — pid). On en déduit que si x est un élément de Ey, on a
—u
1 1
p(x) = A—()\X — pux) = x et si x est un élément de Ey, on a p(x) = ?\—(px — ux) = 0. Donc p est la projection sur
- — U
E, parallélement & E,, puis q =id —p est la projection sur E,, parallélement a E,.
On note %1 = (e1,...,ex) une base de E) et %2 = (ex+1,...,en) une base de E, de sorte que & = (e1,...,en) est une

base de E. k est la dimension de E) et donc aussi 'ordre de multiplicité de A car f est diagonalisable. Par hypothése, k > 2.
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Soit alors p’ 'endomorphisme de E tel que M = matz(p’) = Kic Ok,ne .OnaM? = Tk Okmic ) _
On—xk On—xn—x On—xk On—x

diag(1...10...0) = matg(p) et donc p’? = p.
k

Ensuite, matg(p’) X matg(q) = ( On]i];k OSE:;Ek ) ( Ogifk O}:i;k ) = 0, = matg(q) X matg(p’). Donc

p'ogq=qop'=0
En résumé, p’ est un endomorphisme de E tel que p’2 =p et p’oq = qop’ = 0. Maintenant p’ ¢ F car la matrice de
tout élément de F dans la base % est diagonale alors que la matrice de p’ dans la base % ne l'est pas.

10) Soit h = VAp’ + V. Alors h? =Ap’? 4+ /Aup’ o g+ vApqop’ + ng? = Ap + pq = f. Donc h € R(f). Mais h ¢ F
1
car sinon —=(h —/itq) =p’ € F ce qui n’est pas.

VA
R(f) ¢ F.
PARTIE III
)
1) Soit P= Z arX¥ € R[X]. Alors
k=0
¢ ¢ m m ¢ m
P(f) = Z arf = Z ax ( AlfDi) = Z <Z ak?\]f> i = Z P(Ai)pi.
k=0 k=0 i=1 i=1 \k=0 i1

m

m
2) En appliquant au polynéme P = H(X — Ai), on obtient H(f —Aiid) = P(f) = 0 et puisque P est scindé sur R &

i=1 i=1
racines simples, f est diagonalisable.
. Ao —Aq ) Ay — A A — A
3) %mmmmmuwpzflM_M:1ammH%um¢:IIM_N:mﬁM)r[M_N:a
1<igm 1<i<m 1<igm
7t A A, iA0

En résumé, Vj € [1, m], L¢(A;) = 8;,¢. En appliquant I’égalité de 1) au polynoéme L{, on obtient L¢(f) = pq.

Ve e [1,m], pe = Le(f).

m
Soit £ € [[1,mﬂ (f — Azld) opy = (f — ?\eld) o I_z(f) = H(f — Alld) = 0 et donc Vx € E, (f - ?\eld)(pe(x)) =0 puis
i=1
Im(pe) C Ker(f — Apid).
m
Puisque les valeurs propres de f sont & choisir parmi les racines du polynéme annulateur H(X —Ai), on a déja Sp(f) C
i=1
{A1, ..., A}, Réciproquement, soit £ € [1,m]. Si Ay ¢ Sp(f), alors Im(p,) C Ker(f —A¢id) = {0} puis p; = 0 ce qui n’est
pas. Donc Ay € Sp(f).

Sp(f) = {A1,..., Aml

4) Soit (i,j) € [1, m]>.

m

piop; = Li(f) o Li(f) = (Ly x L)(f) = Z(LiLj)(?\k)Pi-
k=1

Si 1 # j, pour chaque k € [1,m]%, on a k # i ou k #j et donc Yk € [1,m], (LiL;)(Ax) = O puis p; op; = 0.
Sii=j, pour k #1, Lf(?\k) =0et pour k=1, on a Lf(?\k) =12 = 1. Donc p; o pi = Pi.

0sii]

.. 2 . -
Wuﬂeﬂhmﬂ,mopr—{piﬁi:j
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5) Puisque f est diagonalisable et que les valeurs propres de f sont Aq, ..., Ay, on sait que E = 5 Ker(f — Aiid). De
=1

i=

m
plus, id = Z Pk et donc
k=1

Vie [1,m], Vx € E, x = pi(x) +ij(x)
j#L

avec pi(x) € Im(pi) C Ker(f — Ajid) et ij(x) € Zlm(pj) C ZKer(f — Ajid). Donc, py est le projecteur sur
j#L j#L j#L
Ker(f — A{id) parallélement & Z Ker(f — Ajid) ou encore
j#L

m
les pi, 1 <1< m, sont les projecteurs associés a la décomposition E = @ Ker(f — A;id).
i=1

i=

6) Montrons que la famille (pj)i<jgm est libre. Soit (&j)1<j<m € R™

m m m
D> ap;=0=Vie[l,m], pio) ap;=0=Vie[l,m], Y aypiop; =0
j=1 j=1 j=1

= Vie [1,m], aipi =0 (d’aprés 4))
= Vie [1,m], a; =0 (car p; #0).

Donc la famille (p;)i<jgm est libre et

dim(F) =m.
m m 2 m
7) Soient (oti)1<igm € R™ puis h = Z aipi € F. (Z ocipi> = Z ®ioiPi o P; = Z ocizpiL et donc, puisque la
i=1 i=1 1<i,j<m i=1

famille (pi)]gigm est libre,

m m
hzzf(:)Zocizpi:Z?\ipi(:)Vie [1,m], o =As & Vie[l,m], & = £/
i=1

i=1

R NF={£VAp1... £ VAnPml)-

8) 8.1) Puisque f a n valeurs propres deux a deux distinctes, on sait que les sous-espaces propres de f sont des droites
vectorielles et donc Vi € [1,n], dim(Ker(f —Aiid)) = 1.

8.2) Soit h € R(f). Puisque h? = f, h et f commutent et les sous-espaces propres de f sont stables par h. Soient i € [1,n]
puis e; un vecteur propre de f associé a la valeur propre A;. Donc e; # 0 puis Ker(f — A;id) = Vect(ei). Mais alors

h(ei) € Ker(f — A;id) = Vect(e;),

et il existe w; € R tel que h(e;) = piei. Donc tout vecteur propre de f est enccore vecteur propre de h.

8.3) Soit h € R(f). Avec les notations de la question précédente, (eq,...,en) étant une base de E formée de vecteurs
propres de f associés a la famille de valeurs propres (A1,...,An),

h? =f & Vie[l,n], h?(e) =fle) & Vie [1,n], ulei =Aei & Vie [1,n], uf =

Si 'un des A; est dans ]0,+oo[, le probléme n’a pas de solution et R(f) = @. Supposons maintenant que tous les A; sont
positifs ou nuls.

hW=fevie[ln], 3e € (1,1} wm = esv/A & Vi€ [1,n], Fer € {—1,1}/ h(ei) = e11/Aser

n
& 3eicicn €1,/ h=) eiv/Api.

i=1

n
(= est vraie car les endomorphismes h et Z €1/ Aipi coincident sur une base de E).
i=1
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Dans ce deuxiéme cas, on a R(f) # & et R(f) C F.

R(f) CFet R(f) #2 & Vie [1,n], A; > 0.

9) SoitZ=1(e1,1,.--,€1,8,,---,€m,1,---,€m,p.) une base de E adaptée a la décomposition E = 3.5 Ker(f —Aiid) (pour
i=1
1 <1< m, B; désigne lordre de multiplicité de la valeur propre A;). La matrice de chaque px, 1 < k < m dans la base

A est diagonale et donc la matrice dans Z de tout élément de F est diagonale car une combinaison linéaire de matrices
diagonales est diagonale.

Construisons alors un endomorphisme h dont la matrice dans % n’est pas diagonale et vérifiant h? = f. Puisque m < n
et que B1+ ...+ Bm =n, 'un au moins des i, 1 <1< m, est supérieur ou égal & 2. Supposons par exemple 1 > 2.
Soit h I'endomorphisme de E tel que h(ej 1) = /Arer 2, hie12) = VArer1 et hiei; = VAey; si (1,j) € {(1,1),(1,2))
La matrice de h dans % n’est pas diagonale et donc h ¢ F. Mais pour tout couple (i,j), 1 < i < met 1 <j < By,
h?(eij) = Aiei; = f(ei;) et donc h? = f ou encore h € R(f).

On a montré que si m < 1 et tous les A; sont positifs ou nuls, alors R(f) ¢ F.

PARTIE IV
A)

1) Soit x € E tel que P~ (x) # 0. Supposons la famille (f'(x))o<i<p—1 lice. Donc il existe (i )o<i<p—1 \{(0,...,0)} tel

Pl p—1 p—1
dque Z aif'(x) = 0. Soit k = Min{i € [0,p — 1]/ a; # 0. Alors Z i f(x) = 0 puis P~k <Z Oéifi(x)> =0 et donc
— i=k i=k
(kap—1 (X) =0 car pour i > p, fi = 0. Mais légalité (kap_1 (X) = 0 est absurde car oy ?é 0 et fP—! (X) ?é 0. Donc la famille
(f*(x))ogk<p—1 est libre.

Puisque le cardinal d’une famille libre est inférieur ou égal & la dimension de ’espace, on en déduit que p < n puis que

fr =f""PofP =0.
p<netft=0. I

2) Supposons qu'il existe h € Z(E) tel que h? = f. Alors h??P=2 = fP~! £ 0 et h?? = P = 0. Donc h est nilpotent
d’indice p’ =2p — 1 ou 2p. On en déduit que 2p —T <nou2p<netdonc2p—T<n(car2p<n=2p—1<n).

Si R(f) # @, alors 2p — 1 < n.

3) On sait que quand x tend vers 0,

n—1

VIigx=(1+x)"2=1+% ( ) )xk+0(x“)
k=1

1/2

otl, pour k € N*|

() (3-w)
L] B
<k)_2 2 2 L (1) % (23) % % (—(2k—3))

1/2 K! ~ 2R
DRI X 2x 3% x (2k=3) x (2k—2) (=) (2k—2)0 (1)1 2k -2
2Kl 2x4dx...x(2k—2) TRk — 1) k22T \k—1)"

—1)kT 2k —2
aozlethe[[Ln—]]],ak:L(k )

k22k=1 \ k-1

4) En élevant au carré, on obtient 1+ x = PZ(x) + 20(x™)Pn(x) + (O(x™))? = P2(x) + O(x™)(2Pn(x) + O(x™)) =
P2 (x)+x™0(1)(2Pn (x) +O(x™)) et donc P2 (x) —x—1 = —x"O(1)(2P,, (x) +O(x™)) = x"O(1). Donc P2 (x) —x—1 = x™n(x)

ol 1 est une fonction bornée au voisinage de 0.

Notons Q et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P,z1 — X =1 par X™. On a donc deg(R) < n—1 et
R
x"Q(x) + R(x) = x™n(x) puis pour x # 0, n(x) = Q(x) + % Si maintenant R # 0, il existe k € [0,n — 1] et & € R* tels

R R
() * avec m—k > 0. On en déduit que Q(x) + % n’est pas bornée au voisinage de 0

k .
ue R(x) ~ ox™ puis ~
4 ) x— 0 p X" x—0 XNk

ce qui est absurde. Donc R = 0 et X™ divise le polynome P2 — X — 1.

X™ divise le polynome P2 — X — 1. I
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5) Soit h =P, (f). h? = P,,(f)? = f+id+f"Q(f) = f+1id. Donc P, (f) € R(f+1id) et R(f+1id) # @. Plus généralement,
pour & € R, Py, (af)? = «f +id + a™f"Q(of) = «f 4 id et donc R(«f +id) # @.

2
De méme, pour B €]0, +ool, (ﬂpn (%f)) =B (%f +id + %f“Q <%f>) =1+ pid et R(f + pid) # @.
B)

1) Soit f I'endomorphisme de matrice T dans la base canonique (e, ...,en) de R™ puis g =f — Aid. Donc g(e1) =0 et
Vi€ [2,m], g(ei) € Vect(eq,...,ei_1). Montrons alors par récurrence que Vk € [1,n], Vi € [1,k], g*(e;) = 0.

e g(e1) =0 et la propriété est vraie quand k = 1.

e Soit k € [1,n — 1]. Supposons que Vi € [1,k], g(ei) = 0 alors Vi € [1,k], g**'(ei) = 0 et d’autre part

9" (ext1) = g*(glexs1)) € Vect(g*(er), ..., g"(ex)) ={0}. Donc Vi € [1,k+ 1], g**'(ei) = 0.

Le résultat est démontré par récurrence. On en déduit en particulier que Vi € [1,n], g™(ei) = 0. I’endomorphisme g™
s’annule sur une base de R™ et donc g™ = 0 ou encore

(T —ALy)™ = 0.

2) Par hypothése, x¢ = (X — A)™. Puisque ¢ est scindé sur R, on sait que f est triangulable et il existe donc une base
de E dans laquelle la matrice de f noté T est une matrice du type de la question 1). Puisque (T —AI,)™ = 0, on en déduit
que (f —Aid)™ =0 et donc que

E = Ker(f — Aid)™.

3) f=g+Aid ou g =f— Aid est un endomorphisme nilpotent d’indice inférieur ou égal & n.. Puisque A > 0, la question
A)5) permet d’affirmer que R(f) = R(g + Aid) # 2.
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