SESSION 2011
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

EXERCICE 1

2
A1 -1

an

o
M4+ =1

1. Pourn > 2, on pose a,, = . La suite (an)n>2 et pour n > 2,

nz—1
n2
~ — = 1. D’aprés la regle de I’ALEMBERT, R = 1.
n—+oo T

an+1

Par suite,

n

R=1.

2. Soitx €] —1,1[.

+o00 +o00 400
] ] n n
S(x) = E (ﬁ ) x" = E nX, T E nx+1 (puisque |x| < 1, les deux séries convergent)
n=2

n+1
n=2 + n=2
+o00 +o00 _
Xn+1 xn 1
n n n
n=1 n=3

On en déduit que

5 +oo XM +oo X" Xz 5 XZ
xS(x) =x Z?f ?—i—x—i—?:(]fx)lnﬂfx)—l—x—i—?.
n=1 n=1
x2
(1—x*)In(1 —x) +x + —
Donc si x #0, S(x) = 2 ot dautre part, S(0) = 0.

Osix=0

2
(1= x2)In(1 —x) +x+ =

2 gixel—1,11\0} '

X

3. Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, (1 —x?)In(1 —x) = (1 4+x)(1 —x)In(1 —x) — 0 d’aprés un théoréme de

1
0+14+ <
. ) . . 2 3
croissances comparées. Par suite, lim S(x) = ——= = .
x—1 1 2
x<1
2 . " )
Remarque. Pour tout x € [—1,1] et tout n > 2, [anx™| < ——. Comme est le terme général d’une série numé-

2 2
ns—1 ns —1
rique convergente, la série de fonctions de terme général x — a,x™, n > 2, converge normalement et donc uniformément
vers la fonction S sur [—1, 1]. Puisque chacune de ces fonctions est continue sur [—1, 1], la somme S est une fonction définie
et continue sur [—1,1] et donc

+o00 2 N
iS00 =800 =) 5y = Jlim (Z

x<1 n=2
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EXERCICE 2

1
1. Sur ]0,4ool, 'équation (E) est équivalente a I’équation y’ — —y = ——.
2x 2/x
Les deux fonctions x — —=— et x — =——= sont continues sur ]0, +oo[. Donc les solutions de (E) sur I constituent un

2x 2y/x

R-espace affine de dimension 1.

Soit f une fonction dérivable sur ]0, +ool.

3

3 e~z In(x)
2x

_ 1 —31In(x) ¢/ — 3 1In(x) _
f(x)—zﬁ(:)Vx>O,e 2 ' (x) ZXe 2 f(x) =

f 1 fx) 1
>0 (7)) W= gy eicer/vero 9o T e

_ VX
2

Jx

f solution de (E) sur ]0, +oo[ & Vx > 0, f'(x) —

S3ICER/ Vx>0, f(x) = + Cxv/x.

‘%O,-&-oo[ = {X — 77 + Cxﬁ, Ce R}

2. Soit f une éventuelle solution de (E) sur ]0, +oo[. Nécessairement, f(0) = 0 (fourni par (E)) et 3C € R/ Vx > 0, f(x) =

VX VX + Cxv/x.

5 + Cx+/x. En résumé, nécessairement, 3C € R/ Vx > 0, f(x) = 5

X
Soient C € R puis f une fonction du type précédent. f(x) o 7% et donc f n’est pas dérivable en 0. Ainsi, aucune
X—

des fonctions précédentes n’est dérivable en 0 et donc aucune des fonctions précédentes ne peut étre solution de (E) sur
[0, 4+o0l.

'Eﬁ[o,+00[ =a.

PROBLEME
AUTOUR DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

1. Question préliminaire
(a) Si la fonction f est continue par morceaux sur [a,+oo[ et positive sur [a, +oo[, on sait que
f est intégrable sur [a, +oo[ si et seulement si la fonction F a une limite réelle en +oo.
(b) Si la fonction f n’est pas de signe constant au voisinage de +o0[, on sait que
si f est intégrable sur [a, +oo[ alors la fonction F a une limite réelle en 4oo,
mais l'implication contraire est fausse.

PARTIE I : Exemples et propriétés

2. (a) Montrons que E est un sous-espace vectoriel de F(R™, R).

e La fonction nulle est dans E.

e Soient (f, g) € E2 et (A, ) € R2. Tout d’abord, la fonction Af + g est continue sur R* en tant que combinaisons linéaires
de fonctions continues sur R™. Ensuite, pour tout x > 0, la fonction t — (Af(t) + ug(t))e ™t = Af(t)e ™' + pg(t)e " est
intégrable sur R en tant que combinaisons linéaires de fonctions intégrables sur R*. Finalement, la fonction Af 4+ pug est
dans E.

On a montré que

E est un sous-espace vectoriel de F(R™,R).

(b) e La fonction nulle est continue et bornée sur R* et donc 0 € F.

1
e Soit f € F. f est continue sur R™ et pour x > 0, f(t)e *t O(e™Yy)y = 0 <—> d’aprés un théoréme de

t—+oo t—+oo t2

—*t est intégrable sur R™. En résumé, f € F. On a montré que

croissances comparées. Donc, Vx > 0, la fonction t — f(t)e
FCE.
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e Soient (f,g) € F? et (A, ) € R2. Alors, la fonction Af + pug est continue sur R*. D’autre part, si M1 et M, désignent des
majorants de |f| et |g| respectivement sur R, alors pour tout t € R*, Af(t) + pg(t)] < AIM7 + |u/M;. Donc la fonction
M + g est bornée sur RT et finalement Af + pg est dans F.

F est un sous-espace vectoriel de E. I

(c) Soient (f,g) € E? et (A, ) € R2. Pour x > 0, les fonctions t ~ f(t)e ** et t > g(t)e ** sont intégrables sur [0, ool
et

On a montré que

+o00 “+o00 +oo

f(t)e ™' dt + ”J g(t)e ™t dt = (AL(f) + ul(g))(x).

LM+ ug)(X)J
0

(Af(t) + pg(t))e ™t dt = AJ
0

0

Done, L(Af + ng) = AL(f) + ul(g). On a montré que

L€ Z(EFRSR)).

3. (a) Puisque U est continue et bornée sur RT, U € F. Soit x > 0.

—+o00 e_xt t— 40 ]
L(U)(x) :J e Xt dt = [— } = — (car x > 0).
0 X li=0 x

Vx> 0, LU (x) = JZ

(b) Soit A > 0. Puisque hy, est continue et bornée sur R*, h) € F. Soit x > 0.

+0o0 bt e~ (Ax)t t— oo
L(h = ATttt = | —— = A+x>0).
(ha)(x) J'o e [ N x L—o N x (car x > 0)
VYA > 0,Vx >0, L(hy)(x) = ]
= Y, ’ A - ?\-I—X

4. Soit n € N. La fonction g, est continue sur RY.
. xt xt N , N . , . .
Soit x > 0. t"e Xt x ez =t"e" T — 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées. Donc il existe A > 0 tel que
t—+oo

Vi > A, the ¥t xeT < 1.
x . X .
Pour t > A, on a |gn(t)e ¥t = [f(t)[t"e *t < [f(t)le~ 2. Comme la fonction f est dans E et que 7 > 0, la fonction

t— [f(t)le" 2 est intégrable sur RT et il en est de méme de la fonction t — gn (t)e L.
Ainsi, Vx > 0, la fonction t — gn (t)e ! est intégrable sur R* et finalement g,, € E.

vneN, g, €E. I

5. Transformée de Laplace d’une dérivée

La fonction f’ est continue sur R™ et positive sur R™ car la fonction f est croissante sur R™. Soit x > 0.
Soit A > 0, les deux fonctions t — f(t) et t — —e*t sont de classe C! sur le segment [0, A]. On peut donc effectuer une
intégration par parties et on obtient

A A A A
xJ f(t)e " dt = [—f(t)e *']] +J f'(t)e ™t dt = f(0) — f(A)e *? +J f(t)e *t dt.
0 0 0

A

La fonction f est dans E et donc la fonction A — XJ f(t)e ' dt a une limite réelle quand A tend vers +oco & savoir
0
xL(f)(x). Ensuite, puisque f est bornée, Alim f(A)e XN = 0.
— 400

A A A

f(t)e ** dt — f(0) + f(A)e ™, la fonction A — XJ' f'(t)e ™' dt a une limite

Puisque VA > 0, J f'(t)e ™t dt = XJ
0

0 0
réelle quand A tend vers +oo a savoir x£L(f)(x) — f(0).
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Puisque la fonction f’ est positive sur R™, on en déduit que la fonction t — f’(t)e™*! est intégrable sur RT et donc que
f’ € E puis que L(f")(x) = xL(f)(x) — 1(0).

6. Reégularité d’une transformée de Laplace

(a) Soit f € E. Soit a > 0. Soit @ : [a,+oo[x[0,+o0[ — R .
(x,1) —  f(t)e ™t

e Pour tout x € [a, +ool, la fonction t — D(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0, +ool.
e La fonction @ admet sur [a, +oo[xR une dérivée partielle par rapport & sa premiére variable x et

GIO)
V(x,t) € la, +oo[xR, a(x,t) = —tf(t)e ™' = —gq(t)e >t

00
- Pour tout x € [a, 400, la fonction t — ——(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0, +ool (car g7 € E).

0x

]
- Pour tout t € [0, +ool, la fonction x a—(x,t) est continue sur [a, +ool.
X

oD
- Pour tout (x,t) € [a, +oo[x[0, +oo0l, ’K(X’t)‘ =1g1(t)le™™* <lgi(t)le” " = @1 (t) o la fonction @ est une fonction

continue par morceaux, positive, indépendante de x et intégrable sur [0, 4oo[ (car g1 € E).

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, la fonction £(f) est de classe C' sur [a, +oo] et sa dérivée
s’obtient en dérivant sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout réel a > 0, on a montré que la fonction £(f) est de
classe C! sur ]0, 4+o0[ et pour x > 0,

+oo 0 +oo

(L5 (x) = L 2 (f(t)e ) dt = —L t(t)e < dt = —L(g1)(x).

(b) Montrons par récurrence que ¥n € N*, £(f) € C™(]0, +oo[,R) et que L(f)(™) = (=1)"L(gn).

e C’est vrai pour n = 1 d’aprés la question précédente.

e Soit n > 1. Supposons que L£(f) € C™(]0, +oo[, R) et que L£(f)™ = (=1)"L(gn).

La fonction g, est dans E d’aprés la question 4. D’aprés la question 6.a), la fonction (—1)™"L(gn) est de classe C! sur
10, +-00[ ou encore la fonction £(f) est de classe C™*1 sur]0, +ool. De plus, £(f)™ 1) = (—=1)™ (L(gn)) = (1)1 L(tgn) =
(=1 L(gn+1).

On a montré par récurrence que

Vf € E, fe C®(]0,+oo,R) et Yn € N, L(f)™) = (—=1)"L(gn).

PARTIE IT : Comportements asymptotiques de la transformée de LAPLACE

7. (a) f est dans F et donc f est continue et bornée sur [0, +ool. Soit x > 0.

e oo il
£(F) (%)) < J f(t)le ¥ dt < ||f|\mj et gy — Uflloe
0 0 X

flloo
Comme lim [l

=0, on a montré que
X— +00 X

vfeF, lim L(f)(x)=0.

X— +00

(b) Théoreme de la valeur initiale

f est de classe C! sur R*, croissante et bornée sur R*. D’aprés la question la question 5, ¥x > 0, x£(f)(x) = f(0)+L(f')(x).
Puisque f’ est continue et bornée sur R™, la question précédente permet d’affirmer que lirf L(f")(x) =0 et donc
X— +00

lim xL(f)(x) = £(0).

xX— +o00

8. Théoréme de la valeur finale
(a) Puisque . liI_El f(t) = ¢, il existe A > O tel que Vt > A, [f(t)—¥€ < 1. Pourt > A, on a alors [f(t)| < [f(t)—€|+[€ < T+L].
— +00

D’autre part, la fonction f est continue sur le segment [0, A] et donc f est bornée sur ce segment. Soit M un majorant de
la fonction |f] sur [0, A].
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Ainsi, pour tout réel t € [0, +o0[, on a [f(t)| < Max{M, 1+ ||} et on a montré que f est bornée sur R*. Finalement, f € F.

(b) Soit n € N. Puisque a,, > 0, en posant x = ant, on obtient

+o0 x +oo
f(t)e @t dt = J f (—) e ™ dx :J hn(t) dt.
0

+oo

anl(f)an) = an JO

(c) e Chaque fonction h,, est continue par morceaux sur ]0, +ool.

e Pour chaque x €]0,4o0[, lim h,(x) =Lfe *car lim X _ +00. Dong, la suite de fonctions (h,, ) converge simplement
n— +o00 n—+oo Ap

sur ]0, +ool vers la fonction h : x — £e™* qui est continue par morceaux sur ]0, +ool.

e Pour tout n € N et tout x €]0, +00[, [hn (x)| < [[f]lwe™ = @(x) (hypothése de domination) ot la fonction ¢ est continue

par morceaux et intégrable sur ]0, +ool.

“+o0

D’aprés le théoréme de convergence dominée, la suite <J

hn(x) dx> converge vers
0

On a montré que

lim a,L(f)(an) =L

n— —+oo

(d) Ainsi, pour toute suite (a) de réels strictement positifs, convergente et de limite nulle, on a lirf anL(f)(an) = L.
mn— +00

Montrons alors que 111% xL(f)(x) = L.
X—

Supposons par I’absurde que x£(f)(x) ne tende pas vers 0 quand x trend vers 0.
Alors 3¢ > 0/ Vo > 0, Ix €]0, [/ [xL(f)(x) — £ > €. € est dorénavant ainsi fixeé.

Ce qui précéde permet en particulier d’affirmer que pour chaque n € N, il existe a, € }O, T [ tel que |an L(f)(an)—¥ =

+1
€. Mais alors, la suite (an) est une suite de réels strictement positifs convergeant vers 0 telle que la suite (a, £(f)(a,)) ne
tende pas vers £ ce qui est absurde. Donc, hT xL(f)(x) = £ ou encore, puisque £ # 0,
X— +00

+o0 x

f(t) dt—J' f(t) dt.

9. (a) La fonction f est intégrable sur R™. Pour tout réel x > 0, on peut donc écrire R(x) = J
0

0
X

Puisque la fonction f est continue sur R*, la fonction x — J f(t) dt est de classe C' sur R*, de dérivée la fonction f. Par
0
suite, la fonction R est de classe C' sur Rt et R/ = —f.

La fonction R est de classe C! sur RT et en particulier est continue sur R*. D’autre part, puisque la fonction f est intégrable
sur R*, on a 1in{1 R(x) = 0. Donc, La fonction R est dans F d’aprés la question 8.a).
X— +00

Maintenant, la fonction R n’est pas croissante sur R™ et on ne peut donc pas appliquer la question 5. On démontre le

+oo
résultat de I'énoncé grace a une intégration par parties. Soit x > 0. Alors x£(R)(x) = J R(t)xe *' dt.
0
Soit X un réel strictement positif. Les deux fonctions t — R(t) et t — —e *t sont de classe C' sur le segment [0, X]. On

peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

X x X X
J R(t)xe " dt = [-R(t)e '] *J f(t)e ** dt = R(0) — R(X)e X *J f(t)e ™ dt.
0 0 0

o

X

Quand X tend vers +oco, J R(t)xe ™' dt tend vers x£L(R)(x) puis R(X)e X tend vers 0 car la fonction R est bornée sur

0
X

R™ et enfin J' f(t)e ™" dt tend vers £(f)(x). On a donc montré que Vx > 0, x£(R)(x) = R(0) — L(f)(x) ou encore
0

Vx > 0, L(f)(x) = R(0) —xL(R)(x).

(b) Soit € > 0. Puisque R(t) tend vers 0 quand t tend vers +oo, il existe A > 0 tel que pour tout t > A, |[R(t)| < e.

Soit x > 0.
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A +o0
J R(t)e > dt +J R(t)e ™' dt
0 A

A o~ A .
SXx O R(t)le™™*" dt + r R(t)|e ™" dt) <x (J IR(t)] dt + r ge Xt dt)

IL(f)(x) = R(O)] = [ =xL(R)(x)| = x

0 A 0 A

A e—xt +oo A
:XJ [R(t)] dt + ex [ ] :XJ [R(t)| dt + ee™**
0 X 1A 0

A

(¢) Ainsi, pour tout x > 0, |£(f)(x) — R(0)] < XJ [R(t)] dt + ¢ (ot A ne dépend que de ¢ et ne dépend donc pas de

0
A A

x). Maintenant, lim x [ |R(t)| dt = 0 et donc il existe & > 0 tel que Vx €]0, o, XJ' [R(t)] dt < €. Pour x €]0, [, on a

x—0 0

0
IL(f)(x) —R(0)] < e + & = 2.
On a montré que Ve > 0, doc > 0/ Vx €]0, [, |£(f)(x) — R(0)] < 2¢ et donc

+o00
lim £(f)(x) = R(0) :J' f(t) dt.

x—0 0

+00
On peut donc prolonger £(f) par continuité en 0 en posant £(f)(0) = J' f(t) dt.
0

PARTIE III : Application
10. Calcul de ’intégrale de Dirichlet

(a) La fonction f est continue sur ]0, +o00[ puis sur [0, +o00[ car liII(l) st 1. Donc la fonction F est définie sur [0, +ool.
t—

1
Soient a et x deux réels tels que 0 < a < x. Les deux fonctions t — 1 —cost et t — n sont de classe C' sur le segment

[a,x]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

X . _ x X _
J' sint di — [1 cost] +J 1 —cost 4t
a

e t t . t?
1—cosx 1—cosa *1—cost
= — + > dt (%)
X a a t
1—cosa a?/2 a 1—cosa 1 —cost
Quand a tend vers 0, ~ / = — et donc lim ———— = 0. D’autre part, la fonction t —» ———— est
a a 2 a]HO a tz
—cost

1
continue sur ]0,x] et se prolonge par continuité en 0 (car tend vers 0 quand t tend vers z)

2
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Quand a tend vers 0 dans (x), on obtient

1 —cosx *1—cost
Vx >0, F(x) = +J' > dt.
X 0 t
1 —cosx 2 1 —cosx 1 —cost
Pour tout x > 0, ‘7 < — et donc lim ——— = 0. D’autre part, la fonction t — > est continue sur
X X x— +00 X t

1 —cost

1
10, +ool, (prolongeable par continuité en 0) et dominée en +oo par a2 Donc la fonction t — 2 est intégrable sur

*1—cost
10, +00[ et en particulier, la fonction x +— J ———— dt a une limite réelle quand x tend vers 4oo.

o t?

+o00 +00

sint sin t
On en déduit que la fonction F a une limite réelle en +co que 'on note J n dt et de plus J % dt =
0 0

T 1 —cost
[
0 t
(b) Soit n € N*.

(n+1)m (n+1)7 | o2 (n+1)a—2Z | -

sint 4 |sint s 1 1
J |f(t)|dt:J | ldt}J | ‘dt}—x—xin.
nm nm t nm+ 4 t 2 \/z m+1mn— 1

1 1

. P 2 P 7-[ . P P P 2
La série numérique de terme général 5 x —= x ————= diverge et donc la série numérique de terme général

2 V2 (m+m— 7

(n+1)7
J [f(t)| dt diverge. On sait alors que la fonction f n’est pas intégrable sur [0, +ool.

nr

(c) Soient x > 0 et X > 0.

X X ) X .
J (sint)e ™" dt =Im J ette ™ dt | =Im J el Ut gt
0 0 0

el—x+it)X el—x+1)X _1q (e X cosX — 1 +1ie X sinX)(—x — 1)
=Im| | ——— =Im|{————]=Im 2
—x+1i |, —x+1i x% 41
=— ! (e *X(xsinX + cosX) — 1)
1+ x2 '
La fonction t — (sint)e ™t est continue sur [0, +oo[. De plus, [t?(sint)e *t| < tZe >t 7 0 et donc
— +o0
1
(sint)e >t LT O (t_2> Donc la fonction t +— (sint)e ! est intégrablee sur [0, +ool.
— +00
Pour tout x > 0, |e X (xsin X + cos X)| < (x + 1)e™*X « — 0. Par suite,
—+0o0
+o00 1
vx > 0, J (sint)e ™' dt = —..
0 1 + Xz

+00 +o0 1
(d) Ainsi, pour tout x > 0, avec les notations de la question 4, £(g1)(x) = J' tf(t)e >t dt = J (sint)e ™' dt = T
0 0 x
La fonction f est continue sur [0, +ool et admet une limite réelle en +o0o. D’apreés la question 8.a), f € F puis d’aprés la
question 2.a), f € E. D’aprés la question 6.a), la fonction £(f) est de classe C' sur ]0, +ool et pour x > 0,

1

(L(£)(x) = —L(g1)(x) = s

et donc, il existe C € R tel que Vx € R, L(f)(x) = C — Arctanx.

Puisque f € F, la question 7.a) permet d’affirmer que 1151_1 L(f)(x) =0 et donc C = g Par suite,
X— +00

Vx >0, L(f)(x) = g — Arctanx = Arctan (J:)

T gint

D’aprés le résultat admis par 1’énoncé, J —— dt =R(0) = lim L(f)(x) =
ot s

N1A
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