SESSION 2011
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

EXERCICE

Commutant d’une matrice

1. Soit A € M3(R).

e Puisque 0O x A=A x0=0,0¢€ C(A).
e Soient (M, N) € (C(A))? et (A, n) € R2.

A(AMM + uN) = AAM + AN = AMA +vNA = (AM + uN)A,
et donc AM + uN € C(A).

On a montré que

X
2. eSoitX=| vy |.
z
—2x+4y—22=0 z=yy
&

XeKer(A-3l3) &< 3y—3z=0 —2x+4y—-2y=0 &x=y=z
—x+4y—3z=0 —x+4y—-3y=0

VA € M3(R), C(A) est un sous-espace vectoriel de M3 (R).

1
Donc Ker(A — 313) = Vect(e1) ou ey = ( 1 )

1
X
e Soit X=1| vy |.
z

—x+4y—22=0 Z:i‘y z:é—ly
X € Ker(A —2I3) & ¢ 4y —3z2=0 & 3 4 & i
—x+4y—22=0 x =4y — -y X =3y
3 3
4
Donc Ker(A — 2I3) = Vect(ez) ouexs = | 3 .
4
X
e Soit X = y |.
z
4
—x+4y—2z=4 z=-y—1 z:z—‘y—1
AX=2X+e & { 4y—3z=3 & 3 4 & 3 .
—x+4dy—2z=4 x:4y—2<§y—1)—4 ngyfz

-2
Donc le vecteur e3 = ( 0 ) est un vecteur tel que Ae; = e, + 2e3.
1

1 4 =2
1 3 0 |=—3—-4+6=—1+#0 et donc (e1,ez,e3) est une base de M3z 1(R).
1 4 -1
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Les éléments de C(T) sont les matrices de la forme (a,e,f) € R3.

o +H O

0
e
0

o O 0

C(T) = Vect(E1,1,E22 + E3.3,E2.3). De plus, la famille (Ey 1,E22 + E33,E2 3) est libre car pour (a,e,f) € R3,

abyre(Ez2 +E33) +fE23=0= —0=a=e=f=0.

S O 0
S o O
o —+~ O

Donc,

dim(C(T)) = 3.

4. Notons ¢ Papplication M — P~TMP.
e Soient (M, N) € (M3(R))? et (A, n) € R

@AM + uN) =P~ (AM 4 uN)P = AP~TMP + uP~'NP = Ap(M) + ne(N).

e Soit M € M3(R). M € Ker(p) =P '"MP=0= PP '"MPP~ ! =POP~! = M =0.
Ainsi Ker(¢@) ={0} et donc ¢ € GL(M3(R)) car dim(M3(R)) < +oo.

Soit M € M3(R). M e C(A) & AM =MA & PTP- "M =MPTP ' & TP 'MP =P "MPT & ¢(M) € C(T).
Donc @(C(A)) = C(T) et puis que ¢ est un automorphisme, dim(C(A)) = dim(C(T)) ou encore

dim(C(A)) = 3.
5. (a) Le polynéme minimal pa de A est un diviseur unitaire de xao = xT = —(X — 2)2(X — 3) et un multiple de
(X —2)(X —3). Donc, pa = (X —2)(X —3) ou pa = (X —2)%(X —3).
1 00
Ensuite, rg(A —2I3) = rg(T —2I3) =rg| 0 0 1 = 2 ou encore dim(Ker(A — 2I3) = 1 < 2. Puisque 2 est valeur
0 0 0

propre double de A, la matrice A n’est pas diagonalisable et donc pa n’est pas a racines simples.
On en déduit que pa = (X —2)%(X — 3) puis qu’un polynéme non nul annulateur de A est de degré supérieur ou égal a 3,
celui-ci devant étre un multiple de pa.

Donc le seul polynéme de degré inférieur ou égal a 2 et annulateur de A est le polynéme nul.
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(b) On en déduit que la famille (I3, A, A?) est libre. Maintenant, I3, A et A? sont dans C(A). Donc, la famille (I3, A, A?)
est une famille libre de C(A) qui est de dimension 3 = card(I3, A, A%) < +o0. Par suite, la famille (I3, A, A%) est une base
de C(A) et en particulier

C(A) = Vect(I3, A, A?).

(c) On sait que R[A] C C(A). Réciproquement, un élément de C(A) est un polynéme en A d’apreés la question précédente
et donc C(A) C R[A]. Finalement,

Si on prend A = I3, RIA] = RI3 # M3(R) = C(A) et donc le résultat précédent n’est pas toujours vrai.

PROBLEME

Inégalités sur les déterminants de matrices symétriques

1. Question préliminaire

Soit S € Sn(R). D’apres le théoréme spectral, il existe P € On(R) et D = diag(Ai)1<i<n € Dn(R) telles que S = PD'P.
Pour 1 € [1,n], on note e; la i-éme colonne de P de sorte que e; est un vecteur propre unitaire de S associé a la valeur
propre A;.

e Si S e SH(R), pour tout i € [1,n], 0 < *e;Se; = Aiteie; = Aillei||? = Ai. Par suite, toutes les valeurs propres de S sont
des réels positifs.

e Supposons que toutes les valeurs propres de S soient des réels positifs. Soit X = (xi)icigcn € Mn,1(R). On pose
tPX = X/ = (X{)]gign.

n
EXSX = IXPD'PX = {('PX)D'PX = ’X'DX’ = ¥ Aix{? >0,
i=1

et donc S € ST (R).

PARTIE 1

2. Soit S € §;(R). On pose Sp(S) = (Ai)1<ign- D’aprés la question 1, les A; sont des réels positifs et d’aprés le résultat
admis par 1’énoncé,

1
Y/ det(S) = (E ?\i> < %Z}\i = trace(S).

i=1

3. Application.

(a) Soit M € My 1(R). *(*MM) = *MY(*M) = *MM et donc *MM € S, (R).
Soit X € My 1(R).

EXTMMX = {MX)MX = |[MX]2 < 0.

Donc, *MM € S7 (R).

YM € My (R), tMM € S (R).

(b) det(*MM) = det(*M)det(M) = (det(M))2. D’autre part,

trace(*MM) = Z Z mij Xmij | = i imiz,j'

i=1 \j=1 i=1j=1

Par suite,

(detM)2 = det(*MM) < (%)n (trace(*tMM))™ = (EY ZZ mi;
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PARTIE II : Théoréme de réduction simultanée

4. (a) On sait que *RAR est la matrice du produit scalaire ¢ dans la base B’. Puisque cette base est orthonormée pour
le produit scalaire ¢, la matrice de ¢ dans B’ est I, et donc *RAR = I,,.

(b) *C = 'R*BR = *RBR et donc C est une matrice symétrique réelle. D’aprés le théoréme spectral, il existe une matrice
orthogonale Q et une matrice diagonale réelle D telle que *QCQ = D.

(c) Ona B ='*RTCR!' =*'RTQD'QR" = *(*QR~"D(*QR ).
Soit P ='QR~'. P est une matrice inversible en tant que produit de deux matrices inversibles et B = *PDP.
D’autre part, tpp _ tR- TQ'QR T =R TR T =A.

La matrice P = *QR™ est une matrice inversible telle que A = PP et B = 'PDP.

(d) Soit @ la forme quadratique canoniquement associée a B.

Pour tout u = (x,y) € R?, @(u) = x? +2xy +y? = (x +y)?. Si on pose x’ = x +y et y’ =y ou encore y = y’ et
x = x’ —y’, on définit une base B’ de R? et la matrice de passage de la base canonique B a la base B’ est P = < (]) 7]] ) .
Cette matrice n’est pas orthogonale. Néanmoins, pour tout u € R?, @(u) = x'? et donc la matrice de ¢ dans la base B’

est la matrice diagonale D = ( 2) 8 )

5. (a) Onreprend les notations de la question précédente. Vérifions tout d’abord que les valeurs propres Ai, 1 <1< n, de
D sont positives (la matrice P n’étant pas nécessairement orthogonale, les valeurs propres de D ne sont pas nécessairement

les valeurs propres de B).
Soit X € My 1(R). *XDX = *X*P71BP~'X = Y{(P7'X)B(P~'X) > 0 car B € S;f. Donc D € S;'(R) et d’aprés la question
1, les valeurs propres Ai, 1 <1< n, de la matrice D sont des réels positifs. Ensuite,

det(A + B) = det(*PP 4+ *PDP) = det(*P(I3 + D)P) = det(P) x det(I3 + D) x det(P) = (detP)?(det(I3 + D)

= (det(P)* [ J(1 +20)
i=1

> (det(P)? <1+f[7\i> (car (det(P))? > 0 et H (1+A) _1+H7\ + .. +] ™)
i=1

= (det(P))? + (det(P))? H?\ = det(*P)det(P) + det(*P)det(D)det(P) = det(*PP) + det(*PDP)

= det(A) + det(B).

V(A,B) € STT(R) x SF (R), det(A + B) > det(A) + det(B).

(b) On suppose maintenant que les matrices A et B sont dans S7 (R) mais pas dans S7*(R).

Si on affine la démonstration de la question 1, on établit que les valeurs propres d’un élément de S™(R) sont positives
mais ne sont pas toutes strictement positives. Ainsi, 0 est valeur propre de A et de B et donc det(A) + det(B) = 0.
D’autre part, la matrice A + B est symétrique et pour tout X € My, 1(R), *X(A + B)X = *XAX + *XBX > 0. Donc
A+ B € S§(R). On en déduit que les valeurs propres de A 4+ B sont des réels positifs puis que le déterminant de A + B,
qui est le produit de ces valeurs propres, est un réel positif. Par suite, det(A + B) > 0 = det(A) + det(B).

V(A,B) € SF(R) x SF(R), det(A + B) > det(A) + det(B).

6. D’apreés la question 5.(a), les A;, 1 < 1 < n, sont des réels positifs.
Puisque B € S;F*(R), B est inversible et il en est de méme de D. Les A, 1 <1 < n, sont donc des réels strictement positifs.

(a) Soit t € [0, 1].
det(tA + (1 —t)B) = det(t'PP + (1 — t)'PDP) = det(*P)det(P)det(tl, + (1 —t)D)
= (det(P))* T J(t+ (1 —t)A0).
i=1
(b) Soient i € [1,n] et t € [0,1]. t+ (1 —t)A; =bar(1(t),Ai(1 —1)) € [Ai, 1] et donc t + (1 — t)A; > 0.

La fonction In est deux fois dérivable sur 10, +oo[ et pour x > 0, In”(x) = —— < 0. Donc la fonction In est concave sur

2
X
10, +o0[. Par suite,
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In(t+ (1 —t)A) > tin(1) + (1 —t) In(Ay) =In (A1),

et donc, par croissance de la fonction In sur ]0,+oo[, on en déduit que t+ (1 — t)A; > 7\! -t

(c) Puisque (det(P))? > 0,

mn
det(tA + (1 —t)B) = (det(P))* [ J(t + (1 = t)A)) > (det(P ZHA” (det(P))?(detD)'t

i=1

= ((det(P))?)" ((det(P))2detD)" " = (det(A))* (det(B))' .

V(A,B) € (S H(R))%, Vt € 0,1], det(tA + (1 — t)B) > (det(A))" (det(B))' .

7. (a) Soit A € ST (R). Les valeurs propres Ay, 1 < i < n, de A sont tous des réels positifs. Pour p € N, on pose

1
A, =A+ ——1I,
v e p+1

Soit p € N. A, symétrique et ses valeurs propres, a savoir les A; +

positifs. Donc, A, est dans S (R).

1 . .
T’ 1 <1 < n, sont toutes des réels strictement

Comme hrf A, = A, la suite (Ap)pen est une suite d’éléments de S;i+(R), convergente, de limite A. Donc A est
pP— +oo

adhérent & ST (R).

On a montré que tout élément de S (R) est adhérent & S+ (R) et donc que

ST (R) est dense dans S7 (R).
1
(b) On définit de méme la suite B, = B + p—In. Puisque les matrices A, et By, sont dans S;;"(R), pour tout entier
naturel p, on a

+1
1 1 w 1 1
<det (A—i— — I +B+ — >) < (det <A—|— —In>) + <det <B + —In>)
p+1 p+1 p+1 p+1

Quand p tend vers 400, par continuité de la fonction M — det(M) sur M, (R) et de la fonction x — {/x sur R, on
1 1 1
obtient (det (A + B))™ < (det (A))™ + (det (B))™

PARTIE III : Théoréme de Choleski

3l
3=

_ _ _ _ -1
8. () ‘T =L =TT =Y T ) =TTy =t ((T2 1) )
Les matrices Ty et T2 sont triangulaires supérieures et inversibles. On sait qu’il en est de méme des matrices T1 T, T et
-1 -1
(Tz_ 1T1) . Mais alors, la matrice * ((Tz_ 1T1) ) est triangulaire inférieure inversible puis la matrice T4 T, T est a la fois

triangulaire supérieure et triangulaire inférieure. On en déduit que la matrice Ty T, ! est une matrice diagonale D ou
encore, il existe une matrice diagonale réelle D telle que Ty = DT,. Puisque les coefficients diagonaux de T; et de T, sont
des réels strictement positifs, en analysant la diagonale de la matrice T, D, on voit que les coefficients diagonaux de D sont
des réels positifs.

Enfin, I'égalité *Ti Ty = *To T, fournit *T,'DDT, = 'T, T, puis D? = I,, (car T, est inversible) et enfin D = I,, car les
valeurs propres de D sont positives. On a montré que T; T, 1 =1, et donc que Ty = Ts.

(b) Immédiatement,

1 1 1 0 ... ... 0 T 1 ... 1
1 2 2 1T 1 : 0 1 :
Do n—1 n—1 : 0 L

T2 ...n=-1 mn 1T .. U 0 0 1

9. Un peu d’informatique

Immédiatement et sans calculatrice, on obtient
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1 0 1,2 1 0 0
o A, 0 1/2 0 = 0 1/V2 0

1 0 =2 1 0 0
eAs;= 0 1 =1 |=| 0 1 0

-2 -1 6 -2 -1 1

1 2 3 10 0 1
eAs=| 2 20 26 |=|2 4 O 0
3 26 70 3 5 6 0

10. Inégalité d’Hadamard

(a) det(S) = det(*TT) = (det(T))* = ] [ 2.
i=1

n i
Maintenant, pour i € [1,n], si,; = Z titj 1 = thz‘i >t7; > 0 et donc
j=1 =1

(b) Soit M € GL,,(R). On applique le résultat précédent a la matrice S = *MM. S est dans S, (R) d’aprés la question 5
et n’admet pas 0 pour valeur propre car M est inversible. Donc S € S;1(R). On en déduit que

et donc
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