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MATHEMATIQUES 1

PARTIE I : DROITES DES MOINDRES CARRES DANS UN CAS PARTICULIER

= —« # 0 et donc les points A, B et C ne sont pas alignés.

L1 detg (AB,AC) =

0
1

N — R

I.2. I.2.a. Soit (a,b) € R2. pa,p(A) = (0,b), Pa,v(B) = (0,b) et pa,u(C) = (o, acx+ b).

fo(a,b) = (0—0)2+(O—b)z+(0—0)2+(b—1)2+(cx—oc)2+(%—acx—b)z

2
1
_b2+(b—1)2+<aoc+b—z> .

1.2.b. Soit (a,b) € R2.

N —

2 2
1
fo(a,b)_<aoc+b— ) +2b2—2b+1—<aoc+b—z) +2(b*=b)+1

2 2
1 5 1 2
2 2
1 5 1 1
, o . 1 o
1.2.c. Pour tout (a,b) € R*, fo(a,b) > 5 avec égalité si et seulement si acx+b — 7= b— 7= 0 ce qui équivaut 4 b = 3
et a =0. ] 1
Pour (a,b) = (O, z), on obtient la droite Dy d’équation y = 7
1
I.3. I1.3.a. Soit (a,b) € R?. Pap(A)=(b,0), pgp(B) =(a+b,1) et p;,(C) = <% +b, Z)'

2
f](a,b)Z(O—b)2+(0—a—b)2+(o¢_%_b)
12 2 _a 2
=b"+(a+b) +(oc 5 b) )
1.3.b. Pour (a,b) € R?,

2 2
b2+ (a+b)2+ (w— 3 —b) =3b2+2b <—oc+ 37“) ta?+ o —ant =

4
RICIENS R EER
3(o-5+8) (-5 ) e
:3(b—%+%)2+%2+%2.
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202 a o
I1.3.c. Pour tout (a,b) € R?, fo(a,b) > —3 - avec égalité si et seulement si a = 5 +b— 3= 0 ce qui équivaut 4 a =0 et

x
b=-.

3 104 o4
Pour (a,b) = (0, ?)’ on obtient la droite Dy d’équation x = 3
I.4. Les droites Dy et D7 sont respectivement dirigées par i et j et sont donc orthogonales. Elles se coupent au point

M= (g l) Or l'isobarycentre de (A, B, C) est

0+1 ]

04+0+a VT 1T 2| _ (1
3 ’ 3 B

et donc M est 'isobarycentre de (A, B, C).

PARTIE II : RESULTATS SUR UN ESPACE PREHILBERTIEN REEL

II.1. F est Pensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux & tous les vecteurs de F. F- est un sous-espace vectoriel
de E tel que FNF- ={0}. Si de plus E est de dimension finie, E = F @ F*.

I1.2. Puisque dimF < 400, le théoréme de la projection orthogonale montre que pr est bien défini.

Soit x € E. {||[x — 2|, z € F} est une partie non vide de R (car contient ||x|| par exemple) et minorée par 0. Par suite,
{|lx — z||, z € F} admet une borne inférieure.
Pour tout vecteur z de F,

Ix—zll = y/lx—zlI?

= \/||x —pr(x)||2 + |lpr(x) — z||2 (d’aprés le théoréme de PYTHAGORE car x — pr(x) € F* et pr(x) —z € F)

=/ Ix=pr(¥)[I? = Ix — pr(x]],

avec égalité si et seulement si z = pr(x). Done, la borne inférieure de {||x — z||, z € F} est atteinte en 'unique élément z
de F défini par z = pr(x).

I1.3. II.3.a. e Soit (x,y) € E2.

(xly)r = (xly —pr(y) + Pr(y))r = (xly — pr(y))r + (xIpr(y))r (dapreés i))
= (xly — pr(y))r (d’apres iii) car pr(y) € F)
= (y —pr(y)x)r (d’apres ii))
= (y—pry)x —pr(x))r + (y — pr(yllpr(x))r = (x — pe(x)ly — pr(y))r
= (x— pr(X)ly — pr(y)) (d’apres iv) car (x — pr(x) € F- et y —pr(y) € FF).
e Soit x € E. D’aprés I'égalité précédente, (xx)r = (x — pr(x)Ix —pr(x)) = [|[x — pr(x)||? = (d(x, F))z.

e En particulier, (x|x)F = (d(x,F))* > 0.
e Soitx €E. (xx)F =0& ||x—pr(x)|| =0 & x =pr(x) & x € F (si x € F, alors pr(x) = x et si x = pr(x) alors x € F).

I1.3.b. D’aprés la question précédente, on a nécessairement V(x,y) € E2, (x[y)r = (x — pr(x)ly — pr(y)) ce qui assure
Iunicité de (| )f.

Réciproquement, posons V(x,y) € B2, (xly)r = (x — pr(x)ly — pr(y)).
i) Soit x € E. L’application y — y — pr(y) est linéaire et donc 'application y — (x —pr(x),y — pr(y)) est linéaire par
linéarité du produit scalaire par rapport a sa deuxiéme variable.
ii) L’application (x,y) — (x|y)r est symétrique par symétrie du produit scalaire.
iii) Pour x e Eet y € F, (xly)r = (x — pr(x)y — pry)) = (x — pr(x)0) = 0.
iv) Pour (x,y) € (F1)?, pr(x) = pr(y) = 0 et donc (x|y)r = (x = pr(x)ly —pr(y)) = (xly).

Donc, (| )r est effectivement un produit subordonné a F. On a ainsi montré qu’il existe un unique produit subordonné a

F.
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I1.4. Soit (x,y) € E2. D’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ

[(xy)el =[x = pr(x)ly —pr(y))l < [Ix = e () llly =PIl = lIx[[Fllyll

De plus, on sait que |(x[y)rl = ||1x|[r|ly]lr si et seulement si la famille (x — pr(x),y — pr(y)) est liée.

1
II.5. II.5.a. E{0}. Donc il existe x € E tel que x # 0. Le vecteur u = WX est un vecteur de E tel que |Jul| = 1.
X

I1.5.b. Soit x € E. Il existe A € R tel que pp(x) = Au. De plus,
x—pp(x) € Dt = (x —Aulu) =0 = (xju) —Aluu) =0 = A = (xu) (car |[ul| =1).

Done, Vx € E, pp(x) = (x[u)u.

II.5.c. Soit x € E. 0x = ||x]|p =[x = pp (x)|| = [|x — (x[u)u]] = ||x — mul.
Soit (x,y) € E2.

cov(x,y) = (xly)p = (x — (x[Wuly — (ylu)u) = (xly) — (x[w) (ylu) — (ylu) (xw) + (xju) (ylu) (uhe) = (xly) — (xu) (ylw)
= (xly) — m,my.

II.6. Puisque la famille (x,y,u) est libre, x ¢ Vect(u) = D. D’aprés la question 11.3.a, ||x||p = /(x[x)p = 0 et
IIx|lop = v/ (xIx)p # 0. Donc oy = ||x||p > 0. De méme, oy > 0.

1 1 1
I1.7. IL7.a. my = (x*|u) = U—(x —myufu) = U—((x\u) —my (uu)) = —(my —my) =0.

1 x x Ox
0w =[x =] = [l = —lhx—meu] = = =1.
x X
lol = CO;();’H) = ||X(|rDy||)1JD||D € [0, 1] d’aprés la question I1.4. De plus,
x Oy
(xy)ol 5 )
Telloluls ~ 1= (x—pp(x),y—pp(y)) lice = I(A, 1) # (0,0)/ A(x —pp(x)) + 1y —pp(y)) =0

I 1) # (0,0)/ Ax+ py + (—Amy — pmy)u =0 = (x,y,u) lice.

Par contraposition, (x,y,u) libre = % # 1. Finalement, |p| < 1 ou encore p €] — 1, 1[.
Dl[YlD

I1.7.b. Puisque u # 0 et x € Vect(u), F est un plan vectoriel.

Il =1 et x| = Xm0 g g,

X

(ux*) = —(ulx —po x]) = 0 car x —po(x) € D*.

Donc (u,x*) est une famille orthonormale. Enfin, u € F et x* € Vect(x,u) = F. Donc, (u,x*) est une famille orthonormale
de F et finalement une base orthonormale de F car F est un plan.

I1.7.c. D’aprés la question I1.2, inf{|jy — ax —bu|, (a,b) € R?} = inf{|ly —z||, z € F} existe et vaut ||y —pr(y)|| = d(y, F).

I1.7.d. Puisque la famille (u,x*) est une base orthonormée de F
Pr(y) = (Yhu + (Yyx*)x* = myu + (yx*)x*,

et donc inf{|jy — ax — bu|, (a,b) € R?} = ||y — myuw — (ylx*)x*||.

IL.7.e. (ylx*) _ 1 y\x—mxu) _ (X\U) _mx(y‘u) _ (X|1J) — My My _ COV(X)H)

— = oyp et donc
Ox Ox Ox Ox

y—myu — (Yx*)x* = oyy* — oypx* = oy (y* — px*),
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puis inf{|ly — ax — bul|, (a,b) € R?} = oy|jy* — px*||.

I1.7.1.
Pr(y) = myu — (ylx*)x* = ;(y\x — M) (x — myu) + myu
X
1 My
= U—i((y\X) —my(ylu) ) x + _o_g((yb‘) —my(ylu)) +my | u
= %g’y)x + (—?—gcov(x,y) + my> u
= po—yx+ (—mxpo—y + my> u.
Oy Ox
Donc ag = p& et by = —mXpG—U + my,.
Ox Ox
II.8. y=apx+bo&y= p&X_mxpO—_y‘me = Y- M = px_mx
Ox Ox Uy Ox

I1.9. Le résultat s’obtient en échangeant les roles de x et y ce qui est licite puisque la famille (y, x,u) est libre.

I1.10. a;g et by s’obtiennent en échangeant les roles de x et y puis une équation de Dy s’obtient en échangeant les roles

X—m —m
de x et y. Une équation de D7 est donc X = py Y (car p est invariant quand on échange les roles de x et y).
x y
X P X T
I1.11. Un vecteur normal & Dy est no = ( —,—— | et un vecteur normal & Dy est ny = [ —,—— |.
Ox Oy Ox Oy
p 1
Ll _ o2
Ox 1 ox | _ P # 0 (d’aprés la question I1.7.a).
L Ox Oy
Oy Oy

Donc les droites Dy et Dy sont sécantes en un unique point. Le point (my,my) appartient a chacune de ces deux droites
et donc les droites Dy et D; sont sécantes en 'unique point (M, my).

I1.12.

1 1
DolDy & (nolny) =0&p (g + g) =0&p=0%& covix,y) =0 & (xly) =mmy.
x y

PARTIE IIT : BASE ADAPTEE A UN PRODUIT SCALAIRE DANS UN ESPACE EUCLIDIEN

II1.1. On identifie une matrice de format (1,1) et son unique coefficent.

n mn n mn
tXSY = ZX'L Z sijyj | = Z xiyj (eilej) = <Z X'&i) \ Zyjej = (xly).
i=1 =1 i=1 =1

I<i,jsn

II1.2. III.2.a. Soit (‘L,)) S [[],TI]]Z. $j,i = (ej\ei) = (€i|€j) = Sij.
Donc S est une matrice symétrique réelle de format n.

D’aprés le théoréme spectral, le spectre de S est contenu dans R. Soit alors A une valeur propre de S puis X un vecteur
propre unitaire associé.

EXSX = EX(AX) = AEXX = A[[X||2 = A

et donc A = 'XSX = (x|x) > 0 car x # 0. Ainsi, les valeurs propres de S sont des réels strictement positifs.

II1.2.b. S € D (R) & Vi #j, (eilej) =0 & (ei)1<ign est une base orthogonale de E,,.
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II1.3. Supposons que Y(X,Y) € (Man 1(R))?, XAY = 'XBY ou encore supposons que V((xi)1<i<n, (Yj)1<j<n) € (R™)?,

> xiyjai; = ) xiyjby.
1<i,j<n 1<i,j<n

En appliquant cette égalité aux vecteurs X = Ex et Y = E; de la base canonique de M~ 1(R pour chaque k et chaque 1 de
[1,n], on obtient ay,; = by, pour chaque k et chaque 1 de [1,n] et donc A = B.

I11.4. TIII.4.a. On sait que X = PX’.

TTL.4.b. 'X/S’Y’ = (x,y) = 'XSY = £ (PX")S(PY’) = tX'(tPSP)Y".
Ainsi, pour tout (X',Y’) € (M 1(R))%, tX/S’Y" = X'(tPSP)Y et d’aprés la question II1.3, S’ = *PSP.

ITI.4.c. E est un espace euclidien et on sait alors qu'il existe dans E au moins une base orthonormée B’ = (e/)1<i<n-
I1.4.d. Pour tout (i,j) € [1,n]*, S’ = (e{le/) = 8. Par suite, ((e{le]))
tPSP = 1,, puis S = *(P~")P~'. Mais alors

I<ij<n = I,. D’aprés la question II1.4.b,

PcOL(R) &P 1O, (R) P P !'=1,& S =1, & B est une base orthonormée.

II1.5. Soit B’ = (e{)i<ign une base orthonormée de E,,. Pour i € [1,n], on pose e’ = \/die{ puis on pose B” =
(e')1<i<n. Puisque chaque v/d; est non nul, B” est une base de E. De plus, pour tout (i,j) € [1,n]?,

disii=j
" "y __ R I 1
(ef'lej") = Vdi\/djdi; = { Osiitj -
Donc la matrice associée a la base B” est diag(di)1<ign ¢’est-a-dire M. La matrice My est donc associée a une base de
En.

1-X 1

L6 IL6a Xm,=| 1 1_y

‘ = X2 — 2X = X(X — 2). Done Sp(f2) = (0,2).

1 1
Ker(f2) = Vect(e]) ot e; = —=(e1 —e2) et Ker(f; —21d) = Vect(e}) ou e} = —=(e1 + e2).

V2 V2

II1.6.b. Si M est une matrice associée & une certaine base de E;, les valeurs propres de M sont strictement positives
d’aprés la question III.2.a. Comme 0 est valeur propre de M2, M, n’est pas associée & une base de E;.

IT1.7. TIL.7.a.rg(M3 —4I3) =1 et donc dim(Ker(M3z —413)) = 2. Par suite, 4 est valeur propre d’ordre au moins 2.
La derniére valeur propre A est fournie par la trace de M3 : 9 = Tr(M3) =444+ A et donc A = 8. Ainsi, Sp(f3) = (4,4, 1).

Ker(fz —41d) est le plan d’équation x +y + z = 0 puis Ker(fz — Id) est l'orthogonal de ce plan (car M3 est symétrique

V3

1
5(61 — e2). Par suite une base orthonormée du plan

réelle) c’est-a-dire la droite engendrée par le vecteur unitaire ej = (e7 +e2+e3).

Un vecteur unitaire du plan Ker(f3 —4Id) est le vecteur e] =

Ker(fz —41d) est (e],e5) ou

1 1
= %(61 +ex+e3)N\(er —ex) = %(61 +ex — 2e3).

I11.7.b. Posons Q = 3”6/ =1 — . Les formules de changement de bases s’écrivent M3 = Qdiag(4,4,1)Q "

Sl =515

avec Q7' =1tQ.
Posons D = diag(2,2,1) de sorte que D? = diag(4,4,1). On a alors

M, = QD?'Q = QD'D'Q = (QD)*(QD).

V2 V2 o0
2 2 2
Ainsi, en posant P = '(QD) = 3 3 —2 3 |, ona Mz = 'PP. Cette derniére égalité signifie que si B” =
1 1 1

NI
(el ey, e¥) est la base de E3 telle que P = 25", alors pour (i,j) € [1,3]?, (e{’lej") est le coefficient ligne i, colonne j de
la matrice M3.
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Ainsi, la matrice M3 est la matrice adaptée a la base

2 1 2 2 1
(ef el ef) = [ V2er + 3+ = ,—V2er + 302+ = \/>€2 +—e3 |.
1 273 \/g \/— \/g

1 -3 1
II1.8. My _]1 = _33 =-3 _]1 . Donc —3 est une valeur propre de My. Puisque M4 admet une valeur
—1 3 —1

propre négative ou nulle, M4 n’est pas la matrice associée a une base de E4 (d’aprés la question I11.2.a). 5on peut aussi
remarquer que la trace de My est nulle et donc My admet au moins une valeur propre négative ou nulle).

II1.9. IIL.9.a. Une famille adaptée est une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls. On sait qu'une telle famille
est libre. Etant de cardinal n = dim(E,,), une famille adaptée est une base de E,,.

II1.9.b. Soit (e])1<ign une base orthonormée de Ey. Pour i € [1,n], posons e; = La famille (e;)1<ign est une

\/_ ‘L

famille adaptée.

IIT.9.c. Il n’y a pas unicité d’une famille adaptée. En effet, soit (ei)1<ign et f un automorphisme orthogonal de En
distinct de Id. Puisque f conserve le produit scalaire, la famille (f(ei))1<ign est une autre famille adaptée. Par exemple,
la famille (—ei)1<ign est une famille adaptée distincte de la famille (ei)1<ign-

I11.9.d.

n
X‘y <Z X1€1> ‘ Zy]eJ Z XiYj el‘e] leyl
=1

1<i,j<n

n

S

i=1

II1.9.e. SIX—ZCL, alors (x|x) = Z] x 1 =1 et donc
i=1 11

PARTIE IV : DROITES DES MOINDRES CARRES DANS LE CAS GENERAL

1
IV.1. Soit E = R[X]. Pour (P,Q) € E2, on pose (P|Q) = J P(t)Q(t) dt. (E,( ] )) est un espace préhilbertien réel de

=1.

0
dimension infinie. D’autre part, R™ muni du produit scalaire canonique est un espace euclidien.
IV.2. 1l suffit de prendre pour (ei)1<ign une famille adapteée.

IV.3. Soit («,B,7y) € R3.
n
ou+px+yy=0= Z(oH— Bxi +vyi)ei =0=Vie [I,n], «+ Pxi +vyi =0.
i=1

On ne peut avoir (B,y) # (0,0) car alors tous les points Ai, 1 < i < n, appartiennent & la droite D d’équation
o+ BX+vY =0 dans R ce qui contredit le fait que les points A; ne sont pas alignés.
Donc B =vy =0 puis &« = 0. On a ainsi montré que la famille (u,x,y) est libre.

IV .4.

mn ] n
Z —(axi + b)) =n x EZ(yi—axi—bui)(yi—axi—bui)

i=1 i=1

=n((y — ax —bu)|(y — ax — bu)) = n|jy — ax — bu|*.

En échangeant les roles de x et y, on a aussi fq(a,b) =n|x — ay — bu|%.
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IV.5. IV.5.a. D’aprés la question IV.3, la famille (u,x,y) est libre. On peut donc appliquer les résultats des questions
11.6 a I1.12.

o o
D’aprés la question IL7.f, inf{||y—ax—bu||, (a,b) € R?}existe et est atteint en 'unique couple (ag, by) = <p—y, —myp—2 + my
o o

X X

Il en est de méme de inf{(n|jy — ax — bul|?, (a,b) € R?} = inf{fo(a,b), (a,b) € R?}.

o o
De méme, f; admet un minimum atteint en I'unique couple (aj,bq) = (p—x, ——Xpmy + mx>.

Oy Oy
N . L y—my  x—my .
D’aprés la question I1.8 et I1.10, une équation de Dy dans R est : =p et une équation de D¢ dans R est :
oy Ox
X—Myx  Yy—my
oy oy

e 1
IV.5.b. D’aprés la question I1.11, les droites Dy et Dy se coupent au point (m,, my) = ((xJu), (ylu)) = ( E Xiy — E y;L) .
n
1 i=1

n:
i=

Ce point est Iisobarycentre de (A1,...,An).

IV.5.c. D’aprés la question I1.12, les droites Dy et Dy sont orthogonales si et seulement si (x[y) = m,my ce qui équivaut

a T]—lgxiyi = <% ixi> (:—1 igi> ou encore
inyi = (Z Xi) (Z Ui)-
i=1 i=1 i=1

i=1
IV.5.d. Posons Ay = (0,0), A1 = (1,0), A = (1,1) et A3 = (0,1). Ces quatre points sont non alignés.

4 4 n
1 1
D xiyi=0+0+T+0=Tet i (in> (;y> =0+nN0+n=1.

i=1 i=1

Sl=

Par suite, les droites des moindres carrés Dy et D7 associées & ces quatre points sont orthogonales. Plus précisément,
x[y) —m,m
quand Do et Dy sont orthogonales, on a p = (xly) — mmy
0x 0y

1 1
y= 5 De méme, D; est la droite d’équation x = 7

= 0. Donc Dy est la droite d’équation y = m, ou encore
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