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MATHEMATIQUES 2

PARTIE 1

I.1. I.1.1. Soit x € R.

2x
Pour tout n € N*, x2 4+ n?7t? # 0 et donc un, (x) existe puis un (x)

~ —— > 0. Comme la série numérique de terme
n—-+oo MN47T

général converge, il en est de méme de la série numérique de terme général u, (x).

2.2
n?m
Ainsi, pour tout réel x, la série numérique de terme général u, (x) converge ou encore

la série de fonctions de terme général w,, converge simplement sur R. I

1.1.2. Soit a > 0. Soit n € N*. Pour tout réel x de [—a, a

2K 2a
‘uﬂ(x)‘ - Xz +n27_[2 ~X T],27'[z7

a . - L. i 2a
5 et puisque la série numérique de terme général ——
n

Ainsi, Vn € N*, sup{fun (x)], x € [-a,adl} < 5= 5
nm T

converge,

la série de fonctions de terme général u,, converge normalement sur [—a, a].

2

(1+7m2)n
diverge, la série de fonctions de terme général u,, ne converge pas normalement sur R.

Pour tout n € N*, sup{lun(x)|, x € R} > lu,(n)| = . Comme la série numérique de terme général

(1+7m2)n

1.1.3. Soit a > 0. Chaque fonction u,, n € N*, est continue sur [—a, a]. De plus, la série de fonctions de terme général
U, converge normalement et donc uniformément vers U sur [—a, a]. Par suite, la fonction U est continue sur [—a, a] et
ceci pour tout réel strictement positif a. On en déduit que

la fonction U est continue sur R. '

I.2. 1.2.1. Soit n € N*. La primitive qui s’annule en 0 de la fonction u, est la fonction

X2t 5 3 aqx x? +n?n? x?
X’—)J'Omdt:[ln(t +n7‘[)}o:ln W =In ]+W .

2 2
X X
1.2.2. Soit x € R. Pour tout n € N*, 1+ o > 0 et donc vy (x) existe. De plus, vy, (x)
2

~ 5> 0. Comme la série
n—+oo N<7r

numérique de terme général n € N*, converge, il en est de méme de la série de terme général vy (x). On a montré

que

n2n2’
la série de fonctions de terme général v, n € N*, converge simplement sur R. I

e La série de fonctions de terme général v,, converge simplement vers la fonction V sur [—a, a] d’aprés la question 1.2.2.
e Chaque fonction vy, n € N*| est dérivable sur [—a, a] et v}, = u, d’aprés la question 1.2.1.
e La série de fonctions de terme général v}, = u,, n € N*, converge uniformément sur [—a, a] d’aprés la question 1.1.2.

1.2.3. Soit a > 0.

D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, la fonction V est dérivable sur [—a, a] et sa dérivée s’obtient par dérivation

+oo +oo
terme & terme. Ceci étant vrai pour tout réel a > 0, la fonction V est dérivable sur R et V' = Z vy, = Z u, = U
n=1 n=1
+oo
Enfin, V(0) = ) vn(0) =0.
n=1
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2

n n
1.3. Soit n € N*. Pour tout réel x, pn(x) = x exp <Z In (1 + #)) =X exp (Z Vn("))- Quand n tend vers +o0,
k=1 k=1

x)

cette expression tend vers xeV ™) ou encore

Vx € R, p(x) =x exp (JX U(t) dt).
0

PARTIE 11

II.1. II.1.1. Soit x € R. Tout d’abord, par 27-périodicité, gx(—7) = gx(m) = ch(x) = ch(—x) = ch (x(;n))

xt
Donc pour tout t € [—m, 7, g«(t) = ch (;) Mais alors, gy est continue sur [—7, 7] puis sur R par 27-périodicité. De

méme, g5 est de classe C T sur [, 7] et donc de classe C L par morceaux sur R.

La fonction g est 27-périodique, continue sur R et de classe C' par morceaux sur R. D’aprés le théoréme de DIRICHLET,
la série de FOURIER de gy converge vers gx sur R.

II.1.2. Soit x € R. On sait déja que pour tout t € [—m, 7], g(—t) = g(t). Soit t € R. Il existe k € Z tel que —m < t—2km < 7.
Mais alors, —t + 2kt € [—m, 7] puis
gx(_t) = gx(_t + Zkﬂ) = gx(t - Zkﬂ) = gx(t)-
La fonction gy est donc paire. On en déduit que Yn € N*, b, (x) = 0.
I1.1.3. Soit x € R.

2 (" 2 (™
e Six=0, ao(x):%J dt=2et pourn}],an(x):%J cos(nt) dt = 0.
0 0

e Six # 0, pour n € N, une double intégration par parties fournit

an(x) = %J: ch (%) cos(nt) dt = 72_t <[§ sh <X—7_:> cos(nt)] i + % J: sh (%t) sin(nt) dt>
0

2(=1)m 2 8 8
= M + o ({E ch (X—t) sin(nt)} — EJ' ch (X—t> cos(nt) dt)
x x x e o X Jo e
2(=1)"shx 2n?m m 2(=1)"shx n?n?
= " — 7 X zan(x) = ~ 2 an ().
2(—1)™sh 2(—1)™"xsh
Par suite, an(x) = (=1 zs ; = (=1)"xshx = (=1)"shx un(x).

n2m x2 +n2m?
X 1+—2
X

I1.2. II.2.1. Soit x € R*. D’aprés la question II.1, pour tout t € [—7, 7],

xt shx up(x) =
ch (;> =5+ _[-1)"shxun(x) cos(nt).
n=1
shx g shx
Pour t = 7, on a en particulier chx = ~ +shx Z un(x) = —~ + shx U(x) et donc
n=1
h 1
Vx € R*, U(x) = =% — _.
shx x

I1.2.2. On rappelle que d’aprés la question 1.1.3, la fonction U est continue sur R. On sait déja que V(0) = 0. Soit x > 0.

V(x) = lim JX (ﬂ — l) dt = lir% (n(sht) —In(t)]} =In (ShTX) — lim In (Sh?&>

e—0 J, sht t e—0
=1In (sh_x) .
X
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h(—x
Maintenant, la fonction U est impaire et donc la fonction V est paire. Par suite, si x < 0, V(x) = V(—x) =1n (S ( )) =

. (—x)
snXx

+oo

I1.2.3. Soit x € R*. D’aprés la question 1.3, x H (1 + i
k=1

x =0, on a montré que

+o0o 2
vx € R, shx:xH (1—1—#).
k=1

PARTIE 111

ITI.1. IIL.1.1. Soit x € R. Quand t tend vers O par valeurs supérieures,

~osin(tx)  tx+o(t)  x
hot) = o =1~ mrom = T oW

X
Ainsi, la fonction t — h(x,t) tend vers - quand t tend vers 0.

II1.1.2. Soit x € R. Pour tout réel t > 0, e™ — 1 > 0. Donc la fonction t — h(x,t) est continue sur J0, +ool.
La fonction t +— h(x,t) est prolongeable par continuité en 0 d’aprés la question précédente et donc la fonction t — h(x, t)
est intégrable sur un voisinage de O.

Pour tout réel t > 0, |h(x,t)] <

1
et en particulier, h(x,t) = o( — | d’aprés un théoréme de croissances
1 t—+o0 tz

comparées. On en déduit que la fonction t — h(x,t) est intégrable sur un voisinage de +oo.

eT[t —
Finalement, la fonction t — h(x,t) est intégrable sur ]0, +ool.

IT1.2. TII.2.1.h posséde sur Rx]0, oo des dérivées partielles par rapport a sa premiére variable x & tout ordre en tant
que quotient de fonctions admettant sur Rx]0, +o0o[ des dérivées partielles & tout ordre par rapport a la premiére variable
x et dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0, +ool.

Pour tout (x,t) € Rx]0,+oo[ et tout n € N,

anh tn SiIl (Xt —+ T)

_ 2
e ot = et — 1

Plus précisément, pour m € N et (x,t) € Rx]0, +ool.

62mh( t) = 2™ sin (xt + mm) (=] )™ 2M sin(xt)
* om0 T et —1 B et —1
2m+1 t2m+1 gin (Xt + mm+ E) myg2m+1
0 h( {) = 2) (1™t cos(xt)
* ox2m+1 Xt = et — 1 - et 1 :

II1.2.2. Soient n € N* et x € R.

o nm
nh t™ sin (xt + —)

0
e La fonction t — 6—“(X’ t) = est continue sur ]0, +oo[ en tant que quotient de fonctions continues sur
X

et _
10, +o0o[ dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0, +ool.

) nmn
tn tn tnfl t™ sin (Xt + —2 ) tn71
e Quand t tend vers 0, ~— = et donc =0——|.
et —1 mt U emt —1 U
"h
En particulier, la fonction t — a—n(x, t) est bornée sur un voisinage de 0 et donc est intégrable sur un voisinage de 0.
X
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o nm . nm
t" sin (Xt —+ 7) tn+2 tn Sin (Xt —+ 7) 1 anh
— < — 0 et donc = o0 <—) Par suite, la fonction t — ——(x,t)
et _

2
|t t2 oxm"

e™ — 1 t—+o et —1 t—+oo

est intégrable sur un voisinage de +oo.

n
Finalement, la fonction t — Py (x,t) est intégrable sur ]0, +ool.
X

IT1.3. e Pour chaque x € R, la fonction t — h(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0, +ool.
e La fonction h admet sur Rx]0,+oo[ des dérivées partielles par rapport & la premiére variable x & tout ordre et pour
(x,t) € Rx]0, 400l et n € N*,

anh tn sin (Xt —+ n—T[)
Tt = :
ox™ et —1

n
- pour tout x € R et tout n € N*, la fonction t — ax—“(x’ t) est continue par morceaux sur ]0, +oo[,

n

- pour tout t €]0, +oo[ et tout n € N*, la fonction x +— ax—n(x,t) est continue sur R,
- pour tout (x,t) € Rx]0, +oo[ et tout n € N*,
) nm
anh tn Sin (Xt —+ 7)} tn
‘ax—“(x’t)‘ e ge”t—1 = @n(t).

Pour tout n € N*, la fonction @, est continue par morceaux sur ]0, +oo[, prolongeable par continuité en 0
n—1

1
(car @n(t) o avec 1 — 1 > 0) et négligeable devant z en +oo d’aprés un théoréme de croissances comparées.
t—

Dongc, pour tout n € N*| la fonction @, est intégrable sur ]0, +ool.

D’aprés une généralisation du théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, la fonction f est de classe C* sur R et
ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation sous le signe somme. Ainsi, pour tout x € R et tout n € N*,

. nm

+oo t™ sin (xt + —)

) (x) = J 2/ 4t
0 e”t —1

Plus précisément, pour tout m € N et tout x € R,

f(Zm)(X) _ J+Oo (=T )mtzm sin (xt)

dt.
0 e™t —1

+oo 2 1
dt et f(Zm—H)(X) _ J (=1 )mZT:EH— 1(308 (xt)
0 —

IIT.4. TIII.4.1. Soit t> 0. Alors 0 < e~ ™" < 1 et donc la série géométrique de terme général (e~ )™ converge. Par suite,

1 1 +oo +oo +oo
— e Tty — e Tit Z(e—nt)n — Z e—n(n—H)t — Z et
et —1 1—e 7t
n=0 n=0 n=1

1
II1.4.2. Soient n € N* et x € R. La fonction t +— e ™" sin(xt) est continue sur [0, +ool et négligeable en +oco devant 2

(car n > 0). Donc la fonction t — e " sin(xt) est intégrable sur [0, +oco[ puis

+o00 +o0 X +oo .
J e "tgin(xt) dt =Im (J e Tt eixt dt) =Im (J el-mmrixt dt)
0 0 0

e(*ﬂT[‘Fi.X)t +oo
=Im [7] (Re(—mm + ix) = —nm # 0 et donc — nw + ix # 0)
—MNnm+1X |,
e(—nn+ix)t 1
=1Im ( lim ( - ) — - )
t—+oo \ —M7T + ix —N7T + ix
1 e(—nn+ix)t et
= Im — ( I . = . —
nm—ix -7+ ix | — 7w+ ix| t—+eo
I nm+ ix X
= 1m =
n2m? 4 x? x2 + n?m?
~up(x
2

http ://www.maths-france.fr 4 © Jean-Louis Rouget, 2011. Tous droits réservés.



II1.4.3. Soient x € R, t €]0, +o0[ et n € N*.

]_ —n7t
€ — (1 _ e—nnt)

. - —t\ kK . —
hn(X, t) = Sln(Xt) Z (e t) = Sln(Xt)e ﬂtﬁ =

k=1

Soient x € R et n € N*. La fonction t — h;, (x,t) est intégrable sur [0, +oo[ en tant que somme de fonctions intégrables
sur [0, +ool et

+oo +oo s t +oo : t +oo s t —n7t +oo
f(x) —J (o t) dt = J sin(et) ¢ —J (1= mmty SO gy J sin(ctje” 77 4y J e ™ h(x, 1) dt.
0 0 eﬂt—1 0 eﬂt—] 0 eﬂt—1 0

La fonction t — h(x,t) est continue sur ]0, +oo[ et admet des limites réelles en 0 et +o0o. Donc la fonction t +— h(x,t) est
bornée sur ]0, +oo[. Soit M un majorant de la fonction t +— |[h(x,t)| sur ]0,+oo[. Alors

+oo +oo

M
e "t dt < MJ eVt dt = —.
o nm

’f(x) — J+OO hn(x,t) dt’ < J

0

sin(xt)
et —1

M +oo
Puisque lim — =0, lim J hn(x,t) dt = f(x). Maintenant, d’aprés la question II1.4.2, pour n € N* et x € R,

n—-+oo MN7T n—-+oo

0

“+o00 n +oo 1 n
J hn(x,t) dt= ) J e “Msin(xt) dt =5 3 we(x),
0 k=10 k=1

“+o00 ]
et donc lim J ha(x,t) dt = ZU(X). On a montré que

n—-+4oo 0

Vx € R, f(x) = @
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