SESSION 2005

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 2. FILIERE MP

Partie I -
LA -
I.A.1) Pour chaque A = (aij) € Mn(C), on a Noo (A) = Max{||Li[1, 1 <i<n}ouly,..., L, désignent les lignes de A.
Donc

e VA € M, (C), Noo (A) e RT.
e VA € M,(C), N (A)=0=Vie[l,n], L=0=A=0.
e VA € M, (C), VA € C,

Noo (AA) = Max{[[ALi[[y, T <1< n}=Max{[Al|[Li]l;, T <i<n}=AMax{|[Lif;, 1 <i<n} =N (A).

e Soit (A,B) € (M, (C))?. Notons Ly, 1 <i<m, et L/, 1 <i<mn,les lignes de A et B respectivement.
Pour i € [1,n], on a

ILi + Lillh < |ILills + IL{]l1 < Ngo(A) + Noo (B),

et donc Ng (A 4+ B) = Max{||Li + L{|l1, 1 <i<n} < Ng(A)+ Ny (B).

Finalement

No est une norme sur M, (C).

I.A.2) a) Soient A = (ai‘jhgi‘jgn eMn(C)etz= (Zj)]gjgn e C". Soiti e ﬂ],nﬂ.

n n n
(Az)il =) aiz| <D lail x Iz] < Jlzllo Y lai;l = [Lill1]1zllo < Neo(A)]Z]loo
j=1 j=1 j=1

et donc

[Az]|o = max{|(Az)i], 1 <1<} < Neo(A)|z][co-

VA € My (C), Vz € C", ||Az]|loo < Noo (A)]Zl|oo-

Azl . .
b) Soit A € M;,(C). D’aprés a), on a déja sup { IAz] ,z€eC™ \{O}} < N (A). On note alors ip € [1,n] un indice 1

12|
tel que Noo (A) = ||Li,||1. On note €7,. .., en des complexes de module 1 tels que, Vj € [1,n], g5ai, ; = lai, ;1 (si aiy,; #0
Qi
on prend & = lai, 51 et si aj,,; =0, on prend ¢; = 1) puis on pose z = (€j)1<j<n. On a ||z]joo =1 et
Qio,j T

n n
(Aol =D aip56] =) lai, 5l =L,
=1 =1

A(2)] 0o A(z)); Az
ce qui montre que ” ”Z” > I |£j))1° = ||Li, ||1. Comme d’autre part, % < |ILiy[[1, on a donc
A(2)] o
A& _ iy = Na ).
12|
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On a montré que sup{”/\i;”oo, z € (C“\{O}} = {' Hoo z € (C“\{O}} =Ny (A).

[12lloo (B2

VA € Mn(C), Ng (A) = max {' ||°° G(C“\{O}}.

2] oo

¢) Soit A € My, (C). Soient A € C tel que |A| = p(A) et z un vecteur propre de A associé a A.

[A(Z)loo _ [IA2]loo

Izl llzlloo

No (A) =

= [Al = p(A).

VA € M, (C), p(A) < N (A).

I.A.3) Soit (A,B) € (M, (C))?. Pour z € C",
[AB(2)[lc < Noo (A)[B(2)]loc < Noo (A)Noo (B)|z]loo -
On en déduit que pour z € C™ \ {0},

[AB(2)]loo

[12lloo

< Noo (A)N (B),

et donc que Ny (AB) < N (A)N (B).

Y(A,B) € (Mn(C))?, Neo (AB) < Neo (A)No (B).

I1.A.4) a) Soit Q € GL,,(C).

e VA € M,,(C), No(A) > 0.
o VA € M, (C),

NQ(A)=0= N (Q 'AQ)=0=Q 'AQ=0= A =0,

car Q et Q! sont inversibles et donc simplifiables.
e Pour A e M,(C)et A eC,

NQ(AA) =N (Q ' (AA)Q) = AN (Q'AQ) = AINg(A).
e Pour (A,B) € (M,,(C))?,
NQ(A+B) =N (Q TAQ +Q "BQ) < N (Q'AQ) + Noo (Q"BQ) = Ng(A) + Nq(B).
e Pour (A,B) € (M,(C))?,
NQ(AB) =Ny (QTABQ) = Noo (QTAQQ"BQ) < N (QTTAQ)N (Q7'BQ) = Ng(A)Nq(B).

Finalement,

VQ € Gl (C), Ng est une norme matricielle sur GL,, (C).

b) Puisque dim¢(Mn(C)) < 400, Ny et Ng sont équivalentes. On en déduit qu'il existe deux réels strictement positifs
1 1 1
a et P tels que aNg < Ng < BNy Soit Cq = Max{&,[:’)}. On a f < Cq puis < < Cq et donc o < «. On a donc
Q
1

—Ng < Ng < CgoNg
Cq

1

VQ € GL,(C), 3Cq €0, +oo[/ YA € M, (C), C_NOO(A) < Ng(A) < CgoNg(A).
Q
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I.B - Soit ¢ > 0.

Soit T € M(C) une matrice triangulaire supérieure. Pour s > 0,

1/s 0 ... 0 tir tiz2 .. tin s 0 ... 0
D§1m5 _ 0 0 t22 - 0

0 : 0
0 0 1/s™ 0 0 tnn 0 0 s

t11 ty2s tyns™!

0 t 2 to, sn—2

. . tn—],ns

0 ... 0 thn

On a donc lim Dg'TDs = D
s—0

s>0

t1.1,82.2,..,tn ) €0 par continuité de Ny,

2%ND5(T) = NOO(D(tL] 2,2, tn,n)) = max{‘ti,i‘v 1 S 1 S n} = p(T)
s>0

Soit alors A € M, (C). On sait que A est triangulable et donc il existe une matrice T triangulaire supérieure et une matrice
inversible P telles que A = PTP~!. On choisit alors s > 0 tel que Np(T) < p(T) + ¢ et on pose Q = PDs. On a

NQ(A) =N ((PDs) 'A(PDs)) = Np, (P'AP) = Np(T) < p(T) + ¢ = p(A) +e.

Maintenant, d’aprés I.A.4), Ng est une norme matricielle et on a montré que

VA € M,,(C), Ve > 0, il existe une norme matricielle N; telle que N¢(A) < p(A) + «.

I.C - Soit A € M, (C).
e Supposons que klirn A¥ = 0. Soient A une valeur propre de A et x un vecteur propre associé. Pour tout entier naturel
— +00
k, on a A*x = Akx et donc lim (A¥x) = 0. Puisque x n’est pas nul, on en déduit que lim A* =0 et donc que |A| < 1.
k— 400 k— 400

Ainsi, toute valeur propre de A est de module strictement inférieur & 1 et finalement p(A) < 1.
T-p(A) _T+p(A)

e Supposons que p(A) < 1. On choisit une norme matricielle N telle que N(A) < p(A) + > > . Pour tout
entier naturel k, on a
T+p(A)\"
N(AR) < (NG < (FEEAT)
1 A
et puisque 0 < L() <T,ona lim N(A¥)=0et donc lim A" =0.
2 k— 400 k— 400
Finalement,
VA € M,(C), ( lim A*=0& p(A) < 1).
k— 400
Partie II -

II.A -

I1.A.1) Gr(A) est la réunion du disque de centre le point d’affixe 4 + 31 et de rayon L1 =4, du disque de centre le point
d’affixe —1 +1 et de rayon L, = 1, du disque de centre le point d’affixe 5 + 6i et de rayon Lz = 3 + v/2 et du disque de
centre le point d’affixe —5 — 51 et de rayon Ly =5. G¢(A) est la réunion du disque de centre le point d’affixe 4 4+ 31 et de
rayon C; = 2+ /2, du disque de centre le point d’affixe —1 + i et de rayon C, = 4, du disque de centre le point d’affixe
54 61 et de rayon C3 =4 et du disque de centre le point d’affixe —5 — 51 et de rayon C4 = 3.
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bord de G (A)
bord de G¢(A)

~10 A

I.A.2) a) Soit Z = (zj)1<j<n € C™\{0}. Soit p € [1,n] un indice tel que |zp| = ||Z]|sc > 0. Dans cette question, les L;

sont les Z [ 51
i#t

n
MZ:0:>V1..€[[1,TLH, Zmi,jzj =0=Vie [[1,1’1]], |mi,izi|: mei,jzj
i=1 £

= Vvie[ln], Imul x|zl < ) Imislizgl = Vi€ [1,n], miil x |z < Lil|Z]o
i
= myp pllzpl S LollZflee = My pl < Ly (car |zp] = [|Z]lo > 0).
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Ainsi, ¢'il existe Z € C™\ {0} tel que MZ =0 alors Jp € [1,n]/ Im;, p| < L,.

b) Soit A € M (C). Soit A € o(A). La matrice M = A — Al n’est pas inversible et donc il existe un vecteur non nul Z tel

que MZ = 0. Mais alors d’apreés a), il existe un indice p tel que jm; | < Z Imyp, ;| ou encore tel que |ap, p —Al < Z lap ;l.
i#p j#p

Cette derniére inégalité signifie que A € D (A) et donc A € GL(A).

c) Ainsi, 0o C GL(A). En appliquant ce résultat & *A; on a aussi 0o = 0t4 C G (*A) = Gc(A) et finalement

VA € M, (C), oa C GL(A) N Gc(A).

II.A.3) a) On suppose que p est une valeur propre de A située sur le bord de G (A) et que x est un vecteur propre
associé. On choisit k € [[1,n] tel que |xk| = ||x||c. D’aprés le travail effectué en II.A.2), on a |ay x — p| < Lx. Mais comme
w est situé sur le bord de A, on a aussi |ay,x — p| > L et finalement |ax x — | = Li. Ceci montre que p € Cyx(A).

b) Supposons par 'absurde qu'’il existe i € [1,n]\{k} tel que [xi| < ||x||coc = Ixk|- Puisque ax i # 0, on a |ay illxi| < |ak illx«|
et donc

lak,x — ulxil = Z ak,jxj| < Z lax jllxxk| = Lilxil.
7k 7k

Aprés simplification par le réel strictement positif |xi|, on obtient |ai x — p| < Lx ce qui n’est pas. Par suite, toutes les

composantes de x ont méme module et d’aprés a), p € ﬂ Gj(A).
1<5<n

IL.A.4) On a D;'AD, = <ﬁ

i

1
ai,j) et dOnC, GL(D;1ADp) = U rAS (C/ ‘Z* (li,i| < - ij‘ai,”
1<i,j<n p

1<i<n LA
II.A.5) a) Soient A € M,;,(C) puis p € R™ tel que p > 0. D’apres 1.A.2),

.I n
P(A) = p(D}'AD;) < Noo (D' ADy) = max ¢ — D pilagl, T<i<n

1 ]:1

] n
Ainsi, p(A) est un minorant de { max ¢ — E pjlaijl, 1<i<nj, p>0, etdonc
i
j=1

] n
VA € Mn(C), p(A) < inf{ max ;ij\aml, 1<i<ny,p>0

1

j=1

b) i) Soit p > 0. Calculons la somme de tous les coefficients de la matrice (Elai,j> . Puisque pour x > 0, on a
Pj 1<1,j<3

2
1 1
(ﬁﬁ) >0, onaencorex—l—;ZZet donc

Z ‘ai,j|&=7+]6&+8p—3+]6ﬁ+7+81§+8p_1+8p_2+5
1<tj<s P A P2 P2 P3 D3

_19+16(ﬂ+2>+8<ﬂ+]§>+8<E+E>
P2 P1 P33 P1 P33 P2

>1942x (8484 16) =83.

3
1 83 ; 83
Si maintenant on a pour chaque i € {1,2,3} — E pilai;l < 3 alors E \ai,jlp—? <3 x 3= 83 ce qui n’est pas.
Vi35 1<4,j<3 pi
1 g 83 1 g 8
Donc, il existe i € {1, 2,3} tel que o E pjlai ;| > 3 ou encore, max o E pjai;, 1<i<3 ) > 3

j=1 j=1
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Cette minoration étant valable pour tout p > 0, on a montré que

ii) Déterminons le polynéme caractéristique de A.

7-X —16 8 —9-X —16 8
XA=| -16 7-X -8 |=|-9-X 7-X -8 |(C;«Ci+Cs)
8 -8 —5-X 0 8 5-X
1 —16 8 1 —16 8
—(=9-X)| 1T 7=X =8 |=(9-X)|0 23-X 16 | (L, 1L,—1L1)
0 -8 -5-X 0 -8 -5-X

= (=9 —X)(X2 — 18X —243) = (=9 — X)(X + 9)(X — 27) = —(X + 9)2(X — 27).

Sp(A) = (=9, —-9,27) et p(A) = 27.

I1.B - Applications

1.B.1) a) Si A est SDD, 0 n’est dans aucun des disques fermés de centre a; i et de rayon L; et donc 0 n’est pas dans oa
d’aprés I11.A.2). On en déduit que A est inversible.

VA € M, (C), ASDD = A € GL,(C).

b) Soit A € oa. Il existe 1 € [[1,n] tel que |a; i — Al < Li. Mais alors

Re(A) = ai i + (Re(A) — ai i)
< ai i+ |Re(A) —ai il = —lai il + 1Re(A — ai i)l
< —laiil +A—aiil < —laiil +Li <O.

Ae

Ainsi, toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative. En changeant A en —A, on obtient
aussi : si A est SDD et si tous les ai i sont des réels strictement positifs, alors toutes les valeurs propres ont des parties
réelles strictement positives.

c) Soit A = (@i j)1<ij<n une matrice symétrique réelle SDD. Pour x = (xi)1<i,j<n € R™, 'xAx = E Qi jXiXj.
1<i,j<n
Si A est définie positive, pour chaque i € [1,n], ai; = Q((0,...,0,1,0,...,0)) > 0.
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Réciproquement, les tous les ai ; sont des réels strictement positifs, d’aprés b), les valeurs propres de A ont toutes une
partie réelle strictement positive et sont donc des réels strictement positifs (puisque A est symétrique réelle). On sait alors
que A est définie positive.

En résumé, si A est une matrice symétrique réelle SDD, A est définie positive si et seulement si ses coefficients diagonaux
sont tous des réels strictement positifs.

I1.B.2) Puisque B est diagonalisable, il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D = diag(A;j)1<j<n telle
que B =PDP~'. Soit alors E/ = PEP~'. Déja, B+ E=P(D+E/)P~! et donc op,r = 0p 1.

Soit A € Opt+E = Op+e/. Puisque les coefficients diagonaux de la matrice D + E’ sont les Aj + ej’j et les coeflicients non
diagonaux sont ceux de E’, d’aprés la question IT1.A.2)b), il existe un indice 1 tel que

A—Aitel )l <) el
j#L

Pour cet indice 1, on a

A=Al < IA= (i +el Dl + el s
n
Slefil+_lelsl=D_lei;
j#L j=1
< N (E') = Noo (PTEP)
< Nuo (P)Neo (P71)Ny (E) (d’apres 1.A.3)).

Le réel Ny (P)Nu (P~1) ne dépend que de B et on peut le noter Ky (B). On a montré que

Koo (B) € RT/ VE € Mn(C), YA € op1t, I € 08/ A — Al < Koo (B)Neo (E).

Partie III -

III.A - Préliminaire
n

IIT.A.1) Les fonctions c¢j, 1 < j < n, sont continues sur le segment [0, 1]. Il en est de méme de la fonction Z Icj|. Cette

j=1
n

fonction est en particulier bornée sur le segment [0, 1]. On note M un majorant de la fonction Z ;| sur [0, 1].
j=1

Soient t € [0, 1] puis z une éventuelle racine de module supérieur ou égal a 1 de Py dans C.

n n
Pelz) =0=2" == ) ()T = 2" <) lg(t)llzIn)
j=1 j=1

n
S l2d™ < [ D g0 ] 12" (car |zl > 1)
=1

= [z < Mz[™
= |z|] < M (car |z| > 0).

Ainsi, pour tout t € [0, 1] et toute racine z de Py dans C, on a |z| < 1 ou |z]| < M et donc |z| < max{1, M}. Ainsi, si on pose
R = max{1, M}, R est un réel strictement positif tel que pour tout t € [0,1], Zy € D(0,R).

IR>0/Vte[0,1], Z, C D(O,R).

IIT.A.2) Supposons par 'absurde que

Je>0/¥n >0, Itel0,1]/[t—tol <n/VXe € Zs, [X¢ — Xol > ¢.
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1
€ est dorénavant ainsi fixé. En particulier, pour chaque entier naturel non nul p, il existe t, € [0, 1] tel que [t, —to| < — et
P

VXt, € Zt,, [Xi, —Xol > .

1
Déja, puisque pour chaque p € N* on a [t, — to| < —, la suite (tp)pen~ converge et a pour limite to. Mais alors, puisque

les c; sont continues sur [0, 1], la suite (P, (Xo))pen+ converge et

n
S Pey(Xe) =X+ 3 ltolX3 ™ = Pus(Xa) =0 (1)
=

Posons alors Z, = (X1 oo ey Xty ) (th désignant maintenant la famille des racines de Py, numérotées arbitrairement).
D’apres II1LA.1), la suite (Z¢, )pen+ est une suite bornée de C™ qui est de dimension finie sur C. D’aprés le théoréme de
BoLzANO-WEIERSTRASS, on peut en extraire une sous-suite (Z, ,)Jpen= convergente. Notons (Y1,...,Yn) la limite de
cette suite quand p tend vers +oo. Puisque pour chaque p € N* et chaque j € [1,n], on a [Xj«,,, — Xol > €, quand p
tend vers 400, on obtient Vj € [1,n], |Y; — Xo| > € et en particulier, Vj € [1,n], Yj — Xo # 0.

Pour chaquep € N*,ona Py , = (X_Xh(p(tp)) ... (X—Xn,(p(tp)) et donc Py | (Xo) = (XO—XL(P(tp)) ... (Xo—Xn,(p(tp))-

On en déduit que

(p)

lim th(p] (Xo) = (Xo —Y1).. . (Xo —Yn) 75 0 (2)

p—+oo

(1) et (2) sont en contradiction et on a montré que

Ve >0, In>0/Vte[0,1] (Jt—tol <m = (IX¢ € Z¢/ Xe — Xy, < €).

I11.B -

II1.B.1) La matrice A = ( 2

1
-4 =2
et de rayon 1, D7 (A) ne contient aucune valeur propre de A.

II1.B.2) a) Soient z € C et t € [0, 1].

> admet O pour valeur propre double. Comme D (A) est le disque de centre (2,0)

zeGLAW) = Fie[ln]/layi—2d <t) laisl=FHe[l,n]/laii—2z <) lai;l = z€GL(A).
j#L j#L

vt € [0,1], GL(A(t)) C GL(A).

b) i) aj; est le centre du disque D1 (A) et est une valeur propre de D = A(0). Donc, a1 € 0a(0) N D1(A) ou encore
0€eE

E+£0.

ii) Soit to € E. Il existe donc A¢, € 0a(t,) N D1(A). Par hypothése, Ay, n’est dans aucun des Dj(A), 2 <j < n. Soit d la
distance de A¢, a U D;(A). d est un réel strictement positif car U Dj(A) est un fermé et A¢, ¢ U Dj;(A).

j#L j#L j#L
On peut donc poser € = % > 0 et on applique le résultat de II.A.2) aux polynomes Py = (—1)"xa () = det(XI, — (D +1tB))

(P étant unitaire de degré n dont les coefficients sont des fonctions de t continues sur [0, 1]) :
I >0/vtel0, 1], (It—tol <n= I € o(A(1))/ At — Al < e

Enfin, puisque ¢ < d, le réel A¢ fourni n’est pas dans U D;(A) mais est dans oa(t) et donc dans G (A(t)) et donc dans
j#L

GL(A) d’aprés a). Le réel A; fourni est ainsi dans D1 (A). Ceci montre que |t —n,t+n[N[0,1] C E.

iii) Pour chaque k € N*, il existe A, € 0a(t,) N D1(A). Mais Dq(A) est un fermé borné de C et donc un compact de C

d’aprés le théoréme de BOREL-LEBESGUE. On peut ainsi extraire de la suite (A, Jken une suite (At Jken= qui converge
vers un réel A de D1 (A).

http ://www.maths-france.fr 8 © Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés.



Maintenant, pour chaque k € N*, on a Xa(t, ) (At
determlnant

o)) = 0 et quand k tend vers +oo, on obtient par continuité du

XAt = lm (det(Altg() = Ay In)) =0

ce qui montre que A € 0 (q). Finalement, 04(q) N D1(A) # @ et donc a € E.

iv) ii) montre que E est une partie ouverte de [0, 1], iii) montre que E est une partie fermée de [0, 1] et i) montre que
E # @. D’aprés le résultat admis par ’énoncé, E = [0, 1]. En particulier, 1 € E ou encore

oA ND1(A) £ 2.

II1.B.3) Le résultat précédent s’applique a chaque ligne et chaque colonne de la matrice A de la question II.A.1). Cette
matrice a donc au moins une valeur propre dans le disque D;(A) de centre (—1,1) et de rayon 1 et une valeur propre
dans le disque D4(A) de centre (—5,—5) et de rayon 3. Enfin, II.A.3)b) montre que ces deux valeurs propres ne sont a
Iintérieur de ces disques.

Partie IV -

IV.A -
IV.A.1) Soit (A,B) € (M, (C))2. On pose A = (ai;) et B=(b;;). On a

2
n
N2(AB) = ) |D aixby
1<i,j<n k=1
< Z <Z ai ) (Z bL,j2> (d’apreés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
1<ij<n \k=1 1=1
= > eyl = ) el > bl
1<ij k,1<n 1<ik<n 1<lj<n
= Na2(A)*N2(B)?,

et donc N2 (AB) < N2(A)N2(B). On a montré que

N7 est une norme matricielle sur M, (C).

IV.A.2) a) Posons D = diag(di)i<i<n et A = diag(d;)1<j<p. Le coefficient ligne i, colonne j, 1 <i<net 1 <j<p,
de la matrice D(A xy B)A vaut dijaijbi ;0. Ce coefficient est aussi celui des matrices (DAA) xy B, A xy (DBA),
((DA) xy B)A, D(A xn (BA)) et (DA) xny (BA).

P P

b) Soit 1 € [1,n]. Le coefficient ligne i, colonne i, de la matrice ADYB vaut Z ai jx;bi,j; ou encore Z(ai,jbi,j)xj et est
j=1 j=1

aussi la i-éme composante du vecteur (A Xy B)x.

c) Soient x € CP et y € C™. Le coeflicient ligne 1, colonne i, de DZADXtB vaut
n
Ui (AD«'B)i,i = Uil(A xn B)x]i = Zyi*ai,jbi,jxjv
=1

et donc

Tr(D;ADL'B) = Y  uiai;bijx; =y (A xn B)x.

1<i,j<n
d) En supposant de plus que n = p, pour x € C™ on a

x*(A xn B)x = Tr(D*AD,'B) =< D:AD,, B >.
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IV.B -
IV.B.1) Soit S € S} (R). D’aprés le théoréme spectral, il existe P € On(R) et il existe D = diag(Ai)1<i<n € D;{(R) tel
que S = PD'P. On pose vD = diag(v/Ai)1<i<n puis T =+/D'P. On a alors

T = pvDyD'P = PD'P = §.

VS € SE(R), 3T € Mn(R)/ S =

Si de plus, S € ST (R), (detT)? = det(S) > 0 et donc detT # 0 ou encore T € GL,(R).

IV.B.2) Il est clair que A x1y B € S;,(R). D’aprés la question précédente, il existe (T,U) € (M (R))? tel que A =TT et
B = *UU. Pour x € My, 1(R), on a d’aprés IV.A.1)d),

Y% (A x11 B)x =< DyADy, B >= Tr(Dy ' TTD, 'UU) = Tr(UDy ' TTD'U) = Tr(*(TDx'U)TD 'U) =< TD, U, TD, U >
=N, (TD,'U) > 0.

Ceci montre que A X1y B € S}(R). Si de plus, A et B sont dans S:*(R), T et U sont inversibles et donc
(A x4 B)x = 05 Ny (TDtU) & TDHU = 0 & Dy = 0 & x = 0,

ce qui montre que A xy B € ST(R).

V(A,B) € (SE(R))?, A x14 B € SE(R) et V(A,B) € (S:F(R))2, A x4 B € ST+ (R).

IV.B.3) a) Les valeurs propres de la matrice symétrique B — Anin(B)L,, sont les A — Apin, A € op et sont donc des
réels positifs. On en déduit que B — Anin (B)In € S;T(R). Mais alors, A Xy (B — Amin(B)In) € S;1(R) d’aprés la question
précédente.

b) On a 'x(A xy B)x = "x(A(A xy B)x) = A(A xp B)'xx = A(A x B) et donc

AMA xy B) = tX(A XH B)x = tX(A XH (B = Aminln))x + }\min(B)tX(A XH In)x
="%(A xH (B = Amin(B)In))x + Amin (B)'x diag(ai i )1<i<nXx

n

= tX(A XH (B = Amin(B)In))x + Amin (B Z ai 1X

> 0+7\min(B)1r<n1<n aHZX car B — Amin(B)In € S{(R) et aussi Amin(B) > 0)
i=1

= )\mln(B) min ay i
1<i<n

?\(A XH B) > Amin(B)]glllgnal i

c) Soit i € [1,n] tel que a;; = 1r<111£1 a;j ;. On note ey le i-éme vecteur de la base canonique de My 1(R) et on a
<isn

aii = ‘ejAe; = ei(A — Amin(A)In)ei + Amin(A) eiei = *ei(A — Amin(A)In)ei + Amin(A)
> Amin(A) (puisque A — Ain(A)l, € Si(R),

et donc ]r<m£1 aj; > Amin(A). Puisque Apmin(B) > 0, d’aprés b) on a
<j<n

?\(A XH B) > ?\mln(A)Amln(B)
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d)

A(A xpyB) = tX(A XH (B = AmaxIn))x + }\max(B)tX(A xH In)x

n
<0+A B maxa--E xZ =A B) max aj i
>~ max( )1§1ST1 1,1' ] i max( )1§i§n 1,1y
i=

et siiest un indice tel que a;i; = max aj ;
1<j<n

aii= teiAei = tei(A - Amax(A)In)ei + Amax(A) < )\max(A)-

A(A XH B) < Amux(A)Amax(B)-
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