SESSION 2007

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES II. FILIERE PSI

Partie I - Généralités

IA -
N X N x’
I.A.1) Soient (a,”) e RZ et (W,u’) € (R3)2. Posons W = y |etu/ = vy’
z z'

- ,—))_ (ax+a'x’) —alaz+a’z’) \ X— 0z S X —az’ - , (—;)
p(au+au _((ay—l—a’y’)[?)(az—l—a’z’) =a +a v — Bz’ =ap (W) +a'p(u).

X
Donc p € Z(R3 R?). Ensuite, puisque ( :: gz ) = ( (1) ? -« ) Yy |, en notant respectivement %3 et %, les

bases canoniques de R3 et R?, on a

10 -
p € Z(R3 R?) et Matg, %,(p) = ( 0 1 ,g )
N 0.8
Soit W= [ v | €R®. W e Kerp <:>{ y— pa o donc Kerp ={(az,pz,2), z € R} = Vect (¥) od ¥ = | B
v - ]

Ensuite, d’aprés le théoréme du rang, dim(Im(p)) = dim(R3) — dim(Ker(p)) =3 — 1 = 2 = dim(R?) et donc Im(p) = R2.

Kerp = Vect (7) ou

- = >
I.A.2) Onnote (i, j’, k) la base canonique de R? et (e—1>, e_z)) la base canonique de R2.

) )

I.B - Interprétation géométrique de p

Soit (x,y,z) € R3.

(x —az) — 0 X — oz
pop(lxy,z)) = (—PBz)—PO0 | = v—Bz | =p(lxv,2)).
0 0

Donc P est une projection. On a Ker(p) = Ker(p) = Vect(V'). D’autre part, comme Im(p) = R2, Im(p) = {(x,,0), (x,y) €
R2} = Vect (?, 7))
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P est donc la projection sur Vect ( ) ) parallelement & v puis

p «est » la projection sur R? parallélement & V. I

Soit X = (x,vu,z) € R3.

P17 = [IX[|* = (x — az)? + (y — B2)* —x* —y* — 2% = (& + B* — 1)2% — 2(ax + By)z.

1 1
En particulier, pour X = (E - — E - =, 1), on a

OO = 1X12 = o+ 62— 1 -2 ((§ = 301+ 85 - 5)) =-1-2-3 -5 =10,

2 2 B

Ainsi,
IXeR/ lpX)[| > [IX].- I

I1.C -

1.C.1) Posons My = (x0, Yo, 2z0) et U = (a,b,c). Pour A € R,

p Mo+ AT) = (oA SR A ) — (10T pm ) ea( phe ) = viMo) +w ().

Par suite,

p(D) = {p (Mo +AT), A€ R} = {p(Mo) +Ap (¥

)
p(D) =p (Mo) + Rp (¥). I

1.C.2) Sment My un pomt de R3 et U un vecteur non nul de R3 puis D la droite My + RU.
e Si U u est colinéaire & V' ) (u) =0 et donc p(D) = {p(My)}. Dans ce cas, p(D) est réduite & un point.
e Si U nlest pas colinéaire & 7 ( ) # 0 et dans ce cas, p(D) ={p(Mo)}+ Rp (ﬂ)) est la droite passant par p(My)

et dirigée par p (—>)

, A€ R} =p(Mo) +Rp ().

L’image d’une droite affine par p est soit une droite affine, soit réduite a un point.

1.C.3) a) Soient D et D’ deux droites sécantes en un point A et respectivement dirigées par les vecteurs non nuls U et
H
u’ telbquep( )#Oetp( )#O
_)
Alors, p(D) est la droite p(A) + Rp (u) et p(D’) est la droite p(A) + Rp (u’). Les droites p(D) et p(D’) sont donc

sécantes en le point p(A).

Si D et D’ sont deux droites sécantes et si p(D) et p(D’) sont des droites, alors p(D) et p(D’) sont sécantes.

Soit D (resp. D’) la droite passant par le point A(0,0,1) (resp. A’(0,0,—1)) et dirigée par le vecteur T} (resp. ?) D et

D’ ne sont pas coplanaires et donc ne sont pas sécantes.
— — — -
Mais p(D) (resp. p(D’)) est dirigée par p ( i) = 1i (resp.p ( j ) = j ). p(D) et p(D’) sont donc deux droites sécantes

de R?.
Ainsi, si p(D) et p(D’) sont deux droites sécantes, D et D’ ne sont pas nécessairement sécantes. La réciproque est fausse.

b) Soient D et D’ deux droites paralléles. On note U un vecteur directeur de ces deux droites. Alors, p(D) et p(D’) sont
dirigées par le vecteur p (ﬂ}) et sont donc paralléles.

Si D et D’ sont paralléles et si p(D) et p(D’) sont des droites, p(D) et p(D’) sont paralléles.
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- - =
Soient D une droite dirigée par U = 1 +7V et D/ une droite dirigée par u’ = 1. p(D) est une droite dirigée par
- =\ =
P (ﬂ)) = 1 et p(D’) est une droite dirigée par p (u’) = 1. Donc p(D) et p(D’) sont paralléles, mais D et D’ ne le sont
H
pas car U et u’ ne sont pas colinéaires. La réciproque est fausse.

H
1.C.4) Soit IT un plan affine. On note (A, U, u’) un repére de T et 70 la direction de TT.
De méme qu’en 1.C.1),
-, 2 - = 2 - =
P(M) = [p(A + AT +uu/), (Aw) € B2 ={p(A) +Ap (T) +up (W), (A,w) € RZ) =p(A) + R p (V) +Rp ('),

Ceci montre déja que p(TT) est un point, une droite ou le plan R? tout entier.

e On ne peut avoir p (ﬂ}) =7p (1?) =0 car Ker(p) est de dimension 1 et U et 17 ne sont pas colinéaires. Donc p(TT) est
une droite ou le plan R? tout entier.

eSiV ¢ ﬁ, alors TT NKer(p) = {0}. Dans ce cas, la restriction de p a ﬁ est injective. On en déduit que I'image par p de
la famille libre (ﬂ),u’) est une famille libre de R? et donc une base de R?. Dans ce cas, p(TT) = R2.

°eSiV € ﬁ>, on peut choisir une nouvelle base de ﬁ) de la forme (7, W) Dans ce cas, p(IT) = p(A)+R p (7) +Rp (W) =
pP(A)+Rp (W) avec p (W) # 0 et p(TT) est une droite.

Si vV € 7, p(I) est une droite et si v ¢ 7, p(IT) = R2.
I.D - Une propriété métrique de p
I.D.1) Soit X = (x,y,z) € R3.
q(X) = [IX[2=[lp(X)[|* = x*+y? +2% — (x—az)* — (y—B2)* = (1—a? —B?)2? +2(ax+py)z = z((a? +p* —1)z—2(ox+BY)).

L’ensemble des X € R3 tels que q(X) = 0 est donc la réunion des plans Ty d’équation z = 0 et TT, d’équation («? + p% —
1)z —2(ax + By) =0 (I, est effectivement un plan puisque par exemple o # 0).

— —
Soit TT un plan paralléle & Ty ou & TT,. On a donc T =111 ou T = M.
On note alors que pour tous points M et M’ de R3, puisque p est linéaire, on a

e e
P(MJp(M] = p(M/) = p(M) = p(M’ = M) =p (MM/).

—
Soient M et M’ deux points de TT. MM’ est dans ﬁ = l_[—1> ou dans ﬁ = TT; et donc

_ — —
] - )| -
par définition de TTy et TT,.
Ainsi, pour tous points M et M’ de TT, Hp(M)p(M’) = HMM’ . Le plan TT est donc représenté en vraie grandeur par p.

Les plans paralléles a TTy ou IT, sont représentés en vraie grandeur par p. I

1.D.2) a) Pour x = (x,y,z) € R, on a Q(X) = 2oxz + 2Byz + (1 — a? — p?)22.

0 0 104
e Existence. Soit u’endomorphisme de matrice A= 0 0 B dans la base canonique %3 de R3. Puisque
a B 1—oa?—p?
HB3 est orthonormée et que la matrice de u dans %3 est symétique, u est autoadjoint. De plus, pour X =x1 +yj +zk €
R3, ona

< X, u(X) >=*X(AX) = a1,1%% + a2.2y% + a3 32% +2a; 2xy +2a7 3x2+ 202 3yz = 20xz + 2pyz + (1 — o — B2)z? = Q(X).

e Unicité. Soient u et u’ deux endomorphismes autoadjoints tels que VX € R3, q(X) =< u(X),X >=< u/(X),X >.
Posons v = u’ — u. v est autoadjoint en tant que combinaison linéaire d’endomorphismes autoadjoints et vérifie VX €
R3, <v(X),X >=0.
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Par polarisation, on a ¥(X,Y) € (R?)?, < v(X),Y >=0. En effet,

O:%(<v(X+Y),X+Y>—<v(X),X>—<v(Y),Y>) z%(<v(X),Y>+<v(Y),X >) =< v(X),Y >,

car v est autoadjoint.

- i ) — - -
Mais alors,v(i) €(i,j, k)t ={0}et doncv(i) =0. De méme,v(j ) :v(k) = 0. v s’annule ainsi sur une base

de R3 et donc v =0 ou encore u =1u’.

Jlu e .Z(R3)/ VX e R3, Q(X) =< u(X), X >.
b) En développant suivant la premiére colonne, on obtient

-X 0 o
Xu=| 0 —X B = (=X)(X* = (1 —o* = )X — B?) + a(aX)
« B T—a?2—pr-X

= X(X* = (1—a? = pH)X— o = B?) = —X(X = N)(X = (—a® — B?)),

Xu = —X(X=1)(X — (—a? — B?)).

Donc Sp(u) = (0,1, —a? — B?). u une valeur propre strictement positive, une valeur propre strictement négative et une
valeur propre nulle.

L.E - Une généralisation

I.LE.1) On choisit une base orthonormée (e—1>, e—2>) de P et d’aprés le théoréme de la base orthonormée incompléte, on peut
la compléter en Z = (e1,e3,e3) base orthonormée de R3.

I.E.2) Pour (X,Y) € (R3)?, posons Bq/((X,Y)) =< u/(X),Y >. B4 est une forme bilinéaire symétrique sur R® (car u’
est un endomorphisme autoadjoint) et vérifie ¥X € R3, B4/ ((X, X)) =< u/(X),X >= q’(X). On en déduit que q’ est une
forme quadratique et que By est sa forme polaire.

Puisque # est orthonormée, le coefficient ligne 1, colonnej, 1 <1i,j < 3, de la matrice A’ de u’ dans A, est < u(e;), e; >.
Puisque & est orthonormée et que 1’ est autoadjoint, A’ est une matrice symétrique.

On a déja a1 =< u’ (e_f) ,e_f >=q’ (e_f) = 0 et de méme a, = 0. Ensuite, le vecteur el + e est dans P et par
polarisation on obtient

a12=az1 =<u’(&),e3 >=Bg ((e1,83)) =5 (a’ (&1 +&3) —q’ (e7) —a’ (&7)) =0.

Finalement, la matrice de 1’ dans la base & est de la forme

0 oo N —
oo O
o o 0

L.E.3) Soit X = xje7 +x2€3 +x3€3 € R3. On a
q’(X) =<u/(X),X >= Z Xixj < U (e_f) L€ >=2ax1x3 + 2bxaxz 4 ex3 = x3(2ax; + 2bx, + cx3).
1<1,j<3

Par suite, 'ensemble des X € R3 tels que q’(X) = 0 est donc la réunion du plan d’équation x3 = 0 c’est-a-dire le plan P
et du plan d’équation 2ax; + 2bxz + cx3 = 0 (qui est bien un plan car (a,b) # (0,0)).

Déterminons les valeurs propres de u’.

X 0 a
xw=| 0 =X b |=(=X)(X*—=cX—=b%)+alaX)=—X(X*—cX—a’—b?).
a b c¢c—X

On a donc Sp(u’) = (0,¢c — vcZ +4a? +4b2,c + Vc? +4a? + 4b2).
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Puisque (a,b) # (0,0), Vc2 +4a2 +4b2 > v/c2 =|c| > £c et donc ¢ ++v/c2 +4a? +4b2 > 0 et c —v/c? +4a? +4b2 < 0.

Si (a,b) # (0,0), u' admet une valeur propre strictement positive,
une valeur propre strictement négative et une valeur propre nulle.

1.E.4) Puisque 0 est valeur propre de u’/, rg(u’) < 2.
e Si(a,b) # (0,0), 'une des deux premiéres colonnes de A’ et la derniére colonne ne sont pas colinéaires et donc rg(u’) = 2.
e Si (a,b) =(0,0) alors rg(u') =1sic#0et rg(u')=0sic=0.

Si (a,b) # (0,0), rg(u’') =2 et si (a,b) = (0,0), rg(u')=Tsic#0et rg(u')=0sic=0.

Partie II - L’image d’une sphére

II.A - Une inéquation définissant le domaine p(S)
I1.A.1) Posons A = (x,y,0). On a p(A) = &. Soit alors X € R3.

Xep '{EhepX) =t pX)=p(A) o pX—A)=0X—AcKapSX—AcRVEXeEA+RV & XeD;.

p (&) = D.

Si & € p(S), il existe a € S tel que p(a) = &. Mais alors, a € p~'({£}) = D¢. Le point a est ainsi commun & S et D¢ et
donc SN D¢ # @.
Si SNDg # @, soit a € SN Dg. Alors a € p—1(&) et donc & =p(a) € p(S).

VEER?, (£€p(S) & SNDg # @).

Ensuite
X2 4+ Y%+ 7% =R?
X =x+tcosb
3
SND: #2 & 3(X,Y,Z) eR?, It R/ Y=yt tsin®
Z=z+t
(x +tcosB8)? + (y + tsin®)? +t> —RZ2 =0
SIXY,Z) R, Jtery { X=xFteosd
P ! Y=y -+tsin0
Z=t
Jte R/ (x4 tcos8)? + (y + tsin0)? +t* — R? = 0.
Donc

VE = < ; > (Eep(S) & It eR/ (x+tcos0)? + (y+tsind)? +t2 —R2 =0).

I1.A.2) L’équation précédente s’écrit encore 2t? + 2(x cos 8 +ysin )t +x2 +y? — R? = 0. Cette équation a au moins une
solution réelle si et seulement si son discriminant réduit est positif ou nul. Or,

A’ >0& (xcos0+ysin®)? —2(x? +y?> —R?) >0 & 2(x? +y?) — (xcosB +ysin0)? < 2R2.

p— 3 /
I1.A.3) a) La matrice de passage de & a B’ est P = cos 0 sin® . On sait alors que *)=p X, ou encore
sin@  cos® y y

x' _pr( X\ _ cos® sind x \ [ xcos®+ysind
vy ) y /  \ —sin® cosB y /)  \ —xsin®+ycosd J

x' =xcos® +ysin 6
Yy’ =—xsin® +ycosO °

que
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b) Une rotation est une isométrie et donc x* +y? = x'2 +y’2. Par suite,

X/Z 2
Me& & 2x?+y?) —x2 =R & s+ 55 = 1.
X/2 y/z
& est ellipse d’équation RZ + = 1 dans Z’.

c) Avec les notations usuelles, a = Rv/2 > R = b et donc & est une ellipse d’axe focal (Ox’) qui est encore la droite passant
par O et d’angle polaire 6 dans le repére Z.

Ensuite, ¢* = a? — b? = R? et donc ¢ = R. Les foyers F et F/ sont les points de coordonnées ( E ) et ( 70 ) dans le
repére %’ .
R 1
Enfin,e=—=—%=—
RV2Z V2

a=RV2,b=R,c=R,e= 5

12 12
d) M €p(S) & 2(x? +y?) — (xcos® +ysin8)? <2R? & 2(x"? +y'?) —x? <2R? & ;? + 1‘:2—2 < 1. Donc

p(S) est le domaine borné limité par &.

Graphique dans le cas 0 = g et R=2.

I1.B - Etude du contour apparent de S

I1.B.1) Soit & = < ;‘

le discriminant considéré est nul. Dans ce cas, I’équation d’inconnue t correspondante admet la solution double ty =

€ R?. Reprenons les calculs fait en I1.A.1) et IL.A.2). & appartient & & si et seulement si

1
fz(xcose—kysine).

Le point & admet alors un et un seul antécédent noté 7t(¢) et

1 cos 0
— =(xcos®+ysinB) | sinbd
1

2
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I1.B.2) Soit £ € &.

1 1 1
< 7'[(&),7> > = cosB <x z(xcos@—}—ysin@)cos@) +sin© <y - z(xcos@—l—ysin@)sin@) — z(xcos@—i—ysin@)

1
= z(xcos@—l—ysin@)ﬂ — cos® 0 —sin? 0) = 0.

VEE &, <m(E),V >=0.

X
IL.B.3) Soit X= [ y | €S tel que < V,X >=0. On a donc x2 +y2 + 22 =R? et xcos0 + ysind + z = 0.
z

D(p(X)) =2 ((xfzcosﬁ)2 + (y fzsine)z) —((x —zcosB)cosO + (y —zsin0) sin@)2
=2(x?* +y? + 2% — 2z(x cos 0 + ysin 8)) — ((x cos 8 + ysin 0) —Z)Z
2(x% +y? 4+ 22 — 2z(—2)) — (—z—2)? = 2(x* +y? + %) = 2R%.

Ainsi, ®(p(X)) = 2R? et donc p(X) € &. Finalement,

VX€ES, XeLe<V,X>=0.

Ainsi, X est l'intersection de S et du plan passant par O de vecteur normal V et donc £ un grand cercle de la sphére S.
De plus, comme I'image par p de ce grand cercle est la « vraie » ellipse &, la sphére S n’est pas représentée en vraie
grandeur par p.

II.C - De certaines symétries vectorielles laissant stables &

I1.C.1) po est une application linéaire de Py dans R?.
V' ¢ Py et donc Ker(po) = Ker(p) NPy ={0}. On en déduit que po est injective. Enfin, puisque dim(Py) = 2 = dim(R?) <

+00,
Po est un isomorphisme de Py sur R2. I

I1.C.2) a) s est une application linéaire de R? dans lui-méme et

s?=poocoproppogop; =pooooldp, 000p; =pooo?op =poopr =Idp,.

s est une involution linéaire de R? sur lui-méme. I

b) s =Idg: & poooop; =ldg: & O':pa] op]’1 & o =1dp, et de méme, s = —Idg2 & 0 = —Idp,.
Excepté ces cas particuliers, o admet deux droites propres a savoir les droites D1 = Ker(o —Idp,) et Dy = Ker(o+ Idp,)
et de méme s admet deux droites propres a savoir les droites A7 = Ker(s — Idg2) et Ay = Ker(s + Idg2).

Soit U € R2.

u EA] (z}s(ﬁ):ﬁ'{:}poocop1 (E}):ﬁ
(Z}O'(})] (E}) =P (E)) < P1 (E)) € D, @ﬁepo(D]).

Done, A1 =po(D1) et de méme, Ay = po(D2).

Ker(s — Idgz) = po(Ker(o — Idp,)) et Ker(s 4+ Idgz) = po(Ker(o + Idp,)).

¢) I est contenu dans Py et donc

s(X) C X & polo(pr(X))) C L& o(pi(X)) Cpi(X)
& o(é)Céb.

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



Partie III - Balayage de p(S) par des cercles

ITI.A - Question préliminaire

x(t)
Pour t €1, posons I'(t) = [ y(t) |.Pourto €I, ona
z(t)

o) =5 (3 Ttmer ) tto)= (i) ZSpri) ) =it

De plus, comme ' (ty) n’est pas colinéaire a V', ona (poT)/(to) =p(I'(to)) # 0. Le point p o y(to) est donc régulier.

Le point p o y(to) est régulier et la tangente en ce point est dirigée par p(T"'(to)).

II1.B -
II1.B.1) Notons P;s le plan d’équation z = Rsind. La distance du centre O de S au plan Ps est R|sin§| et est inférieure
ou égale au rayon R de S. Donc S N Ps est un cercle noté Cs. Déterminons alors une paramétrisation de ce cercle.

Soit M = (x,y,z) € R3.

2 24,2 _p2 2 442 _R2_R24n2 2 2 _R2 a2
MESQP5<:>{X+y +2z- =R <:>{x—|—y =R —R“sin” <:>{X—i-y R< cos” &

z = Rsind z = Rsind z = Rsind
X = Rcosbdcos @

&S de e R/ Yy = Rcosdsin @

z = Rsind

Le centre de Cs est le point Qs = (0,0,Rsind) et le rayon de Cs est T = /RZ — (Rsind)2 = VRZcos2 8 = Rcosd (car
cosd > 0).

Le centre de Cs est le point Qs = (0,0,Rsind) et le rayon de Cs est 1 = Rcosd.

I11.B.2) Soit M = (x,y,z) € R3.

x = Rcos b cos @ x = Rcosdcos @
Yy = Rcosdsin @ Yy = Rcosdsin @
MEPoNCs & o €R/ z=Rsinb &I R/ z =Rsin b
xcosO +ysin®+z=0 cosdcos @cosO + cosdsin@sin® +sind =0
x = Rcos d cos @
Yy = Rcosdsin @
&I R/ z=Rsinb
cosdcos(@ —0) +sind =0 (E)
Sid= :tg, I’équation (E) n’a pas de solution. Si 8] < g, I’équation (E) équivaut & cos(¢@ —0) = —tand. Cette derniére

équation d’inconnue @ a des solutions si et seulement si —1 < —tand < ce qui équivaut a |8 < T

T
En résumé, si |8 > T I’équation (E) n’a pas de solution et Cs NPy = &.

7r
Si |8 < —, I'équation (E) a au moins une solution (par exemple, @ = 6 + Arccos(— tand)) et pour cette valeur de @, le

4

Rcos b cos @
point Rcosbdsin ¢ appartient & Cs N Py de sorte de Po N Cs # ©.
Rsin

7T 7T
Vs € [—E,E},Pomcﬁégwmg

NP

T
Plus précisément, quand [8] < T léquation (E) admet deux solutions modulo 27t (et donc Py N Cs contient au plus deux
points) a savoir @1 = 0 4+ Arccos(—tand) et @2 =0 — Arccos(—tan §). Ces solutions sont distinctes modulo 27t car
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18] < ; = —tanbd €] — 1,1[= @1 — @2 = 2 Arccos(— tan §) €]0, 27|.

Puisque Rcosd # 0, les points Ms(@1) et Ms(@2) sont distincts. Po N Cs est done constitué de exactement deux points.

II1.B.3) Ms(@p) € PoNCs C PoNS =X. Donc Ms(@o) € X.

. - X - s AN T
e Les points O et Ms(@o) sont dans Py et le vecteur V' est normal & Py. Donc, V' est orthogonal & OMs(@o ).
e Ensuite,

dM;
do

—
< OMs(@o), [ } >= (Rcosdcos @g) X (—Rcosdsin @g) + (Rcosdsin @g) X (Rcosdcos @o) + (Rsind) x 0 =0,
P=®po

Ms

—
Le vecteur [ } est donc orthogonal & OMs (o).
P=Po

e Enfin, puisque X est un cercle de centre O d’aprés la question I11.B.3) et que M;s(¢po) € X, tout vecteur tangent a L est
orthogonal & OM5 (o).
II1.B.4) On a S = U Cs et donc p(S) = U p(Cs).

<5

—7<s< <

INE|
S|

—Rcos0sind + Rcosd cos @
—Rsin O sind + Rcos d sin ¢
de centre Q5 = (—Rcos0sind, —RsinOsin d) et de rayon Rs = Rcosd.

Pour b € [77—2{, g} donné, p(Cs) est I'arc paramétré de R? ¢ — < ) On reconnait le cercle

Vo € [—7—t, E}, p(Cs) est le cercle de centre Qs = (—Rcos0sind, —RsinOsin d) et de rayon Rs = Rcosd.
e 7'[]
2'27

p(S) est la réunion des p(Cs), b € [—

U
Supposons [8] < T Dans ce cas, le cercle Cs coupe le plan Py en deux points distincts My = Mg (1) et My = Ms(@2).

Les points M7 et M; sont sur X et donc les points p(Mj) et p(M2) sont sur &. De plus, puisque M7 et M, sont deux
points distincts de Py et que la restriction de p & Py est injective,

les points p(M7) et p(M3z) sont deux points distincts de &.

H
Soit 1 € {1,2}. Notons ? un vecteur directeur directeur de la tangente & £ en M; dans Py et T’ un vecteur directeur
H
directeur de la tangente & C5 en M; dans Ps. Les vecteurs ? ei} T’ ne sont pas colinéaires a Vet donc, d’apreés la question
III.A -, ces vecteurs se projettent en des vecteurs p (?) etp (T’ ) non nuls dirigeant respectivement les tangentes & p(M;)
adé et p(Cé)
Maintenant, la question II11.B.3) montre que les vecteurs V', et T’ sont orthogonaux au vecteur non nul OM; et donc
—
sont dans le plan m = OM;*. Puisque le plan 7t contient 7, la question 1.C.4) montre que p(7m) est une droite et en

H
particulier, les vecteurs p (?) etp (T’ ) sont colinéaires ce qui montre que le cercle p(Cs) et Dellipse & sont tangents en
M;.

T
Le cas |8| = — est identique & la nuance prés que les points M; et M sont confondus.

4

II1.B.5) Soient & et &’ deux réels tels que 0 < 6 < &’ < g
La distance d entre les centres Qg et Qs de p(Cs) et p(Cs-) est

d= \/Rz cos2 0(sind’ — sin )2 4+ R2 sin? O(sin &’ — sin 8)2 = R(sind’ —sin d).
On a d’une part
d =Rsind’ — Rsind < Rsind’ + Rsind < Rcosd’ + Rcosd = Rs + Ry .

s
D’autre part, [Rs — Rs/| = Rl cosd — cosd’| = R(cosd — cosd’) par décroissance de la fonction cos sur [O, z] puis

d —|Rs — Rs/| = R(sind’ —sin &) — R(cos d — cosd’) = R(sind’ + cosd’) — Rsin & + cos §)
RV (s (5 ™) _ain (547
—R\/Z(sm(é —|—4) sm(6—|—4)).
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Mais alors,

7r i i T w
0esi0<d<d' < T on a 7 <&+ 7 <&+ 7 < > et donc d — |[Rs — Rs/| > O par stricte croissance de la fonction sin sur

i
[O, E] Dans ce cas, on a |Rs — Rs/| < Q5Qs < Rs + Rs/ et on sait que les cercles p(Cs) et p(Cs/) sont sécants en deux

points distincts,

T T T U T 3T
e si 7 <bd<d' < 5. onas <5+ 7 <&+ 7 < T et donc d — |Rs — Rs/| < 0 par stricte décroissance de la fonction sin
sur {g,n} Dans ce cas, on a Rg — Rs: > QsQs/ et on sait que le cercle p(Cs/) est intérieur au cercle p(Cs).

ITI.C - La récompense finale

Les cercles tracés ci-dessous sont, du plus grand au plus petit : p(Co), P(Crse), P(Cr/a), P(Cr/3) et p(Cr/2) (qui est

s
réduit & un point) et tout ceci dans le cas o 6 = c et R=2.

T T
IIL.D - On peut aussi découper la sphére S verticalement par des plans Py d’équation x = Rsin 9, —3 <6 < 5
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