SESSION 2008

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES II. FILIERE PSI

Partie I - Généralités sur les distances

LA - Soit A € O3(R). [|A] = /Tr ((*A)A) = /Tr(I3) = V3.

VA € O3(R), |A] = V3.

I.B - D’aprés ILA-; O3(R) est une partie bornée de M3(R). Vérifions que O3(R) est une partie fermée de O3(R).
Soit f : M3(R) — M3(R) .OnaO3(R)=f"({I3}).

M — MM
Soient alors g : M3(R) — (M3(R))?> et h: (M3(R))? — M;3(R) de sorte que f = ho g. L’application g

M = (M, tM) (M,N) — MN

est linéaire sur M3(R) qui est de dimension finie sur R et donc g est continue sur M3(R). L’application h est bilinéaire
sur (M3(R))? qui est de dimension finie sur R et donc h est continue sur (M3(R))%. Mais alors, puisque f = ho g, f est
continue sur M3(R).
En résumé, O3(R) est 'image réciproque de {I3} qui est un fermé de M3(R) par I'application f qui est continue sur M3(R).
On en déduit que O3(R) est un fermé de M3(R).

Ainsi, O3(R) est une partie fermée bornée de R et finalement

0O3(R) est un compact de M3(R).

I.C - On sait que pour tout (M, N) € (M3(R))?,
M| = INJIl < [[M = NJ|.
Ceci signifie que application (M3(R),||||) — (R,|]) est 1-Lipschitzienne. En particulier, cette application est conti-

M = M|
nue sur M3(R).

L’application M — |[M|| est continue sur M3 (R).

I.D - Soit A € O3(R). D’aprés ce qui précéde, 'application M — ||[M — AJ| est continue (composée de la translation
M — M — A puis de M — |[M]|) sur le compact O3(R) a valeurs dans R. On sait alors que Papplication M — [|[M — A]|
admet un minimum sur O3(R) ou encore il existe U € O3(R) tel que d(A, O3(R)) = ||[A —U||.

LE -
I.E.1) Soient (M,N) € (M3(R))? puis U € O3(R).

d(M,03(R)) < [M—U[|=[[(M=N)+(N-U <[[N=U[+[N-M]|.
En choisissant de plus U telle que ||[N — U] = d(N, O3(R), on obtient
d(M, O3(R)) < d(N,O3(R) + [N —M].

I.E.2) Ainsi, pour tout (M,N) € (M3(R))?, on a ®(M) — ®(N) < ||[M — N||. En échangeant les roles de M et N, pour
tout (M, N) € (M3(R))? on a aussi ®(N) — ®(M) < |[M — N|| et finalement

Y(M,N) € (M3(R))?, [@(M) — @(N)| < [|[M —N.
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Ceci montre que @ est 1-Lipscitzienne et en particulier

@ est continue sur M3(R).

LF -
L.F.1) Soit Q = (M € P/ ®(M) < ®(0)}. Puisque Q C P, ]JlanCD(M) est un minorant de {®(M), M € Q} et donc
€
Inf ®(M) < Inf ®(M).
MeP MeQ
Mais d’autre part, pour M € P, si M € Q, ®(M) > 7\/Ilan(D(l\/l) et siM & Q, D(M) > ©(0) > NIland)(M) (car 0 € Q).
€ €
Par suite, Inf ®(M) est un minorant de {®(M), M € P} et donc Inf ®(M) < Inf O(M).
MeQ MeQ MeP

Finalement

d(P,03(R)) = A}[IéfP(D(M) = NIlrelfQ(D(M).

Veérifions alors que Q est bornée. Soit M € Q. D’apreés la question I.D-, il existe U € O3(R) tel que ®(M) = ||M — U]].
Mais alors, d’aprés la question I.A-,

IM[| < [IM —U[| + [[U]| = (M) + [[U]| < ©(0) + V3.
Ainsi, en posant 1 = ®(0) +v/3>0, on a ||M|| < 7 pour tout M € Q. On en déduit que Q C PN B, et donc que

d(P,03(R)) = Inf ®(M) < Inf ®(M)< Inf ®(M)= Inf ®(M),
MeP MePNB, MeQ MeP

et finalement que

d(P,03(R)) = Inf ®(M) = Tnf ®(M).

MEPNB,
Jr>0/d(P,03(R)) = MEIQEBT(D(M).
L.F.2) d(P,03(R)) = d(PNB;,03(R)) = Inf ®@(M). Maintenant, P est un sous-espace vectoriel de M3(R) et en

MEPNB,
particulier P est un fermé de M3(R). Mais alors, P N B, est un fermé de M3(R) en tant qu’intersection de fermés de
M(R). D’autre part, PN B, C B, et donc PN B, C B est une partie bornée de M(R). Finalement, P N B, est un compact
de M(R). Puisque @ est continue sur ce compact d’aprés la question précédente, ® admet un minimum sur P N B,. Il
existe donc A dans P N B, et en particulier dans P telle que d(P,03(R)) = ®(A) = d(A, O3(R)).

JA € P/ d(P,03(R)) = d(A, O3(R)).

Partie II - Décomposition polaire

II.A - Soit M € M3(R). *(*MM) = *M*(*M) = MM et donc *MM € S,,(R). Mais alors on sait que les valeurs propres
de MM sont réelles.
Soient A € R une valeur propre de ‘MM puis X un vecteur propre associé. On a

IMX|2 = HMX)MX = 'X(*MMX) = 'X(AX) = AtXX = A|[X]2,
et donc, puisque ||X||? > 0,

IMX]|*
= > 0.
[1X[|2

Ainsi, toutes les valeurs propres de tMM sont des réels positifs.

YM € M3(R), MM € S (R).
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I1.B - Soient A1, A2 , A3 les valeurs propres de *MM puis D = diag(A1,A2,A3). D’aprés le théoréme spectral, il existe
P € O3(R) tel que tMM = PD'P.

Posons D’ = diag(v/A1,vA2,vA3) puis S = PD'*P. S est orthogonalement semblable 4 une matrice diagonale réelle a
valeurs propres positives et donc § € 8§ (R). De plus,

$? = PD/'PPD''P = PD’2'P = PD'P = 'MM.

YM € M3(R), 3885 (R)/ 'MM = §2.
II.C - Si de plus M est inversible, S I'est aussi car (detS)? = det(S?) = det(tMM) = (detM)? # 0. Posons alors
U=MS"". Ona

tUU =S~ TtMMS— T =5-1525 1 =13.

U est donc une matrice orthogonale et de plus M = US.

VM € GL3(R), 3S € Sf(R), U € O3(R)/ M = US.

I1.D - Etude d’un exemple

1 0 0 1 0 0 1 0 0
tMM=[0 1 2 0 1 V2 |=(0 3 2],
0 —vV2 0 0 v2 o0 0 —v2 2
puis xemm = (1 — X)(X2 =5X +4) = —(X — 1)2(X — 4) et donc *MM est orthogonalement semblable & la matrice
D = diag(1,1,4).
Déterminons les sous-espaces propres de *MM. Soit X = (x,y,z) € R3.
2y —+V2z2=0
X € Ker(*MMM —1 =yv2.
€ Ker( 3)(:){\/2154—2_0 Sz=yV2
1
Donc, Ker(*MMM — I3) = Vect(e1,e2) ot e; = (1,0,0) et e; = %(0,1,\5) ((e1,e2) est une base orthonormée de

Ker(*MMM — 13)).

Ensuite, puisque *MM € S3(R), on sait que Ker(!MMM — 413) = Ker(! MMM — I3)* et donc Ker(!MMM — 413) =
1

Vect(e3) ou ez =e; Aey = —3(0,—\/2, 1). Donc

1 0 0
o 1L V2
tMM =PD*'P ot P = V3 V3
o Y2 1
V3 V3
On a alors
1 0 0 1 0 0
o L V2 /100N |[, L V2
S =P x diag(1,1,2) x 'P = V3 V3 010 V3 V3
o Y2 1 002/, V2 1
V3 V3 V3 V3
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 2v2 1 2
o 1 22 o L V2 o 2 V2
- V3 V3 V3 V3 | = 3 3
o Y2 2 o V2 1 o V2 4
VERRVE] VERRVE] 3 3
http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



1 0 0
2 V2
et aussi (en inversant par blocs) ™! = 0 3 6 | etenfin
o Y2 5
6 6

M=US ou U=

Partie III - Distance a O3(R)

IILA -
IIL.A.1) Soit A € M3(R) et U € O3(R).

||UA||2 =Tr(*(UA)UA) = Tr(*AtUUA) = Tr(*AIzA) = Tr(*AA) = HAHZ
et de méme

|AUJ|? = Tr(AUY(AU)) = Tr(AUYUA) = Tr(AtA) = ||A||%.

VA € M3(R), VU € O3(R), [|AU]| = [[UA| = [|A]].

Ensuite, d’aprés la question I1.C-, il existe U € O3(R), P € O3(R) et D matrice diagonale a coefficients positifs telles que
A = UPD'P. D’aprés le début de la question, puisque les matrices *U, P et 'P sont des matrices orthogonales, pour toute
matrice orthogonale V, on a

[[A—V|=||UPD'P — V|| = ||*P*TU(UPD'P — V)P|| = ||D — *UtPVP]|.
Maintenant, la matrice *U*PVP est une matrice orthogonale. Plus précisément, I'application f : O3(R) —  O3(R)
g
V. o tUPVP
est une bijection de réciproque ! : O3(R) — O3(R) . On en déduit que V décrit O3(R) si et seulement si tUtPVP

\% —  PUV'P
décrit O3(R).

Ainsi, {|[A=V|, V€ O3(R)} ={||ID — V||, V' € O3(R)} et en particulier, d(A, O3(R)) = d(D, O3(R)).

VA € M3(R), d(A,O3(R)) = d(D, 03(R)) ot D est une matrice diagonale positive semblable & tAA.

IIT.A.2) Soit A € M3(R) telle que d(V,03(R)) = d(A, O3(R)). Soient U et P des matrices orthogonales et D une matrice
diagonale positive telles que A = UPD'P et soit U une matrice.
Soit W ={*U'PMP, M e V} ={g(M), MeV}=g(V)ou g : M3(R) — M;3(R)
M —  U'PMP
e g est bijective de réciproque g~' : M3(R) — M3(R) . De plus, g est linéaire et donc g est un isomorphisme. Par
M — PUM'P
suite, YW est un sous-espace vectoriel de M3(R), de méme d1mens1on que V.
e Comme en ILA.1), {{[M—=V|, M eV, Ve 03(R)} ={||lg(M V), M eV, Ve O3R)} ={M =V, M' €
W, V' € O3(R)} et donc d(W, 03(R)) = d(V, O3(R)).
e d(W,03(R)) = d(V,03(R) = d(A,O3(R)) = d(D, 03(R)) o D = g(A) € W.

On a ainsi démontré 'existence de W.

http ://www.maths-france.fr 4 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



II1.B -
II1.B.1) Soit U € O3(R). D’aprés la question I.A-,

3
ID-U|?=(D-U,D-U) =(D,D)—2(D,U) + (U, U) = |D||? — 2(U,D) + ||U||? = (Z Af) —2(U,D) + 3.

i=1

3

II1.B.2) Soit U = (uij)i<ij<3 € O3(R). On a donc Vj € [1,3], Zuf‘j = 1 et en particulier, Vi € [1,3], ui; < 1.
i=1

Maintenant, chaque A; est positif et donc

(U,D) =uy1A1 +u2 202 +u3 323 <A+ A2 + As.
II1.B.3) Mais alors
3 3 3
ID—u|? = (Z?\f) —2(U,D)+3> (Z?\f) ~2) AM+3=|D-Is|.
i=1 i=1 i=1

Ainsi, YU € O3(R), |ID —U|| > ||D —I3||. Comme I3 est une matrice orthogonale, on a montré que

d(D,03(R)) = Inf{[|D — U, U € O3(R)} = Minf[[D — U], U € O3(R)} = ||D — I},

d(D,03(R)) = ||D — I3

III.C - Etude d’un exemple

d(M,03(R)) = D — I3 = [|diag(1,1,2) — diag(1,1,1)]| = [|diag(0,0,1)[| = 1.

d(M,03(R)) =1.

Partie IV - Cas d’un sous-espace de dimension 6

IV.A -
a b 0
IV.A.1)Soit A= ¢ d 0 | eV
e f O
a c e a b 0 a?4+c?2+e?2 ab+cd+ef 0O
TAA=| b d f c d 0 |=[ ab+cd+ef b2+d2+f2 0
0 0 0 e f O 0 0 0

Puisque la derniére colonne de *tAA est nulle, 0 est valeur propre de *AA. Notons p; et uy les deux autres valeurs propres
de 'AA puis D = diag(\/u1, /112, 0). Alors,

d(A,03(R)2 =D -L2 = (Vim— 1)+ (Vi —1)> +1>1.
Ainsi, VA € V, d(A,03(R)) > 1 et donc

d(V,03(R)) > 1.

IV.A.2) Soit A € V.
[A-T]2=(a—1)2+b2+c2+(d—1)2+e2+f2+12>1,

avec égalité effectivement obtenue pour a=d=1et b=c=e =f =0. Donc d(I3,V) =1.

Mais alors, comme I3 € O3(R), on a d(V,03(R)) < d(I3,03(R)) et donc d(V,03(R)) < 1. Finalement

d(V,03(R)) =1.
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IV.B - Puisque d(V,03(R)) = |D — I3|| = d(I3,V), le théoréme de la projection orthogonale montre que D est la
projection orthogonale de I3 sur V. Donc D — I3 € V+ ou encore Vect(D —I3) € V+ ouenfin V ¢ (D —I3)+

YV C (D-13)t.

IV.C - On note (Ei;j)i<ij<3 la base canonique de M3(R). On a Rj(0) = E» 1 — Eq 2, R5(0) = E3;1 — Eq1 3 et R5(0) =
E32—Ez3.

Soit (a,b,c) € R3. Puisque la famille (Ei j)1<i j<3 est libre,
CLR{(O) + bRﬁ(O) + CRé(O) =0= CLEZ‘] — aE],Z -‘rbEg,‘] — bE]‘g, + CE3‘2 — CE2,3 =0=a=b=c=0.

Donc, la famille (Rj(0),R5(0),R5(0)) est une famille libre de M3(R). D’autre part, les coefficients diagonaux de chacune
des matrices R{(0), R5(0) et R5(0 ) sont nuls et donc chacune de ces matrices est orthogonale a la matrice diagonale I3 —D.

La famille (R7(0),R5(0),R5(0)) est une famille libre de M3(RR) formée de matrices orthogonales a I3 — D.

Soit F = Vect(R7(0),R5(0),R5(0)). Puisque la famille (R}(0),R5(0),R5(0)) est libre, on a dim(F) = 3. Maintenant, les
questions précédentes montrent que V et F sont contenus dans (I3 —D)=+. Le sous-espace vectoriel V+ F est encore contenu
dans (I3 — D)+ qui est de dimension 9 — 1 = 8 car I3 — D # 0. On en déduit que

dim(V N F) =dim(V) +dim(F) —=dim(V+F) =6+3 —dim(V+F)>6+3—-8=1>0

Ainsi, VNF n’est pas le sous-espace nul et donc il existe a, b et ¢ réels non tous nuls tels que aR7(0)+bR5(0)+cR5(0) € V.

3(a,b,c) € R3\ (0,0,0)/ aR}(0) + bR,(0) + cR4(0)) € V.

IV.D - Quand t tend vers 0,

2¢2 b2t? 1 0 0
17“7 —at 0 1—=— 0 bt 22
Ry (at)Rz(bt)R3(ct) = a?t? 0 1 0 0 1T——  —ct |42
at ] _ O 2.2 2.2
2 bt 0 1o o ot 1-¢t
0 0 1 5 7
2 b2
1— % —at —bt 1 O2 , 0
242 e
= at 1— aT —abt? 01 2 CJZE ) +o(t?)
b2t2 _gt
bt 0 1 S 0 ct 1 5
2 bZ tZ
1— % —at — bet? —bt+ act?
2 2\42
_ at 1 w et — abt? +te(t) o e(t) - 0
bZ 2 tZ

=13 +tA 4+ t?(B + C) + t2e(t),

avec
0 —a -b
A= a 0 —c | =a(Ez1—E12)+b(E31—E13)+c(Ez2—Ez3)=aRj(0)+DbR;(0) +cR3(0) €V
b ¢ 0
1 0 —bc ac
puis C = zdlag( a?—b? —a?—c?,—b?>—c?)etenfinB=| 0 0 —ab | € (I3—D)" car les coefficients diagonaux
0 ct 0

de B sont tous nuls.
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IV.E - Soit t € R.
Ri(at), Rz(bt) et Rz(ct) sont trois matrices orthogonales et donc, puisque (O3(R), x) est un groupe, f(t) est une matrice
orthogonale. D’autre part, A et D sont dans le sous-espace vectoriel V et il en est de méme de tA + D. Par suite

15 + t2(B + Ce(t)) — D|| = ||f(t) — (tA + D)|| > d(V, 03(R)) = || I3 — D

IV.F - Quand t tend vers 0, puisque B est orthogonale & I3 — D et par continuité de la norme et du produit scalaire, on a

|13 +t3(B + Ce(t)) — D||?> = ||I3 = D||? + 2(I3 — D, t*(B + C + €(t))) 4+ (t>(B + C + £(t)), t2(B + C + &(t)))
= |13 — D||? + 2t*(I3 — D, B + C) + 2t*(I3 — D, &(t)) + t*(B + C + &(t), B + C + &(t))
= ||I3 — D||* + 2t>(I3 — D, C) + t%e,(t) o £(t) =0

D’aprés la question précédente, pour tout réel t on a ||I3 — D||? +2t*(I3 — D, C) +t%e2(t) > ||I3 — D||? et donc pour t non
nul on a

(I —D,c) > — 20
2
Quand t tend vers 0, on obtient
<I3 - Da C> Z O
IV.G -
(I3 =D, C) = 5((1 =x)(—a® = b%) + (1 —y)(—a® — ¢*) + (1 — z)(—b* — ¢?))

N —= N —=

(—a?2—x—y)—b?2—x—2)—c?2—y—2)) :—%(az(zfxfy) +b?2—x—2z)+c*(2—y—2)).

Maintenant, si les trois réels 2—x—y, 2—x —z et 2—y —z sont strictement positifs, on obtient (Is —D, C) < 0 car l'un au
moins des trois réels a?, ou b? ou c? est strictement positif. Ceci contredit le résultat de la question précédente et donc
I'un au moins des trois réels 2—x —y, 2—x —z et 2 — y — z est négatif ou nul.

IV.H - D’aprés la question IV.B-, D € V C (D — I3)*. Ceci fournit (D,D — I3) = 0 ou encore ||D||? = (D,I3) ou enfin
X2 +y*+z2=x+y+z

1\* 1\° 203
IV.I - Pour (x,y,z)6R3,x2+y2+zzzx+y+z(:)(x——) +(y——) +(z——> = = E est la sphére de centre

2 2 4
111 V3
Q<z,z,z> et de rayonR—T.

1 1
D’autre part, F est un plan affine et G est le demi-espace fermé de frontiére le plan F et ne contenant pas Q (car =+= < 2).

2 2
1412 /3 2
. 2o 1 . 3 3 2 <1> .
La distance d de QQ au plan F est d = =—%— = —. Puisque | — =->-=(——=) ,onaR>d et on sait
P Vizriz  v2 o <2> 171 \2
1

alors que ENF est un cercle de rayon r = v/RZ — d2 =

Enfin, le diamétre 6 de la calotte EN G est encore le diamétre de son cercle de base a savoir 1.

IV.J - d(V,03(R)) = ||I3—D| = /(1 —x)2+ (1 —y)2 + (1 —2)2 = MN ou M(1,1,1) et N(x,y,z). Maintenant, le point
N(T1,1,1) est dans Eﬂ Gear 17 +12412=141+1et 1+1> 2 Dautre part, N € ENG d’aprés les questions IV.G- et

IV.H-. On en déduit que

dV,03(R)) =MN <§=1.

d(V,03(R)) < 1.
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