SESSION 2005

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE PC

Partie I - Préliminaires

LA -
I.A.1) Soit p € N*. Pour n € N*,

1 1 1

nm+1...n+p) S nmn+1) S n2’

<

Puisque la série de terme général — converge, il en est de méme de la série de terme général u(n,p).
n

Vp € N*, la série de terme général u(n,p), n € N*, est convergente.

LA.2)

I.A.3) Soit p > 2. Pour n € N*,

_ 1 1 . (m4p-n
wnp =D —unt e =l = e T = M)t At iy PP

I.A.4) En sommant ces égalités, on obtient o(p—1)—(o(p—1)—u(1,p—1)) = po(p) et donc o(p) = uhp=1) _ 1

p pxpl
1
Vp € N*, o(p) = .
p X p!
I.B - Soit g > 2. Pour N € N*,
+o00 1 +o00 n 1 +00 1

RN = Y co< 3 | =] g |
n§+] nd n:%Jr] n-1 td n td (q o ])nQ*]

Partie II - Un exemple d’accélération de la convergence

II.A -
II.A.1) Montrons par récurrence que ¥p > 2, il existe des entiers naturels ay,..., ap, b2,..., by, C2,..., Cp, tels que
v _ i ak bpx +¢p
x>0, x3 _kgzx(x—i—”...(x—i-k) +x3(x+1)(x+2)...(x+p)'
e Pourp=2et x>0
1 (x+1)(x+2) x? 3x+2 1 3x+2

R N R ) e i P ) A P B YR B i ) A e PR
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et on peut prendre a; =1, b, =3 et c; =2.

e Soit p > 2. Supposons qu’il existe des entiers naturels as,..., ap, bz,..., by, c2,..., cp, tels que
1 L ax byx+c
Vx>0, = = + L P .
x3 kgzx(x—i—”...(x-i-k) X3x+1)(x+2)...(x+p)
Alors, pour x > 0,
bpx +¢p B (bpx+cp)x+p+1)
KBx+D)x+2)...(x+p) XBx+D)x+2)...x+p)x+p+1)
B byx? (p+1)bp +cp)x+ (p+1)cp
WBx4+1)x+2)...(x+p)x+p+1) x3x+1(x+2)...(x+p)x+p+1)
b, ((p+1)bp +cp)x+ (p+1)cp

x(x+1)x+2)...(x+p)x+p+1) x3x+1)(x+2)...(x+p)x+p+1)

et on peut prendre ap41 = by, bpy1 = (p+1)bp +¢p et cpp1 = (p + 1)cp (par hypothése de récurrence, ap41, bp41 et
Cp+1 sont effectivement des entiers).

Le résultat est démontré par récurrence.

I1.A.2)

a=1,by=3etca=2etVp =2, ap41 =bp, bpr1=(pP+1)bp+cpetcprr=(p+1)cp

II.A.3) Montrons par récurrence que Vp > 2, by, p = 0.
e Puisque by =3 et ¢y =2, c’est vrai pour p = 2
e Soit p > 2. Supposons que by = ¢p 2> 0. Alors, cp41 = (p+1)cp, 2 0puis bpr1 =(p+1)bp+cp = (p+1)cp +0 =cp41.

On a montré par récurrence que

Vp=2,by, =cp 20.

II.A.4) c2=2,c3=3c;=6¢etcyg=4c3=24.b,=3,b3=3b,+c2=11,b4 =4b3+¢c3=50. a; =1,a3 =by, =3 et
a4:b3:11.

a>=1,a3=3,a4=11,b,=3,b3 =11, by =50, c2 =2, c3 =6 et cqg =24.

II.B -
II.B.1) Soit N € N*. D’aprés la question 1.B,

+o00
> N > 100.
n=N+1
I1.B.2) Soit N € N*. Toujours d’apreés la question 1.B,
+o00 +00
ban+cy 50n +50n 1 100
< —— =100 ,
Z nn+1)...(n+4) Z n’ Z 5N5
n=N+1 n=N+1 n= N+1

puis, d’aprés les questions I11.A.1) et I1.A 4)

¢(3) = - (v il I bin+cy
)_z T;n(n+1)...(n+k) +Zn3(n+1)...(n+4)

n=1

b
=(1x0(2)+30(3)+110(4 +Zn3 n_|_4]n+c(4n+4)

AR byn + ¢4
(4 + = c + 96) + ; T P LD Y (d’aprés la question 1.A.4))

17 *i ban + ¢4
N nm+1)...(n+4)
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puis, pour N € N*,

N >
17 50n + 24 50n + 24 5
B 5 _ < T005N°,
o <3Z+n_ﬂﬁh1+n.”hr+ﬁ> nZ: ). mrd

=N+1
Or
100 s 55 102 5 5
—— &N 2> N > 14,
=N <5x 1072 <N 2 55w 1075<: 4x10° & 14
et donc
17 - 50n + 24
< -3,
+;n3(n+1)...(n+4)>\5xm
50n + 24
1133) +Zn3n+] (+4):1,202047....D0nc

1,202047 ... < ¢(3) < 1,202097.. .,

et on en déduit que [((3) —1,20205) < 5 x 107°.

C(3) =1,20205 & 5 x 105 pres.

Partie IIT - Séries factorielles

1A -
TI1.A.1) Soit x > 0.

() ) ) () ()
Wn_1(x) Un—1(x) Vn_1(x) X+n (m+1)x
—ln(1+i)+xln(1+l) = §+§+O<l2)
n n n—+oo n n n

1
n;mo(m>

On en déduit que

Wn(x)
Wn1(x

Vx > 0, la série numérique de terme général In <

] > converge.

IIT.A.2) Soit x > 0. La série de terme général In(wy, (x)) —In(wyn_1(x)) converge. On sait qu'il en est de méme de la suite
de terme général In(wy, (x)), n € N, (séries télescopiques). Si on note a(x) la limite de cette suite, alors wy, (x) = e*(Wn(x))
tend vers 1(x) = %™ > 0 quand n tend vers +oo.

Vx > 0, JU(x) €10, +ool/ lim Un(x)
n— oo Vn(x)

=1(x).

II1.B - Soit x > 0. D’aprés ce qui précéde (et puisque 1(x) # 0), un(x) ~ 1x)vn(x). Par suite, il existe un rang no

n— +oo

tel que

1(x)
v 2 no, ——lanva ()Ux) < lanfun(x) < 2Ux) [anva(x).
Puisque 1(x) # 0, ceci montre que la série numérique de terme |an|un (x) converge si et seulement si la série numérique de

terme général |an|vn (x) converge.

vx > 0, ¥(an)nen € CV, Z anun(x) est AC si et seulement si Z anlUn(x) est AC.

I11.C -

IIT.C.1) Soit € > 0. Pour tout entier naturel n et tout x € [g, +o0l,
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antin ()] =~/ T
It S ) k) Sele ). (e+n)

lann!
et donc Yyn € N,  su anlun(x) < .
XG[E,Eoo[| nfun () ele+1)...(e+n)

lanmn!
ele+1)...(e+n)
de terme général anun,, n € N, converge normalement et donc uniformément sur [¢, +oo[. Comme d’autre part, chacune
de ces fonctions est continue sur [e, +oo[ en tant que quotient de fonctions continues sur [¢, +oo[ dont le dénominateur
ne s’annule pas sur [¢, 400, la somme f, est continue sur [¢, +0o[ en tant que limite uniforme sur [e, +oo[ d’'une suite de
fonctions continues sur [e, +oo[. Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on a montré que

Par hypotheése, la série numérique de terme général converge et on en déduit que la série de fonctions

Va € &/, la fonction f, est continue sur ]0, +ool.

II1.C.2) La série de fonctions de terme général anu,, n € N, converge uniformément vers la fonction fq sur [1,+oo[. De
plus, chaque fonction an,un, n € N, a une limite réelle {,, quand x tend vers +o0o0 & savoir

(.= 1 anun(x)= 1 Onn!
m e e X1 1) (x+ )

D’aprés le théoréme d’interversion des limites,
e la fonction f, a une limite réelle quand x tend vers +oo,
e la série numérique de terme général {,,, n € N, converge,

“+o00 +o0o
o lim fa(x):ZEn:ZO:O.
xX— +00 oo oo

Vae o/, lim fq(x)=0.
X— +00

II1.D -

1
II1.D.1 Pour n € N, posons a,, = ——. Soit x > 0.
n+1

D’aprés la question III.B -, la série numérique de terme général |an|u, (x) est de méme nature que la série numérique
1

1
(n+1)x+1° (n+1)x+1
convergente. On en déduit que la série numérique de terme général a1, (x) converge absolument.

1
(_) cd.
n+1 neN

II1.D.2 Pour n € N, posons a,, = 1. La série de terme général |an|vn(x) =

de terme général |an|vn(x) = Puisque x +1 > 1, est le terme général d’une série de RIEMANN

CESID diverge quand x =1 et donc

(Dnew & .-

II1.E -

II1.E.1 Soit n € N. La fonction u, est de classe C' sur ]0, +00[ en tant que quotient de fonctions de classe C! sur ]0, +oo[
dont le dénominateur ne s’annule pas sur |0, +oo[. De plus, la fonction w, est strictement positive sur ]0,4ool et pour
x>0

In(in (x)) = In(n!) — Z In(x + k).
k=0

!/

n
u’ (x 1
En dérivant cette derniére égalité (dérivée logarithmique), on obtient pour x > 0 n () =— E . Par suite,

Un (x) k=0 x+k

n k .I
Y| e
k—1 X+t

k=1

1 o 1 n
=Un(x) <;+J'o " dt> = Un(x) <;+ln(1 +;)>.
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1
vneN, un € C'(]0, +0ol,R) et ¥n € N, ¥x > 0, [/, (x)] < un (x) <; +In (1 n %))

III.E.2 Soit ¢ > 0. Pour n € N et x € [g, +00],

uﬂx)<UnW)<%+1nO%%))<lmﬁﬁ<%%ln0%%))

1
et donc  sup [anuy (x)] < fanfun(e) (E +In (1 + %))

x€le,+ool
1 n
D’aprés la question III.B -, la série numérique de terme général |a,|un (€) (Z + In (1 + Z)) est de méme nature que la

1 n
—+In(1+5)
série numérique de terme général ‘an‘W

1 n 1 n
c+m(143) cam(14+3)
Mais d’aprés un théoréme de croissances comparées, (n + 1)¢/2 x £ £/ - & 2 — 0 et donc

(n+1)¢ (m+1)¢/2  no+too
1 n
cr(1+3)

M+1)F  note o (na;/lz)'

an

lan|
na/Z
et est donc convergente par définition d’un élément de /. On en déduit que la série numérique de terme général

€
Toujours d’aprés III.B-, la série de terme général est de méme nature que la série de terme général |a,|u, (z)

1 n

lan|un () (— +In (1 + —)> puis que la série de fonctions de terme général anu;, converge normalement et donc unifor-
13 I3

mément sur [g, +ool.

En résumé,
e la série de fonctions de terme général a,u, converge simplement vers la fonction fq sur [g, +00l,
e chaque fonction anun, est de classe C' sur sur [e, 400,
e la série de fonctions de terme général (anun)’ converge uniformément sur [e, +ool.

D’aprés un corollaire du théoréme de dérivation terme a terme, la fonction f, est de classe C! sur [e, +o0o] et sa dérivée
s’obtient par dérivation terme & terme. Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on a montré que

Va € o7, la fonction fq est de classe C' sur ]0, +ool.

Partie IV - Représentation intégrale

IV.A -

IV.A.1) Chaque Py, k € [0,n], est de degré n et donc dans Ry, [X]. De plus, card(Px)ogkgn = n+1 = dim (R, [X]) < 400
et pour montrer que la famille (Py)ock<n est une base de Ry [X], il suffit de vérifier que cette famille est libre.

Soit (}\i)Ogign S R,

n n
Y APi=0=Vke[0,n], ) APi(—k) =0= Vk e [0,n], APr(—k) =0
i=0 i=0

= Vk € [0,n], Ax =0 (car Yk € [0,n], Px(—k) #0).

La famille (Px)ogkgn est une base de Ry [X].

IV.A.2) Le polynome P = n! est de degré 0 et donc est dans Ry [X]. Par suite, il existe (ouc)ogkgn € R tel que
n

nl = Z o Px. On divise les deux membres de cette égalité par X(X + 1) ... (X +n) et on obtient
k=0

n! . = o
X(X+1)...(X+n) _];Xka'

Soit k € [0,n]. On sait que
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o n! _ n!
o = lim [x+k) x Xk D). (xt) (k1) Rkt (k=1 (k+ (k+1))... (—k+n)
(—1)kn!

“Km—x!

IV.B - Soient x > 0 et k € N. Puisque x — 1+ k > —1, I'intégrale J' (1 —y)* ¥ existe (intégrale de référence). De plus,

0
1 x+k71!
_ox—T1+k _ _(]_y) _ 1
L“ y) dy_{ X+ Kk }0_x+k'

1

Vx €10, +oo[, Vk € N, J (1—y) Hredy = ——.
0 X+k

‘I . X
IV.C - Soient x > 0 et n € N*. Soit A €]0, 1[.Les deux fonctions x f% et y — y" sont de classe C! sur le

segment [0, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient
A A A A
1—y)* n 1—A) n
J (]7 )x 1 ndy_ |:( y) yn:| +_J (]7y)xyn7] dy:f( ) An‘l'_J (]7y)xyn71 dy.
0 X o XxlJo X X

Quand A tend vers 1, on obtient

1 1
Vx>0, ¥n € N7, J =y 'yt dy = ;J (1 —y)y™ " dy.
0

En appliquant plusieurs fois la formule précédente, on obtient pour x > 0 et n € N*

1 _ 1 |
J oy lyray ="l ] J (1T—y) ™y dy = b
0 X 0 X ..

1
¥x >0, ¥n €N, J (T—y) 'y"dy =

0 x(x+1)...(x+n)

+00
Par suite, pour a € & et x > 0, fq( Zan x+1 e Z J P—Ty™ dy.

IV.D -

IV.D.1) Soit a € &/. Par définition de o/ et d’aprés IIL.B-, pour tout x > 0, la série de terme général % converge.
En particulier, la suite tend vers 0 quand 1 tend vers +oo ou encore a,, = o(n). Puisque le rayon de la série

1 n— +o0
entiére associée a la suite (n)nen est 1, le rayon de la série entiére associée a la suite (an)nen est supérieur ou égal a 1.

IV.D.2) Soit x > 0. Pour y € [0,1[, on a (1 —y)* "da(y Zan (1—y)*y™

Pour y € [0,1[, on pose ®(y) = (1 —y)* "da(y) et pour n € N et y €[0,1[, on pose @n(y) = an(1 —y)*'y™.

On sait que la somme d’une série entiére est continue sur son intervalle ouvert de convergence. Donc la fonction ¢, est
continue sur [0, 1] et il en est de méme de la fonction @. D’autre part, chaque fonction ¢, est continue par morceaux sur

[0, 1] et la série de fonctions de terme général @, converge simplement vers la fonction ® sur [0, 1[. Enfin, par définition
de 7,

+o0
ZJI% Idy—ZlanIJ X‘“dy—Z\anlun < fo0.
n=0
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En résumé,
e chaque fonction @, est continue par morceaux sur [0, 1] et la série de fonctions de terme général @, converge
simplement vers la fonction @ sur [0, 1[.

e la fonction @ est continue par morceaux sur [0, 1],
+00 1

o ZJ @n(y)] dy < +oo.

n=0"0

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme,

- chaque fonction @, est intégrable sur [0, 1] et la fonction @ est intégrable sur [0, 1],
1

- la série numérique de terme général J fn(y) dy converge et
0

1 1 +o00 1
| =0t oub ax= | @t ax= 3 | o dx—Zanun ) = tal).

0 n=0

Va e, x>0, fal Zan x+1

1

En particulier, la fonction x +— J (1—y)* "da(y) dy est DSFA.
0

Partie V - Dérivabilité d’une série factorielle

V.A -
V.A.1) D’aprés la question II1.E.2), la fonction f, est de classe C' sur ]0, +ool et d’aprés la question IV.D.2), Vx > 0,
1

falx) = Lu — ) T daly) d

Soit € > 0. Soit F : [e,+oo[x[0,1] — R .
(x,y) = (T=y) Tdaly)
e Pour chaque x de [g, 400l la fonction y — F(x,y) est continue par morceaux et intégrable sur [0, 1] (d’aprés IV.D.2)).
e La fonction F admet sur [e, +oo[ admet sur [¢,+oo[x[0, 1] une dérivée partielle par rapport & sa premiére variable x
définie par
oF

¥(x, 1) € [e, +0o[x[0, 1], = (x,y) = In(1 —y)(1 —y)¥ T daly).

De plus,

. oF .
- pour chaque x € [¢, +o0[, la fonction y — a—(x,y) est continue par morceaux sur [0, 1],
X

- pour chaque y € [0, 1] la fonction x — —(x,y) est continue sur [e, +ool,

o
%(x,y)} < (1 =)l =y daly) = o1 (u).

Vérifions alors que la fonction @7 qui est continue par morceaux et positive sur [0, 1] est intégrable sur [0, 1[.

Quand y tend vers 1, ‘y]*% X In(1 —y)(1 fy)“]‘ = (1—=y)¥?In(1 —y) —>O 0 et donc In(1 —y)(1 —y)¥ 'dba(y) =
y—

- pour chaque (x,y) € [e, +oo[x[0, 1], }

o((1 fy)*”ﬁba(y)). Puisque % > 0, la fonction y — (1 —y) "' T2, (y) est intégrable sur [0, 1] d’aprés IV.D.2) et il en
est de méme de la fonction @7.

D’aprés un corollaire du théoréme de dérivation des intégrales & parameétres (théoréme de LEIBNIZ), la fonction f, est de
classe C! sur [e, +oo[ et sa dérivée s’obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on a
montré que fq est de classe C! sur ]0, +oo[ et

1

x>0, £ () :J (1= ) daly) dy

0

V.A.2) La fonction {4 est développable en série entiére sur | — 1,1[ en tant que produit de fonctions développables en
série entiére sur | — 1, 1[.

V.A.3) Pour tout y €] — 1, 1]

+00 1
Yy
E b,y™ (y) = daly)In(1 — <§ any ) <n§_1 TL)

ap
n_
5 P
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Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, on en déduit que

bo =0 et ¥n € N*, by, =

V.B - Soient x > 0 et N € N*,

Vx>O,VNeN*,Z(7<

n=1

V.C - Soient x > 0, N € N* et p € [0, N—1]. La fonction t — est continue et positive sur [1, +oo[, intégrable

tt+p+1)x

1
—— avec x + 1 > 1. De plus la fonction t —» ———— est décroissante sur

sur [1,+oo[ car équivalente en +oo a e T

[1, +oo[ et on en déduit que

= 1 = 1
+
g k+p+1 (p+2) kgzk(kﬂowtnx
N—p .k N—
1 1 1 P 1
<—+ dt = +J — __dt
(p+1)x ];L_ﬁ(tﬂoﬂ)x P+ Ji  tlt+p+1)*
1 oo 1
<——— - 4t
(p+nx+L tE+p 1)

V.D - Soient x >0, N e N* et p € [O,N —1].

+o00 1 +o0 +o00
[T e [T [Tt
1 tt+p )X 1 tt+p)e 1ttt p)et

—rw;dw m L dt—— +J+w+dt
1 ([t p)xt] Ji tt+p)eH! x(p+1)>* J;  tt+p)(t+p)>

1 1 (e p 1 1 J*“ <1 1 >
+ dt = + ——— ) dt
x(p+1)*  (p+1)*); tlt+p) x(p+1)*  (p+1)* )4 t t+p

B 1 1 o LAY R 1 In(p+1)
_x(p+1)"+(]9+1)x_ ln(]th)L _x(p—l—1)"+(p—|—1)X

et donc

z

—p :

1 In(p+1) In(p+T) 1 1
k:1kk+p+1 S HEE  xp T (p+n><‘(p+nx+(] >(p+nx'

V.E - Soit x > 0 et N € N*. D’aprés les questions V.B- et V.D-,

N

b 1np+1) 1 1
Zn+1 \Zlap<zkk+p+1> Z|p|< 1)x <1+§)(p+1)>‘)

n=1

“+o00

1np+1
Zl Wl T <‘+;)§'%W

+00
1 1 1
Par définition d’un élément de 27, on a déja Z |ap\( T < +o00. D’autre part, \apl% =0 <(pj|fl%>
P 00
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1
et donc | \ p + < 400. Finalement
ap

N by p + 1 1\ & 1
VN € N*, 771\5 1+—>E Qp|————= < +o0.
2 ‘pl ( x) 2T
n=1 p=0
b
La suite des sommes partielles de la série de terme général (n‘+7n1‘)x > 0 est majorée et donc

b

+1)x

Vx > 0, la série numérique de terme général , n € N*, converge.

(n

V.F - D’aprés les questions V.E- et II1.B-, pour tout x > 0, la série de terme général b,,un (x), n € N, converge absolument
ou encore b € &7. On peut donc appliquer 4 la suite b le travail de la question IV.D- et on obtient pour x > 0 (en remplagant
apar b et dg par bg)

1
000 = | (-9 "ty dy—zbnun

Ceci montre que f} est DFSA sur ]0, +oo[ et

V.G - Pour tout x >0

%:1xuo(x)+0xu1()+0xuz Zanun aVGCVTlGN,Gn—5n,o—{(])§2;?
Ainsi, la fonction f ::x — 71_< est DFSA et f = fq ol @ = (8n,0),,cn- L@ question précédente montre que les fonctions
7 x— 7)3—2 puis en réitérant f” : x — )(2—3 sont DFSA. On note a’ et a” les suites associées.
: . Y a N Opo | .
D’aprés la question V.A.3), aj =0 puis ¥n € N*, a], = — pZO - fp =— pZO np——yp =-c En particulier,

n—1 / n—1 1

a/
Ensuite, a} = 0 puis Vn € N*, a// = — Z . Donc ai’ = 0 puis pour n > 2, a;) = Z

. En particulier,

p:Oni p=1 p(n—p)
af =ay =0,af=1,af =Teta) =
Donc, ¥x > 0 2 + 3! + 11 + ] +
1 — = =
’ X3 x(x+ D (x+2) 2x(x+D(x+2)(x+3) 24x(x+1)(x+2)(x+3)(x+4) x(x +1)(x + 2)

3 11
x(x + 1) (x +2)(x + 3) +x(x+1)(x+2)(x+3)(x+4) +

. et on retrouve les résultats de la partie II.
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