SESSION 1999
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques 3 MP

) +00 (_‘l)p
Partie I : Etude de R, = Z ——,neN.

p=n+1

1) a) Soit (un) une suite réelle, de signe alterné, dont la valeur absolue tend vers 0 en décroissant. Alors, la série de

terme général u, converge (critére spécial aux séries alternées). De plus, si Ry, désigne le reste a 'ordre n (c’est-a-dire
+oo
Rn = E uy) alors, Ry, est du signe de son premier terme u,41 et la valeur absolue de Ry, est majorée par la valeur
k=n+1
absolue de son premier terme 1, 41.

P 1P

La suite ((_ ) vérifie les conditions précédentes ce qui montre que la série de terme général est convergente.

b) Soient n et N deux entiers naturels tels que 1 <n < N.

N N 1 1 N 1 N-n
—1)® 1 (—
> Sl > (—1)pJ xP! dx——J' > (=)t dx:—J (—x)™ ]( x) dx
p=n+1 p p=n+1 0 0 p=n+1 0 - (*X)
1 1 N
n+1 x d -1 NJ X d
(1) Jo—1+x N[ P axe)
Or,
N 1 xN 1 N 1 N 1
—1 dx| = dx < dx = ——
=1 Jo1+xx Jo]+x X_Jox TN
] Py . N ! N
et comme ] tend vers 0 quand N tend vers +o00, on en déduit que (—1) T x dx tend vers 0 quand N tend vers
0
+00.
+o00 1
—1)P
Quand N tend vers +oco a n fixé, () fournit R, = Z =D (=1 J X ax
p=n+1 p o 1+x

vn e N* R, =

2) a) Soit n € N*. Une intégration par parties fournit :

1

1 XM Xn+1 1 1 Xn+1 1 1 1 Xn+1
— dx= + dx = + dx.
Joux x [(n+1)(1+x)]0 n+1L A+x2 %" 2mt 1) n+1L d+x2

1 1 xn+1 1 1 xn+1 1
< < :—.
O_n+1L 1 +x)2 dX_n+1L T+02 ¥ mrm+2

1 1 XT1+1 1
Par suite, quand n tend vers +o0, — Jo I dx =0 (¥>
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Maintenant, L = 1(1 + l)_1 = l(1 + O(l)) = l +0 (Lz) Finalement,
n+ n n n n n

T n

n— +oo n le

-1 n+1
2n

1
O <—2> converge absolument et donc converge. On en déduit que la série de terme général Ry, converge.
n

b) La série de terme général converge en vertu du critére spécial aux séries alternées. La série de terme général

3) SoitneN.

n n xP 1 n 1 1]7(7X)n+1
ZR Z p“J' mdx:fJ' Z(fx)p ]erdx:fJ' de

p=0 p=0 0
1
-1 n+1 J X
HEDT ) T

n+1

1
2
Or,

1 X1 1 xn+1 1 1
(—1)“+]J =7 dx :J 3 deJ X" dx = ——.
o (14+x) o (1+x) 0 n+2
u 1
Cette derniére expression tend vers 0 quand n tend vers +oo et donc Z Ry tend vers ) quand n tend vers +oo.
p=0
Finalement,

+0o0
) —1)p
Partie II : Etude de 1, = Z u, neN
p=n+1 \/ﬁ

mn

1) a) Pour n € N* posons V,, = U, — J' On sait que la suite (Vy,) est de méme nature que la série de terme général

1V
Vn+1 *Vn- OI‘,

v v #J'nﬁ_]%# \/— \/_ )
MRl L VX Vntd ¢— gy SRy
VAT AR AET _ RTTo R 1

e IV AV VS S [VOE BV RNVC S (VO BAVCIE

1 _of ]
noteo (R(2ym)Z (ﬁ) ‘

3
La série de terme général converge (série de RIEMANN d’exposant 7 > 1) et donc la série de terme général Vi, 1 —Vy
nyn

converge. On en déduit que la suite (Vy) converge. On note L + 2 sa limite (ainsi L = 1in{1 Vin —2).
n— +00

+o0
b) Puisque 6 > 1, pour tout entier naturel non nul, Z —g existe.
p=n+1
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1
Soient n et N deux entiers naturels tels que 1 < n < N. La fonction x +— ) est continue et décroissante sur ]0, +oo[. Par
X

suite, pour n+ 1 <p <N, on a

En sommant ces inégalités, on obtient :

JN+] dx B N

)
n+1 X

N N
p+1dx< 1< P dx_Ndx
R D
1
p=n+1"P p=n+1

et donc,

1 1 1 - i 1] 1 1
8 1\t [(Nyf1e—T)= P9 =091 \no—1 Ne-1)

p=n+1

Quand N tend vers 400 a n fixé, on obtient (puisque 8 — 1 > 0),

1 _ *i 1 1
(O—Nn+1)°T p? = (0 —T)no 1

p=n+1
+o00
Mais alors, (6 — 1)n®—! Z —5 tend vers 1 quand n tend vers 400, ou encore
p=n-+1

2) a) Notons tout d’abord que pour n € N*|

vn_UnZ(ﬁﬁ)LZ_uan%(L+2)_Vn(l_+2).
1

Mais alors, lim v, =0 et de plus
n—+oo

1 1
e ~ >
n+1vVn+1+ \/ﬁ)z no+o0o 4n3/2

Ainsi, la série de terme général v,; — v, 1 converge et de plus, d’aprés la régle de I’équivalence des restes & 'ordre n de
séries & termes positifs convergentes, on a

0.

Vn —Vn41 = Vo — Vaq =

- P 1 1 1
Z (Vp —Vvps1)  ~ Z — s ~ = = (d’apres 1)b)).
3/2 3 R
o n— 400 Ml 4In n—+oo 4 (7 —1)nz Zﬁ
N +o0
Maintenant, Z (Vp —Vp+1) = Vn41 —VN+1 — Vni1 quand N tend vers +oo a n fixé. Donc, Z (Vp —Vp4+1) =Vn41.
p=n-+1 p=n+1
Ainsi 1 . 1 1
108L Yn+1 notoo 2y/n’ s, Vin notoo 2y/m— 1 notoo 2/M

1

b) De méme, posons wy, = v, — ——

1 I
vnnﬂw—k—oom'
PN
1(L7 1 | 1 B 1
22yn VnFl VnHl(Vn+l+yn)? 2yavn+i(yn+vn+1)
2yn—(yn+vn+1) 1

T 2/mvnti(vntvnt 2 2/mvm iyt vn 1)
1

Wn — Wiyl = (Vn —Vni1) —

notoo  16n5/2
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et donc, comme & la question précédente,

. i"’ (W — o) 1T g 1 1 1
n+1 = P — Wp+1 ~ Tz 577 ~ T3 = — ).
ey oo 16 4= P32 noteo 16 032 24nyn

1 1
—— = O —=|, ce qui s’écrit encore :
Zﬁ n— +00 (n\/ﬁ) d

1 1
n 2
u T \/_+L+2\/_+O<m/_)

et doncw,, ~ —=———. Ainsi, v, —

no+4oo  24ny/m

—1)P

3) a) La suite ((—> est de signe alterné, et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. Par suite, la série de terme
P

(=P
NG

général converge en vertu du critére spécial aux séries alternées. D’oti 'existence de S.

b) Soit n € N*.

1P 2n

2n
(
Ton =S —
2 ; 7

1 LA 2
— +2Y — | =S+ Uy — —Uy =S + Usp — V2U,,.
VP 2 2p m 2 g

p=1 p=1

T2n :S+u2n _\/zun- I

c) D’aprés 2)a), quand n tend vers +o0o, on a

T2n=S+(zm+L+z\}—+o(n\]/_)) \/§<2\/T_1+L+7_+O( J/T_L))

1 1
=S+(1—f2)L—2ﬁﬁ+o(nﬁ).

i

Puisque la série de terme général converge, on sait que 1, existe et tend vers 0 quand n tend vers 400, et en

particulier, T2y, tend vers 0 quand n tend vers +o0o0. Ceci impose S + (1 —v/2)L = 0, ou encore

S=(v2-1)L.
1 +o< 1 )E ite
— . BEmnsuite,
2v/2n nyn

(—1)2n+1 1 1 1 1 1 1
Tongl =Ton — ————= =Ton + =— + +0 = + 0 -
] 2 V2n+1 2 V2n +1 2V2n V2n+1 (nﬁ) 2v/2n (n\/ﬁ

En résumé, quand n tend vers +oo,

Mais alors, 121, =

. _L+o< ‘ )_( ”Z“m( ‘ )
S Wiy nyn 2V2n nvan
et

r __i_+o(1 )__(n““+o( 1 )
T S n nn) 2V2nrti 2n+1)vV2nti)

Finalement,

(-Un ol 1
™ s too 2\/_ \/ﬁ

).
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—n
2y/n

1
0] (—\/_) converge absolument et donc converge. On en déduit que la série de terme général r,, converge.
nyn

La série de terme général — converge en vertu du critére spécial aux séries alternées et la série de terme général

. , - (=1
Partie III : Etude de q.(x) = Z ————, x €]0,+oo[, n € N.
p=n+1

1) Soient x €]0, 400 et p € N*. En posant u = pt, on obtient

oo [o¢] -1 [o¢]
J'+ e Pt dt = ,r (E)X e v v _1 ,r wle ™ du = F(x)_
0 0 P P Pl P

Maintenant, la fonction t — t*~ e~ est continue, positive et non nulle sur ]0, +oo[. On en déduit que I'(x) > 0 et donc

1 1 +oo
que — = —J " Te Pt dt.
0

p*  T(x)

i (*”p _ i (7])]9 1 J'Jroo tx71eﬂot dt = 1 J'Jroo txfl i (7eft)p dt
p=n+1 px p=n+1 F(X) 0 F(X) 0 p=n+1
_ 1 J+OO txfl (_ 7t)n+1 1- (7eit)Nin dt
F'(x) Jo T—(—e™)
B (_”n—H J'+oo tx—Te—(n+1)t dt+ (_”N J'+oo X~ Te—(N+1)t at
T(x) 0 14et Nx) Jo 14+et '
Maintenant
N +00 ¢x—1,—(N+T 00 gx—1,—(N+1 +00
(—1) J' e t* )t dt| = 1 J e (7+ )t dt < 1 J' TN+ g4 1
Nx) Jo 14+et I'(x) Jo 14+et I'(x) Jo (N +1)x
1 (_”N Foo x—To—(N+1)t
Comme Nljrilw m =0,ona NEIEOO M) Jo pe: dt =0. Quand N tend vers +o00, on obtient alors

Vx €10, 400, ¥n € N, qn(x)

3) Soient x €]0,+oco[ et N € N*.

N N
1 +o0 tx71 1 +o0 tx71 (7eft) 1— (7eft)N+1
qn(x) = J (—e Y™ dt = J X dt.
T;) " Nx)Jo 1+et T;) T'(x) Jo T4+et T+et
tX*]
Maintenant, la fonction t — m(fe*t)‘\'“ est continue sur ]0, +oo[, dominée en 0 par t*~' qui est intégrable au
=
1
voisinage de 0 car x — 1 > —1 et négligeable devant = en oo qui est intégrable au voisinage de +0c0. On en déduit que
tX*]
la fonction t — m(fe*t)‘\’“ est intégrable sur ]0,+oo[ et donc que
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N +oo  yx—1,—t +00 x—1
> antx) = J LA - J (et at
n=0

(x)Jo (1+et)? rx)Jo (1+et)?
Maintenant,
1 J'+oo px—T (_eft)NJrZ atl — 1 J+oo X~ Te—(N+2)t it < 1 J+oo e T (NA2)E g _ #
Fx)Jo (+et)2 I'(x) Jo (1+e1t)2 —T'(x) Jo (N +2)x
1 +o00 tx—] N
Comme m, tend vers 0 quand N tend vers +oo, il en est de méme de it L T o2 (—e~t)N*2 dt. Ceci

montre la convergence de la série de terme général g (x). De plus, quand N tend vers 400, on obtient

t

4) On applique ce qui précéde a x = 1. Avec les notations de 1.3), en posant u = e t, on obtient

+o0 +o00 1 +o0 e_t +00 _e_t 0 1 1
Rn: n] = — dt = —— dt = — du=-—-—.
2 Rn=) anll) ), mrem ], mrew ] w3

+00
Partie IV : Etude de x,, = Z (=P (f(p)—f(p+1)),neN
p=n+1

1 1
1) a) La fonction x — — convient et plus généralement les fonctions x +— —5, @ > 0, conviennent.
X X

b) La suite ((—1)Pf(p)) est de signe alterné et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. Donc, pour tout entier naturel
n, X existe en vertu du critére spécial aux séries alternées.

2) Soit n un entier naturel.

400 +00 +00 +o00 00
> P —flp+1) = Y (1) = Y (1Pflp+T = Y (=Pfp)— Y (=) 'f(p)
p=n+1 p=n+1 p=n+1 p=n+1 p=n+2
+00 N+1 +o0
= ) (=DPflp)+ Y (DPfp) =2 ) (—1)Pf(p)— (=) f(n+1)
p=n+1 p=n+2 p=n+1

=2%n — (=)™ (M +1).

+00
VneN, 2, — (1" fn+1)= > (=1)P(f(p) — f(p+1)).

p=n+1

1 +o00
Ainsi, xp = Z((—])“‘”f(n+1)+ Z (=1)P (f(p)—f(p+1)). Déja, la série de terme général (—1)™*+1f(n+1) converge en
p=n+1
+oo
vertu du critére spécial aux séries alternées. Montrons alors que la série de terme général y,, = Z (=P (f(p)—Tf(p+1))
=n+1
converge. P

La fonction f est convexe sur ]0, +o0o[. Donc, pour tout entier naturel non nul p,

Y0) +p+2)) = fl5(p +p+2)) = flp +1).

Ceci s’écrit encore Vp € N, f(p)+f(p+2) > 2f(p+1)ouenfin Vp € N, f(p)—f(p+1) > f(p+1)—f(p+2). Ainsi, la suite
(f(p) —f(p+ 1)) est décroissante. D’aprés une majoration classique du reste a I'ordre n d’une série alternée, on a alors
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+o00
D> (=DP(fp) —fp+ 1) < H=1)"(fn+ 1) = f(n+2))| = f(n+ 1) — f(n+2).
p=n+1

Maintenant, la série de terme général f(n+ 1) — f(n + 2) est de méme nature que la suite de terme général f(n+ 1) et est
+o0

donc convergente (série télescopique). On en déduit que la série de terme général y,, = Z (=P (f(p) —f(p+ 1)) est
p=n+1
absolument convergente et donc convergente. Finalement,

La série de terme général x,, converge. I

3) Quand n tend vers o0, f(n + 1) est équivalent a f(n + 2) et donc f(n+ 1) —f(n+2) = o(f(n + 1)). Or, d’apres la

+o0
question précedente, | Y (=1)P(f(p) — f(p +1))| < f(n+ 1) — f(n + 2). Par suite,
p=n+1
+o0
D PP —fp+1) = o(f(n+1),
p=n+1
et donc
1 N & (=) f(n41)
xn=5 | (=1) +‘f(n+n+p;1(—1)p(f(p)—f<p+1J e 2 tolfn+1) =
_1\n+1
(—1) 2* f(n) 4 olf(n)
(=) (n)
Xn1v;;w 2

Partie V : Etude de qo(x)

1) Soit a un réel strictement positif. Pour n € N et x € [a,4oo[, d’aprés une majoration classique du reste a ordre n
d’une série alternée,

+o00
(=1)P ‘ (=t 1 1
X)| = < = < .
anlx) p:;H p* | T {1 (n+T1)x T (n+1)
Par suite, pour n € N,
+00
(=1)P 1
sup , X € [a, ool p < :
p£§;1 p* (nm+])a
1
Comme ————— tend vers 0 quand 1 tend vers +oo, on a lim sup{|gn(x)|, x € [a,+oo[} = 0 et donc la série de
(n+1)e n— +oo

(=P

fonction de terme général f,, : x +— converge uniformément vers (o sur [a,+oo[. Comme chaque f,, est continue

sur [a,+ool, la fonction qo est continue sur [a, ool et ceci pour tout réel a > 0. Finalement

la fonction o est continue sur ]0, +ool.

2) Soit a un réel strictement positif. Chaque fonction f,, est de classe C' sur [a,+oo[ et pour x € [a,+ool et n € N*,

(—1)™ ' Inn

nX
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Int
Pour x > a et t > 1, posons alors g(t) = :—X g est dérivable sur [1,+oo[ et pour t > 1,

vy = xt*TInt  T—xInt
9'(t) = 2% T el

1 1 1
g’ est négative sur [— + oo[ et en particulier sur [—, +oo[. La fonction g est donc décroissante sur [—, +oo[. On en déduit
a

1 Inn Inmn Inn
qu’a partir du rang E(—)+1, la suite <n_> est décroissante. Comme  lim  —— = 0, la série de terme général (—1)™ 1
a nx n—+oo MX nx

converge en vertu du critére spécial aux séries alternées. Ensuite, d’aprés une majoration classique du reste a 'ordre n

1
d’une série alternée, pour n > E(—) + 1,
a

f (—1)P Inp S’(—])““ln(an) _lm+1) _(n+1)

pX (m+41)x DX T (n+ e’

p=n-+1

1
et donc, pour n > E(a) +1,

+o00 _1\p+1
Z (-1 Inp x € la, oo In(n+1)

up o S Trne

p=n+1

In(n+1)
(n+1)e

uniformément sur [a, +ool.

Comme tend vers 0 quand n tend vers 400, on en déduit que la série de fonctions de terme général f/, converge

En résumé,

e la série de fonctions de terme général f,, converge simplement vers qo sur [a, +oo[;

e chaque fonction f,, est de classe C! sur [a, +ool;

e la série de fonctions de terme général f/ converge uniformément sur [a,+ool.
D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, qo est de classe C! sur [a, +oo[ et la dérivée de qo s’obtient par dérivation
terme & terme. Ceci étant vrai pour tout réel a > 0,

& (=) T lnn
qo est de classe C! sur ]0, +oo[ et pour x > 0, q(x) = Z _—
n=1 nx

3) D’aprés la question V.1), la série de fonctions de terme général f,, converge uniformément vers qo sur [1,+oo[. De

. —Isin=1 . . - . .
plus, pour n € N*, lim f,(x) = { sin . D’aprés le théoréme d’interversion des limites, hrf go(x) existe dans
X— +00

X— 400 Osin>2
R et
+o00 1n
lim qo(x) = lim =-1.
X— +00 x—+o00 NX
n=1
a0l =

1
4) Soit x > 0. La fonction t — = est convexe, décroissante sur ]0, +ool, de limite nulle en +co. D’aprés IV.2), on a

+o0 +o0
(—=1)P 1 1 1
= = — —] —] P _——
qo(x) p§:1 = 3 +p§21( ) (px e ”X)

D’apreés une majoration classique de toute somme de série alternée, pour x > 0 on a

& 1 1 AR DY
> ()| <00 (- 2)| = -
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1 & 1 1 1
Comme ilj%] o~ 1—1=0,0ona ilg%) p;( 1) (px o ”X) 0 et donc ilj% go(x) 5
1

On peut prolonger qo par continuité en 0 en posant qo(0) = —=

5) a) Soit x un réel strictement positif.

1 & 1 1 X — 1/1 1
==|-1+ e =qo(0)+ = —1)P- —
dolx) =3 pZ_]( ) (px (p+1)><) %0(0) zp:]( ) x(px (p+1)><)
+00 p+1 +00 p+1
X 1 X dt
= q0(0)+ 3 (np{gﬁ —a0l0)+3 3 (17
p=1 P p=1 P
x & P4t
Ainsi, pour tout réel x > 0, qo(x) = qo(0) + 5 (—1)P J T ce qui reste vrai pour x = 0.
p=1

b) Soit x un réel strictement positif. D’aprés ce qui précéde, on a

do(x) = qo(0) _ 1 *“(”pf“ dt
x—0 2p:] tx+17

tend vers 0 en décroissant. D’aprés une majoration classique du reste a ’ordre n d’une série alternée, pour

Jf’“ dt
. tx+1
n e N*on a
+oo p+1 t n+2 t n+2 t 2
Z (,UPJ' d_] _J d_1§J d__ln(i),
P tx+ n4+1 tx+ n+1 t Tl+]

p=n+1
Comme In (—) est une expression indépendante de x et tendant vers 0 quand n tend vers 400, la série de fonctions

est uniformément convergente sur |0, +o0o[. D’aprés le théoréme d’interversion des

p+1
de terme général x — (—1)P L e

limites, on a alors
+oo p+1 dt +oo dt +oo dt +oo 1
Jimy (*”pJ =2 (W lim =) (F1)P =) (1) (1 + 5)-
p=1 p=1 p=1 p=1
Finalement
1 +o00
do est dérivable en 0 et q{(0) = 3 Z(—Up In (1 + 5)
p=1
1 & 1
6) La série de terme général (—1)P In (1 + T_J) converge. Donc la suite Z (=1)PIn <1 + —> extraite de la suite
p=l neN*
2n 1 +00 1
des sommes partielles converge et de plus lim (—)PIn(14+-) = Z (—=1)PIn (14— ). Or pour n € N*
n— +o0 - P - P
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2n 1 2Zn +1
> (=1)PIn (1 +5) =Y (-1)PIn (p )

=

5

k=1

( n 2k + 1) 2k—1)> :1n<(2n+1) x (2n —

(351) E (i

IX . ..x3x2n—1)x(2n—-3) x ... x 1
2n) x (2n—2) x ... x 2)? )

((Zn +1) x (2n) x
=In

| ((211 + 1)!(Zn)!)
= a4 )

Maintenant, d’aprés la formule de STIRLING,

(2n + 1)1(2n)! e

Pn—1)x...x3x2x (M) x(2n—1) x...x2x1
(2n) x (2n—2) x ... x 2)* )

2n+1
(2n+1) o=

24nn 4 n— 400

ie(ZnH)ln(Hﬁ)
e
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