SESSION 2000
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques 2 MP

Exercice 1
1° (a) Soit x € E.
x € Kerf & pr(g(x)) =0& g(x) e Fr & x e g 1 (Fh).

D’autre part, g est un automorphisme et donc g(E) = E. Puis

Imf = pr(g(E)) = pr(E) =F.

Kerf = g~ ' (FY) et Imf =F.

(b) D’une part,

1 1

(g7 oproglo(g'oprog)=g 'opfog=g 'oprog.

1

D’autre part, g € O(E) et donc g* =g~ ' et pr est une projection orthogonale et donc pf = pr. On en déduit que

*

(97'oprog)*=g*opfo(g )" =g Toprog.

1 1

Ainsi, g7' o pr o g est un endomorphisme idempotent et auto-adjoint et on sait que g~
orthogonale que I'on note pg.. Ainsi, il existe un et un seul sous-espace vectoriel F’ tel que g~
tel que prog = gopr/. Enfin, pour x € E,

o pr o g est une projection
' oprog = pr ou encore

g 'oprog(x) =x& prlg(x)) =g(x) & g(x) EF& x e g ' (F).

F' =g '(F).
1

oproprog=psog ="t

fof*of =HA.

(c) foffof=progog™

2° (a) Puisque g est un automorphisme de E,

Prog=gopr&gopr =gopr & pr =pr & F =F& g ' (F)=F& F=g(F).

prog=gopr e g(F)=F

(b) Soient g et g’ deux automorphismes orthogonaux de E commutant avec pr. On a
(gopr)o(g’opr) =(gog’)o(propr) =(gog’)opr.

Maintenant g o g’ est un automorphisme orthogonal de E vérifiant de plus g o g’(F) = ¢g(F) = F et donc commutant avec
pE. Par suite, (gopr) o (g’ opr) est un élément de G. La restriction de la loi o & G est donc une loi de composition interne
dans G.

Posons ¢ : g - O(F) .

gopr = gsF
e Tout d’abord si g est un élément de O(E) tel que g o pr =pr o g, alors g(F) =T et donc g, € O(F).

De plus, si (g,9’) € (O(E))?

gopr=g'opr& Vx€E, glpr(x)) =g'(pr(x)) & Vy € F, g(y) =9'(y) & g/r = g/
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Les deux vérifications ci-dessus permettent d’affirmer que ¢ est une application.
e @ est injective car si g et g’ sont deux automorphismes orthogonaux de E commutant avec pf et tels que gr = ¢ ;F alors

gopr =g’ opr.

e Soit h € O(F). Soit g 'automorphisme orthogonal tel que g, = h et g,p. = Idf.. g est un automorphisme orthogonal
de E tel que g(F) = F et donc g o pf est un élément de G. De plus, par construction, @(g o pr) = h. Ceci montre montre
que @ est surjective et donc une bijection.

e Soit alors g et g’ deux automorphismes orthogonaux de E commutant avec pr.

@((gopr)o(g’ opr)) =@((gog’) opr) (puisque g et g’ commutent avec pr)
=(gog’)F =9gr0g) (puisque g'(F) = F)
=@(gopr)oe(g’ opr).

Ainsi, @ est donc un isomorphisme du magma (G, o) sur le groupe (O(F), o) et donc

(G, 0) est un groupe isomorphe au groupe (O(F), o).

L’image de tout élément de G est F ; E et donc G ne contient pas Idg. En particulier,

G n’est pas un sous-groupe du groupe (O(E), o).

(c) Soit g un automorphisme orthogonal.

Pr(9(pr(g(E)))) = pr(g(pr(E))) = pr(g(F)).

Montrons que ’on peut choisir g de sorte que pr(g(F)) # F. Ceci empéchera (pg o g) o (pf o g) d’étre de la forme pf o g’
avec g’ € O(E), puisque tous les pr o g’ ont pour image F.

On compléte une base orthonormée (eq,...,ep) de F (1 < p < n—1car F # {0} et F # E) en une base orthonormée
(e1,...,€p,...,en) de E. Soit g défini par g(e1) = ep+1, glep4+1) = €1 et g(ei) = e; sinon. g est un automorphisme orthogonal
de E puisque I'image par g de la base orthonormeée (e, ..., ep, €p+1, ..., €n) est la base orthonormée (ep+1,...,ep, €1, ..., €n).
De plus,

Pr(g(F)) = pr(Vect(gler),...,glep))) = pr(Vect(epi1,€2,...,ep)) = Vect(ez,...,ep) #F,

ce qu'il fallait démontrer. Donc,

I’ensemble des pr o g obtenu lorsque g décrit O(E) n’est pas stable par opération de composition.

3° (a) (fof*)o(fof*)=(fof*of)of* =fof*et (fof*)* =fof* Donc

f o f* est une projection orthogonale. I

(b) Soit x € (Kerf)*.
()12 — [|x]|? =< f(x), f(x) > — < x,x >=< f* o f(x),x > — < x,x >=< f* o f(x) — %, x >.
Mais f(f* o f(x) —x) = f o f* o f(x) — f(x) = 0. Par suite, f* o f(x) — x € Kerf. Comme x € (Kerf)', on a donc

1) 12 = [Ix]2 =< £* 0 f(x) = x,x >=0,

vx € (Kerf)*, [[f(x)]| = |||

(c) D’apres (a), f o f* est une projection orthogonale par rapport a un certain sous-espace F, que ’on note pr. On a déja
F=1Im(f o f*) C Imf
Vérifions que f o f* et f* ont méme noyau. 11 est clair que Kerf* C Ker(f o f*). Réciproquement, pour x € E,

x € Ker(fof*) = fof*(x) =0 =< fof*(x),x >=0=< *(x), f*(x) >= 0 = x € Kerf*.
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Ainsi, Ker(f o f*) = Kerf*. On en déduit que rg(f o f*) = rgf* = rgf et puisque Im(f o f*) C Imf, on a finalement
Im(f o f*) = Imf. Ceci montre que

f o f* est la projection orthogonale sur F = Imf. I

(Kerf)* est un supplémentaire de Kerf dans E et on sait que la restriction de f & (Kerf)* induit un isomorphisme de
(Kerf)+ sur Imf. La question (b) montre que cette restriction est une isométrie que 1’on note g’. Il existe d’autre part une
isométrie g” de Kerf sur (Imf)* (puisque ces sous-espaces ont méme dimension). Soit g ’endomorphisme de E dont les
restrictions a (Kerf)* et Kerf sont respectivement g’ et g”. g est une automorphisme orthogonal de E car 'image d’une
base orthonormée adaptée a la décomposition E = (Kerf)! @ Kerf est une base orthonormée adaptée a la décomposition
E = Imf @ (Imf)*.

Maintenant, si x est dans Kerf, pr(g(x)) = 0 = f(x) car g(x) € (Imf)t = F et si x est dans (Kerf)*, pr(g(x)) =
(f o f*)(f(x) = f(x) par définition de g7 et puisque f o f* o f = f. Les endormorphismes f et pr o g coincident sur deux
sous-espaces supplémentaires de E et donc f =prog.

Exercice 2

X

1° (a) Soit x € R. La fonction t — est continue sur ]0, +oo[ et donc localement intégrable sur ]0, +ool.

LT+t
e Etude au voisinage de 0. T2 <o t* > 0. Or, la fonction t — t* est intégrable au voisinage de O si et seulement
X—
X

si x > —1. Donc, la fonction t — > est intégrable au voisinage de 0 si et seulement si x > —1.

14+t
x
¢ Etude au voisinage de +oc. TIE2 <o t*~2 > 0. Or, la fonction t — t*~2 est intégrable sur un voisinage de +oo si
X—

X

et seulement si x —2 < —1 ce qui équivaut & x < 1. Donc, la fonction t — est intégrable au voisinage de +o0 si et

1+t2
seulement si x < 1.
X

Finalement, la fonction t — est intégrable sur ]0, +oo[ si et seulement si —1 < x < 1.

1412

Le domaine de définition de f est ] — 1, 1[.

t* 1 P (Int)™ x™
exlnt _ §
)2

T+02  (1+t !

(b) Soient t un réel strictement positif donné et x €] — 1, 1. T

n=0

x & (Int)™ X"

T+t)2nl

¥(t,x) €0, +oolx] = 1,1, ——— = :

n=0

1
2° (a) Soit n € N. Posons I, :J (Int)™ dt.

0
¢ Existence de [,,. La fonction t — (Int)™ est continue sur ]0, 1]. De plus, quand t tend vers 0 par valeurs supérieures,

1
(Int)™ = O . Comme la fonction t — —= est intégrable au voisinage de 0 a droite, la fonctiont — (Int)™ est

1

Vi Vit

intégrable sur ]0, 1]. Finalement, pour tout naturel n, I,, existe.
1

e Calcul de I,,. Tout d’abord Iy = J dt=1.
0
Soient alors ¢ > 0 et n € N. Les deux fonctions t — t et t — (Int)™*! sont de classe C' sur [, 1]. On peut donc effectuer

une intégration par parties qui fournit :

1 1 1
J (Int)™*' dt = [t(lnt)““]l —(n+ 1)J (Int)™ dt = —¢(lne)™' — (n + 1)J (Int)™ dt.

€ € €

Quand ¢ tend vers 0, on obtient I,,;7 = —(n+ 1)I,,. En résumé, [ =1 et Vn € N, 1,17 = —(n + 1)I;;. Mais alors par
récurrence on obtient

1

vn € N, J (Int)™ dt = (=1)™nl.
0
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n n
< # < 1 et donc [ Int] | Int|

. 3 1
(b) Soit n € N. Pour tout réel t €]0,1], on a 7= L S Iy

< |Int/™. Mais alors, par

croissance de U'intégrale et d’aprés (a)

Lo Int™ T lngm !
TLZJ [Int dthLdtSJ\lnt\“dt:n!.
o 4 o (T+1)? 0

Finalement

u 1 n
¥neNn, %SJ At

o (T+t)2  —

Int)™ 1
3° (a) La fonction t — ((]I:Li}[)z est continue sur [1,+o0o[ et négligeable devant & au voisinage de +o00. La fonction
tro YTt done intégrable sur [1, ool
———— est donc intégrable sur ool.
(1+1)? 8 ’

1 1
La fonction t — =u est une bijection de classe C' de [1,+oo[ sur ]0, 1]. On peut donc poser u = — et on obtient

00 n 0 n 1 n
J+ (Int) dt:J (In(1/u)) du _”nJ (Inwu) du.

1 (] +t)2 1 (.I +%)2 uz - 0 (1 +u)2

On a montré que

oy (0 (nt)n
el L oz =01 L (1112

7tx E 7(1 t) —. Il S’agit de vérifi r t inté tt
= S'agl € veriner que 1'on peut 1tegrer cette

(b) On rappelle que V(t,x) €]0,4+o00[x] —1,1], Tr0Znl

n=0

égalité terme a terme sur ]0, +ool.

1 t n n
Soit x €] — 1,1 fixé. Pour t €]0,400[ et n € N, posons gn(t) = %% Pour t €]0,4o0o[, on pose encore g(t) =
tX

(1+1t)2

e Chaque fonction g, est continue et intégrable sur ]0, 400l et la série de fonctions de terme général g,, converge simplement
vers ¢ sur ]0, +ool.

e Soit n € N.

oo M ot oo Ingm R " (nt)n o (Int)™
L lgn ()] dt = = (L Tz dt—l—L RS dt) =T ((1) L 02 dt—l—L Arozd

n 1 n
2 HJ“J (Int)

dt (d’apres 3°(a))

n! 0 (] +t)2
2™ (7 | Intm
= dt
n! JO (1+1t)2
20x™

<

x n! = 2[x|" (d’apres 2°(b)).

Comme x €] — 1, 1[, la série numérique de terme général 2[x|™ converge et il en est de méme de la série de terme général

+o0
J lgn (1)) dt.
0

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme, on sait que

+o0 tx +oo

0 n=0

o ()| X"
[ dt) n
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1 +o00 Int)™

Le rayon de convergence R de la série précédente est au moins égal a 1. Pour n € N, posons a, = = J' 7((] I_li_ ’)c) 5 dt =
- Jo

T+(=1™ (" (Int)™

: il! ) Jo ((]I:U)[)z dt. Pour n € N, on a d’aprés 2°(b)
2 J‘] (Int)2™ 2 (2n)! 1
arn = > X —
(2n)! Jo (1+1)2 (2n)! 4 2

Ainsi, la suite (a,) ne tend pas vers 0. On en déduit que R < 1 et finalement

f est développable en série entiére sur ] — 1, 1[ et le rayon de la série obtenue est 1.

4° (a) Soit p € N*. La fonction t — t1/2P = 1 est une bijection de classe C' de ]0, 4+-o0[ sur ]0, +oo[. On peut donc poser
u =1"/2P et on obtient

+00 t]/Zp +o0 u +00 (2]9)1121371
— dt = S 2 2p—1 :J L —
L aro2d L Auzeyz PP du= |y

Soient alors € et A deux réels tels que 0 < ¢ < A. Une intégration par parties fournit

€

A 2p—1 A A A
(2p)u? 1 J 1 1 1 J 1
J Yarum T M T Tre T T e T A T T

Quand ¢ tend vers 0 et A tend vers o0, on obtient

v N f 1 400 t]/Zp d +00 1 4
* e = _ t: _
PeT (Zp) Jo (1+1)?2 Jo T+uze

(b) Les racines du polynéme P = X?? + 1 sont toutes simples car P n’a aucune racine en commun avec P’ = 2pXZP~1,

. . R < . (4 km
Ces racines sont les racines 2p-émes de —1 & savoir les wy = el 5

), —p < k < p—1. La décomposition en éléments

1
simples de p sur C s’écrit

avec

(c) Par suite

+oo 1 -
Jo T du = 75 Z wi(Infju — wy| +1arg(u — wy))
k=—p 0
p—1
Pour u € [0, +oo[, posons F(u) = Z wi In [u — wy|. Déja, puisque les wy sont de module 1, on a F(0) = 0. Ensuite, on
k=—p
p—1
sait que Z wyg = 0. Par suite, pour u > 0,
k=—p
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p—1

p—1 p—1

Wi Wi
F = — | = _ =
(‘LL) Z Wk | Inu+ Z (Ukln‘] n ‘ Z wkln‘l n ‘,
k=—p k=—p k=—p

et donc lim F(u) = 0. Il reste
u— +oo

+o00

. p—1
_é k;p wy arg(u — wy)

0

(d) Pour u>1, onaVk € [-p,p — 1], Re(u— wy) > 0 et donc

arg(u — wy) = Arctan <§n(u7wk)> = Arctan <M)

e(u— wy) Re(u — wy)
Par suite,
= = Tm(—wy)
. . —Wy
uEI—Poo Z Wik arg(u— (.Uk) = uBTOO Z Wi Arctan (m) =0.
k=—p k=—p
Il reste
oo i i
Jo T2 du = b Z wy arg(—wy) = b Z (—wy) arg(wy) (les wy étant deux & deux opposés)
k=—p k=—p
. ]i)*] . i7‘[/2‘p ]971 . i7‘[/2‘p ]:)71
i in/2p < s kn) _ ime K ime "
———Ze | =+—=)=— Zoc—izkoc.
2 2
Zp =, Zp p (2p)* =, p? =)
Maintenant,
p—1 2
Z (xk_(xﬂﬂfocp e el _o
S 1—« 11—«
Ensuite
p—1 p—1 p—1 p—1 P
(1—«) Z ko = Z ko — Z kakt! = Z ko — Z (k — 1)k
k=—p k=—p k=—p k=—p k=—(p—1)
p—1
=—pa P+ Y a—p-Tat =—p+Na P —(p-DaP =(p+1)+(p-1)
=—(p—1)
= 2p.
et donc
J*“ L Cime™ 2pin 1 _im 1 Tm/2p
o 14uzr 2p2 1 —elpm  p e in/2p _ein/2p  p 2isin(n/2p)  sin(m/2p)’
1 +oo 41/2p 7.[/2]9
VpeN* f|— | = - dt=—""
Pet (ZP) Jo G602 & sin(n/2p)
5° Puisque f est développable en série entiére sur ] — 1, 1[ de méme que la fonction x +— sin(7tx), la fonction g : x —
7ix — f(x) sin(7tx) est dévellopable en série entiére sur | — 1, 1[. Posons alors
+oo
¥x €l = 1,11 g(x) = mx — f(x)sin(mx) = ) anx™.
n=0
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Supposons par I’absurde que g ne soit pas nulle sur ] — 1, 1[. Alors, il existe au moins un coefficient a, non nul et on peut
considérer entier naturel p = Min{n € N/ a,, # 0}. On sait alors que

g(x) = apxP +o(xP).
x—0

X
Par suite, la fonction x +— ﬁp) a une limite réelle non nulle quand x tend vers 0 ce qui montre en particulier que g ne
X

1
s’annule pas sur un intervalle de la forme ]0, «[, & > 0. Ceci contredit le fait que Vp € N*, g (E) = 0. Donc g est nulle

sur | — 1,1 et on a montré que

+00 tx TTX
Vx €] —],][\{O}, J'O (] +t)2 dt = sin7tx’

Exercice 3

H
1° Soit vV = XE: +yb +z¢ € DNR. Alors x2 +y? +2? est un entier et cet entier est nul si et seulement six =y =z =0

ou encore vV = 0. N N
Soit & = {xz +y2 422, xd +yb +z¢ €eDNR\{0 }}. & est une partie non vide de N* et donc & admet un plus

petit élément.
H
Soit U = xo? +yob + zo? un élément non nul de D NR tel que x% 4+ y?2 + z? soit minimum.

e DNR est un sous-groupe de (E, +) en tant qu’intersection de sous-groupes de (E, +). Puisque e DNR, DN'R contient
encore les ?\E}, A € Z et donc

ZUW c RND.

H
e Réciproquement, soit vV =xd +yb +2¢C € DNR. Ll existe A € R tel que V = AU. Mais alors le vecteur v fE(M? =
(A—E(A) U est encore dans D NR (ot E(A) désigne la partie entiére du réel A). De plus,

H
V_EMNUTU=A—EA))(x0d+yob +20¢),
avec

(A =EM))x0)* + (A = EM)yo)* + (A = EN))z0)* = (A = E(AN)? (x5 +y5 +25) < (x5 +y5 + 25)-

Par définition de U, on a alors v —E(A)W = 6) et donc vV = E(A)U € ZU. Ceci montre que RND C ZU et finalement
que
DNR=71. I
2° (a)
1 1
(@A) = (TNTAT) =<[6,7, T =1,
A A
et
1 1
(V&) = 1 (B1(6 A T)) = £[0, 7, B =0
De méme, (T|A) =0 et aussi (0|B) = (€|C) =1 et (aB) = (¢|B) = (@[C) = (b|C) = 0. Finalement,
e
V(x,y,z, 0 B,y) ER®, (x@ +yb +zC|aA +BB +vyC) =xx+yp +zy.

(b) Soit («, B,v) € R3.

OCK)+ B§)+y?=6>:>b’(x,y,z) e R3, (x?+y?+z?|o¢ﬁ+ﬁ§) +VE)) =0=V(x,y,2) € R, xa+yp+2zy=0
= (a, B,v) € (R*) (R? étant muni du produit scalaire usuel)
= (e, B,v) =(0,0,0).

Ainsi, la famille (K}, ?, ?) est une famille libre de E et puisque card(x, §>, ?) =3 =dim(E) < 400,

la famille (K), E), E)) est une base de E.

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



- -
3° Soient W =x@ +yb +2z7¢ et T =x'd +y’b +2z'¢ deux éléments de P NR.

ol
=

et donc
X2 +Y2 4+ 72 =A%((yz' —zy’)? + (xz/ —zx')? + (xy’ —yx’)?).

Ceci montre que X? 4 Y2 + Z? est un entier naturel et que cet entier naturel est nul si et seulement si WA T =0 (car
- - =
(A, B, C) est une base de E).

Soit & = {Xz +Y2 4272 (W, ?) € (PNR)2, (W, ?) libre}. & est une partie non vide de N* et donc &2 admet un plus
petit élément.

Soient U et v deux éléments de P N R tels que (U}, 7) libre et W AV de norme minimum.
e PN R est un sous-groupe de (E,+) et puisque (ﬂ}, 7) € (PNR, PNR contient encore les AT+ uV, (A, u) € Z?. Par
suite,

ZU+7ZV CPNR.

e Réciproquement, soit W € PNR. I existe (A, 1) € R? tel que W= 7\3)—1—117. Mais alors le vecteur WfEU\)ﬂ)fE(u)V> =

(A— E(?\))U> +(n— E(}L))V> est encore dans P NR. . . . R . .
Maintenant, si on pose A ((?\—E()\))E> + (u—E(u))V) =XA+YB4+ZCet UAV =XoA +YoB +ZoC, on a

X2+ Y2472 = (N—EMDA(XE+ Y5+ Z§) < X3+ Y5 + Z5,

et donc A — E(A) = 0. De méme, en faisant le produit vectoriel avec 7, on obtient p — E(w) = 0. Ainsi, A et u sont des

entiers et on a montré que
PNR=ZUW+ZV. I

4° (a) Notons (a/,3’,v’) les coordonnées de TAY (on U et V ont été définis a la question précédente). WAV est
un vecteur normal au plan P. Soit alors W=xd+ yv +2z¢ eR.

WePNRE (WTWAV)=05 (x@ +yV +2¢]a’A +B'B +y/C)=0
& o'x+ By +v'z=0 (dapres 2°(a)).

De plus, en divisant les deux membres de cette derniére égalité par le PGCD de o', B’ et v/, on obtient une équation de
la forme ox + By + vz = 0 ou cette fois-ci «, 3 et v sont premiers entre eux.

(b) 1l est clair que tout élément de R appartient & exactement un et un seul des Px N'R. De plus, «, 3 et 'y sont premiers
entre eux et on sait que pour tout entier relatif k, 'équation ax + py + vz = k a au mois une solution (x,y,z) € Z> ce qui
montre qu’aucun des Px N'R n’est vide. Finalement

(Px N R)xez est une partition de R.

() Soit k € Z. Soient M un point de Py et M’ son projeté orthogonal sur Py1. Puisque Py et Py4q sont paralléles, la

— — —
distance cherchée est MM’. On a (Om,ﬁ) =k et (OM',W) =k + 1. Par suite, I(MM’,W)I = 1. Maintenant, MM est
colinéaire a W et donc

(MM, N = MM x [N = d(P, Prs) x IV,

et finalement

1
Vk € Z, d(Pk,Pk+1) = ” H
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