SESSION 2001
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques 1 MP

Exercice 1

On supposera que n est au moins égal a 2

1° (a) Soit P € Ry41[X]. Tout d’abord, AP” — nA’P’ est bien un polyndme a coefficients réels. De plus, AP” est de
degré au plus (n—1)+2=n+1 et nA’P’ est de degré au plus n + 1. On en déduit que u(P) est un polynéme de degré
au plus n + 1. Ainsi,

u est une application de R, 1[X] dans lui-méme.
Soient (P,Q) € Ry11[X] et (A, u) € R.
WAP + uQ) =AAP 4+ uQ)” —nA’' (AP + uQ)’ = A(AP” —mA'P/) + u(AQ” —nA’Q’) = Au(P) + pnu(Q).

On a montré que

ue X(Rn-ﬁ—] [XI).

On au(l)=0et u(X) =—m(2X+7p) x 1 = —p — 2nX. Soit maintenant k € [2,n 4 1].

u(X¥) = (X2 +pX+q) x k(k —1)X* 2 —n(2X +p) x kX* T = qk(k — 1)X* 2 —pk(n + 1 —k)X* T —k(2n + 1 —k)X*.

Donc
—02n+1) —pn 2q 0 0
0 —1(2n) —2p(n—1) 6q :

0 0 —22n—1) —3p(n—2)

Cette matrice est triangulaire supérieure et les valeurs propres de u sont directement lisibles.

Sp(u) = (Ak)0§k§n+1 ou Vk € [[O,TL+ 1ﬂ, A = —k(Zn+1—Xk).

Maintenant, pour k € [0,n],
A — A1 = —k(2n+1—-kK)+ (k+1)2n—k) = —k(2n+1—-k) +k(2n — k) + (2n — k) =2(n — k),

ce qui montre que

A >A > > A0 = A I

(b) On sait que u est diagonalisable si et seulement si Xy, est scindé sur R et 'ordre de multiplicité de chaque valeur
propre est égale a la dimension du sous-espace propre correspondant.
D’aprés ce qui préceéde, Xy, est scindé sur R, admet n — 1 racines simples et une valeur propre double & savoir —mn(n + 1).
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Les sous-espaces propres associés aux valeurs propres simples sont nécessairement des droites et donc
u est diagonalisable si et seulement si dim(E_p (n41)) = 2.

Or, les deux derniéres lignes de la matrice Mat xx),_, .. ., (w+n(n + 1)Id) sont nulles de sorte que cette matrice (de
format n 4 2) est de rang au plus n. On en déduit que E_, (1) est de dimension au moins 2 et donc exactement 2
(puisque la dimension de E_ (54 1) est au plus I'ordre de multiplicité de la valeur propre —m(n + 1)). Finalement

u est diagonalisable. De plus Vk € [0,n — 1], dim(E_yon41-x)) =1 et dim(E_ (ny1) = 2.

(c) o Soit k € [2,.+ 1] et P un polynome unitaire de degré k. Alors le polynome AP” —nA’P’ est de degré au plus k et
de plus le coefficient de X* dans AP” —nA’P’ vaut

ITxk(k—1)—mx2xk=-k(2Zn+1—-k) = A.

ce qui reste vrai pour k = 0 ou k = 1. Par suite, si le polynéme P de degré k € [0,n + 1] est un vecteur propre de u, P
est associé a Ay.

e Pour 0 <k <mn—1, E_y2n+1-k) est une droite vectorielle et contient donc un et un seul polynéme unitaire que ’on
note Py, de degré k d’aprés ce qui précéde.

e Les éléments non nuls de E_, ;1) sont des polynoémes de degré n ou n+ 1 et il existe des polynémes unitaires P de
degré n ou n + 1 vérifiant u(P) = —n(n + 1)P. Maintenant, si P et Q sont deux polynomes unitaires de degré n éléments
de E_(n41) alors P — Q est un polynéme de degré au plus n — 1 élément de E_,,(1,41) et donc P = Q. Ceci montre
I'unicité de Py,. Enfin, Si Py, 1 est un polynéme unitaire de degré n+1 éléments de E_,,(r,41), le polynéme Py 41 + Py, est
un élément de E_; (4 1) unitaire de degré n + 1 et distinct de P, 1. Ceci montre que Py y1 n’est pas unique.
I
ATK) et x — M sont continues sur R et on sait que les
A(x) A(x)

solutions de (E,) sur R constituent un R-espace vectoriel de dimension 2. Maintenant, E_,,(1,41) est un espace vectoriel de
dimension 2 constitué de solutions de (E,) sur R. L’espace des solutions de (E,,) sur R est donc E_, (41 ce qui montre
que

(d) Puisque A ne s’annule pas sur R, les fonctions x — —n

les solutions de (E,,) sur R sont des fonctions polyndmes.

2° La fonction P, ne s’annule pas sur I et est de classe C? sur I. Par suite, la fonction v est de classe C2 sur I si et
seulement si la fonction z ’est. De plus

AV —nAV —n(n+1)v = A(z2"Pn +22'P] +2zP))) — nA'(z'Pn + zP) + n(n + 1)zP,,
= AP.z" +2'(2AP] —nA'P,) + z(AP] —mA'P, + n(n+ 1)P,
= AP,z" +2/(2AP] —nA'P,).

Par suite,

v est solution de (E,) sur I & APnz” 4+ z'(2AP] —nA'P,) =0

21In(|Pp|—nlnA) P’ Al (IPnl—mlnA) P2\’
//e n nl—mnin /2 T‘Lin_en ni—min :O /' n :O
& () JrZ(PTl A) (i)(zAn)
pZ AN
r'n [
éﬂaeR/zﬁ—(xﬁﬂtxeR/z —ocﬁ.
n
3° P,.1 est une solution de (E,) sur R et donc P71 = zP, ou z/ = (xP—Z, x € R. Si o = 0, z est constante ce qui

contredit le fait que P, et P41 n’ont pas méme degré. Donc « #~ 0 et on a

An712_ 1Pait)’
P2« \a Py )’
n

ce qui montre déja que T admet des fractions rationnelles pour primitives.
n
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Enfin, quand x tend vers +oo

et

1 Prss ’(X) 1P, Pa—PiPay ] 1
o« Py o« P2 x (xn)2 o

1
On en déduit que — = 1 et donc que
«

Exercice 2

1° (a) Puisque f est continue sur R, le théoréme de CAUCHY montre qu’il existe une solution yo et une seule de (E) sur
R telle que yo(0) =0 et y4(0) = 0.

(b) Notons (En) : y” —y = 0 I’équation homogéne associée. On sait que les solutions de (En) sur R constituent un
R-espace vectoriel de dimension 2. Comme les fonctions x — chx et x — shx sont deux solutions indépendantes de (Ey,)
sur R, les solutions de (Ep) sur R sont les fonctions de la forme

x — Achx + ushx, (A, n) € R2.

Puisque f est continue sur R, on sait que la solution générale de (E) sur R est somme d’une solution particuliére de (E)
sur R et de la solution générale de (Ep) sur R et donc

les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x — yo(x) + Achx + pushx, (A, u) € R2.

2° (a) Pour x € R, posons z(x) = yo(—x). Puisque f est paire, pour tout réel x, on a
z"(x) —z(x) = yg (—x) —yo(—x) = f(—x) = f(x).

De plus, z(0) = z’(0) = 0. Par unicité de yo, on a alors z = yo ou encore

(b) Soit (A, u) € R%. Puisque yo est paire,

Ach7t+ pushm+yo(mt) = Ach(—mn) + ush(—mn) + yo(—7n) & 2ushmn=0& u =0.

les solutions y de (E) sur R telles que y(7t) = y(—7t) sont les fonctions de la forme x — yo(x) + Achx, A € R.

(c) Soient (A, n) € R? puis F la fonction x — Achx + wshx + yo.

=0
F(0) =0 0x A+ p+y4(0)=0 K ,
{ F/(mt) =0 < { Ashm+ pchm+yg(m) =0 = _ ~Yolm

ce qui montre I'existence et 'unicité de F.

(d) F est de la forme x — Achx +yo, A € R, ce qui montre déja que F est paire.

Pour x € R, posons alors G(x) = F(x — 271). Puisque f est 27m-périodique, G est une solution de (E) sur R. Puisque F est
paire, on a G(7t) = F(—7t) = F(7) et puisque F’ est impaire, G’(7t) = F/(—7) = —F/(n) = 0 = F/(n). Ainsi, F et G sont
solutions du probléme de CAUCHY

y'—y="f
y(n) =F(m) .
y'(m) =0
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Par unicité d’une telle solution, on a G = F ce qui montre que F est 27-périodique.

Soit maintenant y une solution 2m-périodique de (E) sur R. y — F est solution de (Ey) sur R et donc il existe (A, n) € R?

tel que Vx € R, y(x) — F(x) =Achx+ pushx.

Mais si (A, u) # (0,0), la fonction x — Achx 4+ pushx n’est pas bornée sur R (on a ou bien A # —p et dans ce cas
A A—

Achx + ushx ~ + He", ou bien A # p et dans ce cas Achx + ushx ~ a

xX— +o00 2 X— —00 2
2m-périodique. Donc y — F est la fonction nulle et F est 'unique solution 27t-périodique de (E) sur R.

e ) et ne peut donc étre

X X

f(t)cht dt — cth f(t)sht dt. Puisque f est continue

3° (a) Pour x € R, posons z(x) = J sh(x — t)f(t) dt = sth
0

0 0
sur R, z est dérivable sur R et pour x € R

X X X X

f(t)cht dt fsth' f(t)sht dt.
0

z'(x) = cth

f(t) cht dt + f(x) shxchxfsth'
0

f(t)sht dt — f(x)shxchx = cth
0

0

Mais alors z’ est dérivable sur R et pour x € R

X X

f(t)cht dt + f(x)ch? x — cth f(t)sht dt — f(x) sh? x = z(x) + f(x).
0

z"(x) = sth

0

Par suite, z est une solution de (E) sur R. Comme de plus z(0) = z’(0) = 0, on a z = Yo par unicité de yo. On a montré
que

X X

sh(x — t)f(t) dt (et ¥x € R, y4(x) :J ch(x — t)f(t) dt).

Vx € R, yo(x) :J
0

0

Mais alors, la question 2°(c) montre que

Vx € R, F(x) =—

chx +yo(x) ot yo(x) =

Yo () J"

sh7t

(b) e Soit f € C. D’aprés ce qui précede

Vx € R, F(x) = J: sh(x — t)f(t) dt — i‘—; J: ch(m — t)f(t) dt.

On sait déja que F est 27m-périodique et paire. On sait aussi que F est deux fois dérivables sur R et en particulier continue
et de classe C' par morceaux. Finalement T(f) = F € C.

e Soient (f,g) € C% et (A, u) € R?. Pour x € R,

TM + pg)(x) = JO sh(x — t)(M + ug)(t) dt — il—; JO ch(m— t) (M + ng)(t) dt

N (JX shix — 1)f(t) dt — DX Jﬂ ch(m — Df(t) dt) 4o (JX sh(x — t)g(t) dt — X r ch(m— D)g(t) dt)

0 sh 0 0 shm 0
= (AT(f) + uT(g))(x).

Donc T est un endomorphisme de ’espace vectoriel C.

e Soit x € [0, 7.

x chx [T
IT(f)(x)| < J sh(x —t)[f(t)] dt + mJ' ch(mt—t)[f(t)| dt
0 0
chm ch(2mn)
< == - _
< msh ||| oo +T[Sh7TChT[”fHOO i i 11l 0o

Comme F est paire et 27m-périodique, cette inégalité est valable pour tout réel x. Ceci montre la continuité de T.

T est un endomorphisme continu de Pespace vectoriel normé (C, || || )- I
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4° (a) f et F sont continues sur R, de classe C' par morceaux et 27-périodiques. On sait alors que f et F sont développables
en série de FOURIER sur R et que leur série de FOURIER converge normalement sur R. De plus, f et F sont paires et leur
développement en série de FOURIER a bien la forme précisée par 1’énoncé.

(b) Notons plutdt an (f), bn(f), an(F), bn(F) les coefficients de FOURIER de f et F respectivement. Par définition de F,
F” —F =1 et par linéarité des coefficients de FOURIER, pour 1 € N, on a

an(f) = an(F’) —an(F) = *nzan(F) —an(F) = 7(n2 + 1 an(F),

et en revenant aux notations de 1’énoncé

X

h 7T
5° (a) Soit x € [0,71]. F(x) = J' sh(x—t)sin(t) dt— Ch—;J' ch(rt—t) sin(t) dt. Une double intégration par parties fournit
0 S 0

JX sh(x — t)sin(t) dt = [~ sh(x — t) cost]y — J'X ch(x —t)cost dt
0 0

X xX

sh(x —t)sint dt> =shx — sinxfj sh(x —t)sint dt
0

=shx — <[ch(x —t)sint]y — J

0

et donc
x 1
J sh(x — t) sin(t) dt = z(shx — sinx).
0
De méme
s 7T
J ch(x — t)sin(t) dt = [~ ch(m — t) cos t]§ — J ch(m—t)cost dt
0 0 i ;
=1+chm— ([sh(T[—t) sint]g —J ch(mt—t)sint dt) =1+ ChT[_J ch(7t—t)sint dt,
0 0
et donc
™ 1
J' ch(x — t)sin(t) dt = E(] + ch ).
0
. 1+chm  2ch?(m/2) n
Finalement, en tenant compte de shr Zeh(m/2) ch(r/2) coth (E)’
1 . chx 1 1 . T
F(x) = z(bhx —sinx) — E‘[z“ +chm) = 5 (th*blnX* coth (z) chx).

shx —sinx — coth T chx).
( (3

(b) Soit n € N. Puisque f est paire

an = — J:r cos(nt)sint dt = 71_t J: sin((n + 1)t) —sin((n — 1)t) dt.

-I s
Sin:],onam:%J sin(2t) dt =0 et sin # 1,
0

1 { cos((m+1)t) cos((n])t)}7T 1 ( (=t —1 (=1 1> 201+ (=1)™)
an = — |— + =—=1|- + =
T n+1 n—1 s n-+1 n—1

0
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4)
Cmdn2 —1)
1 4

2n)2 119~ Zlien® —1)°

Ainsi, pour n € N, azn = et axn+1 = 0 (que n soit nul ou pas). Mais alors, pour n € N, byn41 = 0 et

bZn:_

YneN, azny1 =bang1 =0 puis azn = —

(c) Pour tout réel x de [0, 7], on a

by — 2 4 ©
F(x) > +1; bn cos(nx) = -t Z y— cos(2px).

Pour x = 0, on obtient
2 4 1 7
_ _ — — _—_—_coth (=
n+n;16p4—1 2¢° (2)

et donc

S = % — gcoth (;)

Exercice 3

- - — -
1° (a) Le repére (0,—j, i) est un repére orthonormé direct du plan. Pour 8 € R, posons Wo = cosO(—j ) +sin0i.

Pour 8 € R, on a

)

OM(0,0) = a(1 —cos9) cose(f)ﬁ) + a(1 —cosB) sin@(_'1>) = a(1 — cos 9)3)9.

)
Une équation polaire de yo dans le repére (O,—j, 1) est r = a(1 — cos0).

(b) De méme,
—_— -
Q¢M(0,t) = a(l —cosB)cos(0—t)(—j )+ a(l —cosB)sin(0 — t)(

/ / - . .
En posant 8/ =0 —t, on a QM(0,t) = a(1 — cos(8’ 4+ t)) U . Un couple de coordonnées polaires de M(0,1t) est donc
[a(1 —cos(0’ +t)),0'] ou encore

- —
une équation polaire de 'y dans le repére (Q¢,—j, 1) est T = a(1 —cos(0 +t)).

)

—
Soit ¢ la rotation de centre Qy et d’angle —t et T, la translation de vecteur OQy.

M(B,t) = Q¢+ a(l —cosB)Wo_ = 1¢(Q¢ + a(l —cos8)We) = 1¢(Te(O + a(l —cos8)We)) =1 0 TL(M(0,0)).

—
vt est 'image de yo par 1y o Ty ou T est la translation de vecteur OQy et 1y est la rotation
de centre QO et d’angle —t.

2° (a) Pour tout réel t, P(t) =0 + h(t)? —a(1 —cos t)? et donc pour « € R,

E>(oc) = h’(oc)_i) — asin oc_')

dt )

De méme, pour (0,t) € R?,
M - —
——(0,t) = [asinOsin(0 —t) + a(1 — cos ) cos(0 —t)] 1 — [asinBcos(0 —t) —a(l —cosO)sin(0 —t)] j,

00
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et donc pour x € R,

M - >
—(,) =a(l —cosax)1 —asinwj .
00
Par suite
P M , ,
Va € R, a(oc) = ﬁ(oc, ) &VaeR, h(x) =a(l —cosax) & Va € R, h(x) = alx — sin o) + h(0)
SV eR, hia) =alo—sin ).
Va € R, h(a) = a(o — sin «).
—3 —
dp oM
Dans ce cas, pour tout réel o ¢ 2nZ, on a a(oc) #+ ? et ﬁ(oc, o) # ? et de plus la tangente & la courbe I' en

P(a) = M(«, ) est encore la tangente a la courbe vy au point M(«, o) = P(«).

(b) Pour « € R,

—
dpP - LoD
—(a) =a(l —cosa) 1 —asinaj .
dt
— —
dQ oM : : - . .
E(oc) = ﬁ(oc,O) = [asinasino+ a(l —cosa)cosa] i — [asinxcosox — a(l — cos «)sin o] j

=a(l—cosa) (COS(XI +sin o j ) —asmoc(—smoct + cos « j )
— —

d dp
Ainsi, d_(g () est 'image de a(oc) par la rotation d’angle . Ces deux vecteurs sont donc simultanément nuls ou pas. De

e —
plus, la tangente & T en P(«) se déduit de la tangente a yo en Q(a) par translation de vecteur P(a)Q () puis par rotation
de centre Q(«) et d’angle «.

3° (a) Pour 6 € R, posons 1(0) = a(1 — cos6).

d ) 0
d—g(e) =/12(0) +1/2(0) = a\/(1 —c0s0)2 +sin? 0 = ay2 — 2cos 0 = ay/4sin? 5= 2a sinz‘.
) x(0) = a(0 — sin0)
Pour 0 € R, posons { v(0) = a1 — cos0) -
ds o . 0
@(6) =4/x"2(0) +y’2(0) = a\/(l —c0s0)2 +sin“ 0 =2a sin > .
(b) Les longueur des sous-arcs respectifs de yo et I' est donc la méme. On la note L.
27 e 27t e e 27
L:J' 2a [sin = dE):ZaJ sin - d® =4a |—cos = =8a.
0 2 0 2 2],
L = 8a.
(c) Pour 6 €]0, 27t[, p) est un point régulier et on a
H
dP - AT N - do . 0 0
@(6) =a(l—cosB)i —asin0 j —Zasmz(smz 1 —cos 5 i) = E(G)(smz 1 —cos 5 i),
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9 0
puis W = Tr/2(sin = 2 — cos E?) = cos

06— 0
et donc ? —sm2 fcosz?

0—

0 0 0
V0 €]0, 27, ? :sinz_i)fcos E? et W = cos z?—i—sinz j.

H
Soit & une mesure de 'angle ( i ,?). Puisque

? R 0— 6 m\—= . /06 m\—=>
:smzlfcosz):cos ——= | 1v+sm|=—=] ),

T
on peut prendre o = 577 On sait alors que

Jasi 0
ds ds/de <4sm3y .0
= = = =4asin —.
do  do/dO 1 2

2

0
VO €]0,2n[, R =4asin 5

(d) Soit 6 € R.

—
0C(8) = OP(8) + RN

= a(0 —sin G)T> —a(1l —cos G)T> 4asin %(cos g? + sin g?)
=a(oe —sinG)T> —a(l— cosG)T> Za(smG 14+ (1-— COSG)?)
—a(0+sin8) 1 +a(l—cos8)].

Les coordonnées de C(0) dans le repére (O,T},?) sont (a(0 +sin0), a(l — cos0).

(e) Soit 0 € R.
-
CO+m) = a(9+7'[—sm9) i+ a(l+cosB)j

- - — -

=a(@—sin0)i —a(l—cosB)j +ami +2aj
At ry Y
=PO+v)on W =ami +2aj.

— —
Il est 'image de I par la translation de vecteur arti +2aj . I

4° (a) e Pour tout réel 8, P(0 +27) = (a(0+ 2w —sinb), —a(l — cos0)) = P(0) —i—27'[_'1> =t, +(P(0). T est invariant par

Par suite,

. -
la translation de vecteur 27 i .
e Pour tout réel 8, P(—0) = (—a(0 —sin0), —a(1 —cos0)) = s(oy)(P(0). I' est invariant par la réflexion d’axe (Oy) et plus
généralement par toute réflexion d’axe la droite d’équation x = kmt, k € Z.

(b) Quand 6 tend vers 0,

03 R
6 —sin6 — to(6) a®? > a®d  —
P(G)_a<1_2£e)a & =57+ 1 +ot’).
7+0(92)
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H
Donc la tangente en le point singulier P(0) est dirigée par j et de plus, le point P(0) est un rebroussement de premiére
espeéce.

(c) Le graphique est fait dans le cas a = 1.

Yo Y3n/2
‘I 4
P(0)
—4 -3 -2 —1 1 3 4 5 7 8 9 10
1 + Yn
P(37t/2
24
P(m) I

-3 4

On a fait rouler sans glisser une cardioide sur une cycloide.
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