SESSION 2001
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques 3 MP

Partie I

1°. (a) Soit f € Ep. f est continue sur [a, b] et admet donc des primitives sur [a, b]. Soit F la primitive de f qui s’annule
en a. Les primitives de f sur [a, b] sont les fonctions de la forme F+ C, C € R.

b ] b
J (Fix) + C) dx=o<:>c:=——J Fix) dx.
a b*(l a

Ceci assure l'existence et 'unicité de la primitive L(f) de f sur [a, b] dont I'intégrale sur [a, b] est nulle. De plus, L(f) est
continue sur [a,b]. Ainsi, L est une application de Eqy dans lui-méme.

Soient (f,g) € E3 et (A, ) € R%. AL(f) + uL(g) est une primitive de Af + pg sur [a,b] par linéarité de la dérivation et
b
J (AL(f) 4+ uL(g))(x) dx = 0 par linéarité de 'intégrale. Donc AL(f) + uL(g) = L(Af + ng).

a

On a montré que

Le X(Eo).

(b) Soit f € Eo.
feKer(L) = L(f)=0= (L(f)) =0=f=0.

Ker(L) ={0}.

(c) Si f € Eq C Eop, L(f) est de classe C! sur [a,b] en tant que primitive d’une fonction continue sur [a, b]. Ceci montre
que Im(L g, ) C Ey. L g, est donc un endomorphisme injectif de Ey. Maintenant la fonction x — 1 est un élément de E4
b
qui n’a pas d’antécédent par L, g, car J 1 dx =b —a # 0. Par suite, Im(L /g, ) ; E;.
a

L/g, n’est pas un automorphisme de Ej. I

t
2°. (a) Soit f € Ep. Pour t € [a, b], posons F(t) =J f(u) du. D’aprés 1°a), pour t € [a, b],

a

‘I b
L(f)(t) =F(t) — - aJ F(x) dx

_J: flu) du— bla J:: (J: f(u) du> dx

] b t ] b X
i X ( c1f(u) du) dx_bfa,[a (J'af(u) du) dx

rb /ot x
= ! ( f(u) du—J f(u) du) dx

Ja

a
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(b) Soit f € Ep. L(f) est continue sur le segment [a, b] et admet donc un minimum et un maximum sur ce segment. Par
suite,

A(xi,%s) € [a,b]%/ ¥t € [a,b], L(f)(xi) < L(F)(t) < L(f)(xs).

b

(c) Soit x € [a,b]. J' [x — t| dt est la somme des aires de deux moitiés de carrés de cotés respectifs [x — al et |[x — b|. Donc
a

b 2 2 2 2 2 2
(x —a) (x —b) P a”+b a+b a—b
—tldt= + =x"—(a+b)x+ =(x— )
L Ix —t| d > > x-— (a+b)x > X > + >

. . . . : ) _(b—a)?
Cette derniére expression atteint son maximum en a ou en b et ce maximum est égal & ————

b 2
sup{J Ix —t| dt, x € [a,b]} = u.

a

Soit t € [a, b].

[ fw au) ox
[/t auf @=L a(
() e rre)

((Jdu) axt [ ([[au) @ >|f||—ﬁ (j ot [ e dx) i

1 b 1 (b—a)? b
= —_ < =
( i x — t dX> [l < b_a 2 Il

INA
[on
|| =
o
;ﬁ
) ]

IN

IN

b—a
Ainsi, ———||f|| est un majorant de la fonction |L(f)| sur [a, b] et puisque ||L(f)|| est le plus petit de ces majorants, on en

2
b—
déduit que ||L(f) a

bf
Vf € Eo, ||L(f) a

Puisque L est linéaire, on sait alors qu'une telle inégalité montre que

L est un endomorphisme continu de l'espace vectoriel normé (Eo, || ||). I

a b—a
et donc |||L]|] < —5 Mais d’autre part, puisque ||Pof| = 1,

b—
(d) Pour f € Eo telle que |[f]] < 1, on a ||[L(f)|| <

a+b

IILI[] = [IL(Po)]|. Or, pour t € [a, b], L(Po)(t) =x—
de 2°a)) et donc

(en revenant & la définition de L(Py) et sans utiliser 'expression

b—a

IL(Po)[| = [L(Po) (@) = [L(Po)(b)] = —

On a montré que

—a
2 .

b
1Ll =
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Partie 11
1°. (a) Puisque f1 € Fy et f2 € F2, Ey et E, ne sont ni vides ni réduits a {0}.
(b) Fq et F; sont des sous-ensembles non vides de Eq. Soient alors (f,g) € F? (resp. F2) et (A, u) € R2. Pour t € [a, b],

(M +ug)(a+b—1t) = —(Af + ug)(t) (resp. (Af + ng)(t)),

et donc Af 4+ pg € Fy (resp. Fa).

F1 et F, sont des sous-espaces vectoriels de Ep. I

Soit maintenant f € F; ou F,. Pour t € [a,b], on a

1 rb ra+b—t

L(f)(a+b—1t) =

f(u) du) dx

JX

fla+b—v) —dv) dx (en posantv=a+b —1u)

a
rb rt

f(v) dv) dx

[on
|
o

o

Ja+b—x
a t

i<
:bla <a+b—x

(

(

f(v) dv) —dy (en posanty =a+b —x)
b—a b \Jy

= —eL(f)(t).

Donc, si f € Fy alors L(f) € F, et si f € Fo, L(f) € Fy.

L(F;) C Fp et L(F2) C Fy.

2°. (a) Pour t € [a,b], gla+b—1t)==(fl(a+b—1t)+f(t)) = g(t) et donc g € F5.

N —

1
(b) De méme, la fonction h : t— z(f(t) — f(a+b —1t)) est dans Fy. De plus, f = g + h. Ainsi, tout élément de Eqy est
somme d’un élément de F; et d’un élément de F, et donc Eg = F1 + F,.
De plus, si f € F; N F,, alors pour tout t € [a,b], f(t) =f(a+b—t) = —f(a+b—1t) et donc Vt € [a,b], f(t) = 0. Ceci

montre que F; N F, ={0} et donc que
Eo=F & F,. I

(c) Soit n > 2.

b

b b
L“(f)(b)—L“(f)(a)zj (L () (1) dt:J L (7)) dt:J LIL™2(f))(t) dt = 0.

a a

vn > 2, L"(f)(a) = L™ (f)(b).

3°. (a) Soit f € F,. D’aprés la question I11.1°(a), L(F2) C Fy et L(F;) C F,. Donc, par récurrence, ¥n € N, L2 (f) € F,
et L2 (f) € Fy.

Soit alors n € N*.

b
e Puisque L™ '(f) € Fy, pour t € [a,b], on a 2" 1(f)(a+b —1t) = —L?" T (f)(t) et quand t = %7 on obtient
b b b
1201 <“er ) — _12n-1(f) (“er ) et donc 12M1(f) <“er ) —o.

e On a aussi L™ (f)(b) = —L2"*1(f)(a). Mais puisque 2n + 1 > 3 > 2, d’aprés 2°(c), L>™*1(f)(b) = L™+ (f)(a). Par
suite L21(f)(b) = =1 (f)(a) = L2™*1(f)(a) et donc L2 (f)(b) = L2 (f)(a) = 0.
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.J ERETI dt:J T IRM() (1) dt = L2V () (—a;b>LG“(f)(a)—OO—O.

a+b

(F)(b) = L2+ (f)(a) = 0 et J T L(f)(t) dt = 0.

a

(b) e (L(f))’ =f > 0. Donc L(f) est strictement croissante sur [a, b].

o (L%(f))’ = L(f). Mais d’aprés la question précédente L(f) (a er b

b
) = 0. Donc L(f) est strictement négative sur [a, %[

[ et strictement

a
,bl. On en déduit que L?(f) est strictement décroissante sur [a,

et strictement positive sur ]a
a+b
2 a+b
o (L3(f))’ = L2(f). Maintenant, J' : L2(f)(t) dt = 0. L(f) ne peut donc étre de signe constant sur [a, %b] (car

a
une fonction continue, de signe constant et d’intégrale nulle est nulle ce qui n’est pas le cas de L%(f)) Puisque L?(f) est

.

croissante sur |

b b
strictement décroissante sur [a, %], on en déduit que L?(f) s’annule une et une seule fois en un certain o, €la, % [,
b
est strictement positive sur [a, o[ et strictement négative sur Jay, %]. De méme, L%(f) s’annule une et une seule fois
b
en un certain 37 e]%, bl, est strictement négative sur [%, B2[ et strictement positive sur ]2, b]. On en déduit le
tableau de variation de L3(f) :
t a o GT% B2 b
(CH)'® T 0 - 0 N
L3 () (a2) 0
0 L3(f)(B2)

b
e Mais alors (L*(f))’ = L3(f) est strictement positive sur ]a, a—[ et strictement négative sur ]a—,b[ et donc L*(f)

2

2
. . a+b . L. a+b
est strictement croissante sur [a, ——] et strictement décroissante sur [

2 2
a+b
e Pour les mémes raisons méme que pour L%(f), L4(f) n’est pas de signe constant sur [a,b], s’annule en o4 €a, %[

a+b . . . -, .
et en B4 E]T[, est strictement négative sur [a, a4[U]B4,b] et strictement positive sur Jog, B4[. Par suite, L(f) est
strictement décroissante sur [a, c4] et sur [B4,b] et strictement croissante sur [, B4].

, bl.

Par récurrence, on en déduit les différents tableaux de variations de L™(f), n > 2.

Tableau de variations de L*P*2(f), p € N Tableau de variations de L**3(f), p ¢ N

t a GTW b t a X2p+2 BZp+2 b
<0 <0 0 0
L4p+2(f) \ / L4p+3 (f) / \ /
>0 0 <
Tableau de variations de L*?(f), p € N*  Tableau de variations de L*P*'(f), p € N*
‘ t ‘ a aT-Pb b ‘ t a 2p ﬁzp b
L4r () / \ [4r+1 (f) \ (\

<0 <0 S 0

(c) L’étude précédente montre que

card(Qq) =1, Vp € N*| card(Q4p) = card(Qup42) =2, Vp € N*, card(Qq4p41) = card(Qap_1) = 3.
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(d) L’étude précédente montre aussi que

vn € N*, sgn(L?™(f)(a)) = (1) "

Partie 111

1°. (a) e Pp=1.

b (b — a)? b—a _.

e Py = (X—a)+ A avec J'a((t —a) +A) dt = 0 ou encore — +A(b—a) =0 ou enfin A = 5 Finalement

Pﬁqxfmfbgq

Py = (X;a)sz;a(Xfa)—H\ avec J:((t ;a)sz ; a(tfa)—f—?\) dt = 0 ou encore ® —6a)37(b ;a)S +A(b—a) =0
b—a)? X—a)? b- b—a)?

ou enﬁn(;\(: il)giz)b.F;nalement Pz(:( a)%a) -2 ﬂ(x _ ?}))Jrﬁ). o o

o P; = c -7 (Xfaz)z—i—T(Xfa)—i—?\a\zfec 7 — m + 7 4+ A(b—a) = 0 ou enfin

A = 0. Finalement P, = (X;a) — b;a(Xf a) — (b]%a).

(b) Pour n € N* posons Qn = Pn(X+b—a)—Pua(X)— (b —a)
vn e N, Q, =0.
le:((X—i—bfa)fa)fb;za—(X—a)—f—b;af(bfa): )

e Soit n € N*. Supposons que Qn = 0. Alors, Q;,,; = Qn = 0 et donc pour t € [a,b], Qni1(t) = Qm + 1)(a) =
Prnt1(b) — Pnii(a) =0 d’aprés la question 11.2°(c) puisque n+ 1 > 2.

On a montré par récurrence que Yn € N*, Q,, =0 et donc que

vn e N*, Po(X+b—a)—Pn(a)

(c) La formule précédente appliquée & a =0, b =1 et n = 3 s’écrit

P3(X+1) = P3(X) = —

avec

P_ﬁ_g+§fgﬂ—mﬂx_xm—WM—n
7% 4 "12° 12 - 12 '

Soit alors n € N*.

S K2 =23 (Ps(k+1) = Ps(k) = 2(Ps(n+ 1) — Ps(1)) = 2D+ 1)
k=1

6
k=1

= nn+12n+1)
vn € N Zkzz .
k=1

6
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1 b
2°. (@) @ est une forme bilinéaire, symétrique sur P. Ensuite, pour P € P, ¢(P,P) = T— J P2(t) dt > 0 et de plus
- a

b
o(P,P)=0 :>J P?(t) dt =0

a

= Vt € [a,b], P?(t) = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle)
= P? =0 (polynome ayant une infinité de racines)
=P=0.

Finalement, ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur P et donc

@ est un produit scalaire sur P. I

(b) Soient m et n deux entiers naturels tels que m > n > 2. Une intégration par parties fournit

‘I b
(P, Prn) = j P (t)Pon(t) dt

1 paop v_o 1 [7p P d

— 5 PulOPm (005 = 5 [ Pt (6P (1) d

_ Pn(b)Pm+1(bgfpn(a)Pm+l(a) — @(Pr1,Pmi1)
—a

=—@(Pn_1,Pm+1) (carn >2, m+1 > 2 et donc P,,(a) = Pn(b) et Prmy1(a) = Pmi1(b) d’aprés 11.2°(c)).

Par récurrence, on obtient alors
V(m, n) € NZ) (m 2 n 2 2 = (p(PTlva) = (_])n+'| (P(Pl ) PTTL+T1—]))7

ce qui reste vrai quand m > n = 1. Soient maintenant m et n deux entiers naturels tels que m > n > 1.

1 b
PPt Prvino1) = 5 | PrOPmeno(t)
=)

] b
= e Py (P (UG —J Posm(t) dt (car P = 1)

b— b—a a
b b
_ P (b)Pn+m(bg:Z1 (@)Prim(a) (carmn+m > 1 et donc J Prym(t) dt :,[ HProm ot 10 d6=0
P Piap o) = pygmta)
—a

On a montré que

v(m,n) € (N*)?, (m>n = @(Pn,Pwm) = (=1)"""Prim(a)).

Enfin, si n € N*,

b b
@(Pn,Po) = blaJ Pa(t) dt = blaJ L(Pn_1)(t) dt =0.

n € N*a (p(PTUPO) =0.

(c) Po est un élément de F, tel que Vt € [a, b], Po(t) > 0. Les questions 11.3°(b) et 11.3°(d) montrent que

vn eN, P,(a) =0 & nest impair et n # 1.
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3°. (a) Pour tout entier naturel n, on a deg(Py) = n. Par suite, la famille (P, )nen est une base de P et donc immeédia-

tement
P =FP; @ FP,. I

(b) Soient p un entier naturel non nul et g un entier naturel.

@(P2p,P2g+1) = £P2pt2q+1(a) =0 car 2p + 2q + 1 est un entier impair différent de 1.

Comme d’autre part, Vq € N, @(P2q+1,Po) = 0, on a montré que chaque polynéme P, d’indice pair est orthogonal &
chaque polynéme P, d’indice impair. Ainsi tout élément d’une base de FP; est orthogonal & tout élément d’une base de

FP, et donc
1 I
P =FP; & FP,.

4°. (a) Soit n > 2. La formule de TAYLOR appliquée & P, en a s’écrit

n n—k) n n n
Pu=)Y P @)y gyner Yy P(a) (X—a)r k= Y(l’ik(x a)" Z v (b—a)¥(X—a)" %,
k

a)
= kl(n—k)!

Maintenant, puisque n > 2, on a P (a) = P,,(b) et en évaluant en b, on obtient

n! n! 1« " k(b
Y= g = 5o X > Chvilb—a)¥( Z Chy.

(b) On sait déja que Y3 =7vs5 =y7 =vo = 0. Ensuite

® v =7vY0+ 2y1 + Y2 ou encore Yo + 2y1 =0 et donc y; = —%.
e vo+3y1 +3y2=0cet doncy; = %(71 + %) = %
® vo+5y1 +10y2 +5v4 =0 et donc y4 = %(—1 + g — %O) :—;—O.
® Yo+ 7y1 + 21y +35v4 +7v6 =0 et donc v = 3(71 + ;1 - % +9§_(5))3g 4]—21.26 N ]
® vo+ 91 +36Y2+126’Y4+84’Y6+9]/3:Oetdonc’}/g:§(*]+z*€+%*4—2):*%.
1 11 55 330 462 165 5

(140 -2 30 fo2 ooy o

® vo+ 11y1 + 55y + 330y4 + 462y¢ + 165ys + 11y19 = 0 et donc yio = 7 G 30 0 30 7

11

1 1 1 1 5

1
Yo—L%——271/2—871/4——%71/6—571/8——% et%o—@-

(¢) Orthogonalisons la famille (Po, P2, P4, Ps) en adaptant le procédé de SCHMIDT. Les différents produits scalaires seront
calculés a ’aide des formules :

(b—a)" ™ ¥Ynim

vn € N*, @(Pn,Po) =0 et pour m >n >0, @(Py,Pm) = (=1)"""P,1m(a) = (—1)"! mn+m)!
e ©(Pp,P2) =0 et on conserve Pj.
N . . . @(Po,Ps) @(P2,Pq) @(P2,Py4)
e Ensuite, & P4, on retranche sa projection orthogonale sur Vect(Py, P2) & savoir Po+ P P>.
! . pro) . & (Po 62) <P(Pc6>,Po) (P2, P2) 7 (P2, P2)
_ (b=a)®  (b—4) _ (b—a)®*  (b—a) .
Or, @(P2,P2) =— 2 Y4 = 30 % Al et ©(P4,P2) = —Tyg = owa Par suite,
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(b—a)*

@(P2,P4)  42x6 _ (b—a)?
©(P2,P2) (b—4)* 42
30 x 4!
. (b—a)?
e La projection orthogonale de Pg sur Vect(Pg, P2, P4) = Vect(Po, P2, P4 + TPZ) est
(b—a)?
(Po,Ps), . @(P2,Pg) O(Pa + —5—P2,Pe) (b—a)?
Po + P2 + 5 7 (Pa + P2)
©(Po, Po) @(P2,P2) (Ps + (b—a) Py Pyt (b—a) Py) 42
Pira 4 2,F4 1 2
Or,
_(b—a)’ys
¢(P2,Ps) 3! _(b— a)t
©(P2,P2) (b—a)*y, 1680
4l
Ensuite,
(b—a)®ys (b—a)® (b—a)'0yio  5(b—a)'
P = — = P = — -
(P4, Pa) 8l 308 o @PaPe) 10! 66 > 101 ’
et donc
(b —a)? 5(b-a)’® (b—a)?*(b—a)®
olPat —75 P2 Pe) _ 6610 42 30x8
(b—a)? (b—a)? (b—a)® (b—a)?*(b—a)®  (b—a)*(b—a)
LY p, pp 24 A ]
O(Pat ——PoPat —5—P) S5 T4 4zx6l (42)2 30 x 4!
(b—a)'® 5 1
B 10! 66 14 _ (b—d)
-~ (b—a)® l_i+i_ 33
8! 30 63 63
La projection orthogonale de Pg sur Vect(Po, P2, P4) est donc
(b—a)’ (b—a)? (b—a)? (b—a)? (b—a)?
p p Py) =— p p
1680 2 33 4t 2 334 7920 2
Une base @-orthogonale de Vect(Po, P2, P4, Pg) est
(b—a)? (b—a)? (b—a)?
Po,P2,Py+—— P, P p P, ).
<o. 2,Pa + ) 2,Pe + 33 4+ 7030 "2
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