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Problème 

On désigne par Eo le R-espace vectoriel des applications continues de [a, b] dans R où a et b sont 
donnes avec a < b. muni de la norme : 

Ml = SUP lfl = eP*] If V>I- , 

On désigne par El le sous-espace de EO des applications de classe C1 sur [a, b]. 

J 

b 

Pour tout f E Eo on désigne par L(f) la primitive de f qui vérifie L(f) (t) dt = 0. 
a 

Pour tout entier non nul n on pose L” = L o L”-’ où L” = id (application identique). 

On désigne par (P,,) la suite de polynômes définis par PO = 1 et P, = Ln(po) où l’on désigne 
par le même symbole le polynome et la restriction de sa fonction polyn&niale associée à [a, b]. 

Partie 1 

1 O. (a) Montrer que L est bien défhri et constitue un endomorphisme de Eo. 

(b) Déterminer son noyau Ker L. 

(c) Montrer que l’image de L est incluse dans El - La restriction à El de cet endomorphisme 
L définit-elle un automorphisme de El (justifier avec précision la réponse) ? 
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2O. Soitf E Eo. 

(a) Démontrer l’égalité ’ L(f) (t) = b ‘al’ (I:f(u)du) dz pourtouttdans[a,b]. 

(b) Démontrer l’existence de deux réels zi et x, dans [a, b] tels que, pour tout t dans [a, b] : 

L(f) (4 a L(f) 0) G L(f) 64 

/ 

b 

(c) Calculer la borne supérieure cy de Ix - t 1 dt lorsque x décrit [a, b]. En déduire que 
a 

llw>ll G p Ml- Lkndomorphisme L est-il continu (justifier la réponse) ? 

(d) Calculer 11 L(Po)ll a~si que ~~~L~~~ = sup II L(f)11 lorsque f décrit la boule unité 
fermée de & definie p& IlfIl < 1. 

Partie II 

On désigne par FI le sous-ensemble de &-, défhi par les fonctions f telles que f (a + b - t) = 
e f (t) pour tout t dans [a, b] avec & = -1, et F2 le sous-ensemble analogue avec E = +l. 

On désigne par fi l’application t+g3 et par f2 I’application t H (t -a) (t - b) 

où t décrit [a, b]. 

1 O. (a) Les ensembles FI et F2 sont-ils vides ? réduits à { 0) 3 

(b) Montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels. Les comparer avec leurs images par L. 
. 

2”.SoitfunélémentdeEoetglafonctiondéfiniesur[u,b]par g(t) = f [f(t)+f(u+b-t)]. 

(a) Vérifier que g appartient à F2. 

(b) Démontrer la relation Eo = FI $ F~A. 

(c) Démontrer la relation L”(f) (a) = L”(f)(b) pourtout entiern > 2. 

3 O. Soit f un élément de F2. 

(a) Démontrer les relations : 

L+l(f) (F) = 0, Lzn+yf) (a) = L2”+yf) (b) = 0 

J 
2” 

et L2”(f) (t) dt = 0 
a 

lorsque n décrit N* . 
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(b) On suppose désormais que f (t) > 0 pour tout t dans [a, b] . Étudier les variations de 
L(f), L2(f). L3(f) et L4(f) puis, plusgénéralement. Ln(f) lorsque n décrit N*. 

(c) Calculer le cardinal de fi,, = {t E [a, b] 1 L”(f)(t) = 0) lorsque n décrit N*. 

(d) Déterminer le signe de L2”(f) (a) lorsque n décrit N*. 

Partie III 

(b) Établir l’égalité Pn(X + b - U) - P,(X) = (b - U) (~~~~;;l lorsque n d&xit N * . 

(c) En déduire la valeur de la somme ,!& = 2 k2. 
k=l 

2’. Soit P = W[X]. On débit sur P x P l’application : 

cp : (P, Q) H cp (J’, Q> = & J” P(t) Q(t) dt- 
a 

(a) Montrer que ‘p est un produit scalaire. 

(b) Montrer que, si m et n sont deux entiers véri6ant les relations m > n > 0, l’on dispose 
des égalités : 

Cp (Pn, Pm) = (-l)"+'P,+nt(~) et Cp (PTI, Po) = 0. 

(c) Montrer que P,,(u) = 0 si, et seulement si, n est impair et différent de 1. 

3”. On désigne respectivement par F~I et F& les sous-espaces vectoriels de P engendrés par 
les polynômes P, dYndices pairs et impairs. 

(a) Démontrer la relation P = FPI $ FP2. 

(b) Démontrer que cette somme directe est orthogonale pour le produit scalaire cp. 

4 O. On désigne par yn le nombre Pn(u) (-70 = 1). 

n 

(a) Démontrer la relation 7n = c Ck nrk pour tout entier n supérieur ou égal à 2 et en 
k=o 

déduire que yn est indépendant de a et de b. 

(b) Calculer +yn pour n E { 1,2,3,4,6,8,10}. 

(c) Déterminer une base y-orthogonale du sous-espace G de FP2 engendré par la famille 
(pO,p2,fi>p6)~ 
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