SESSION 2002
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques 1 MP

Exercice 1

1° Etude de la série entiere Tp,.
an-H an-H an-H

(a) Soit x e R. Si x| <1, lim =0.Six>1, lim =4ooetsix<—1, lim n’existe pas.

n—+oo Np + 1 n—+oo Np + 1 n—+oo Np + 1

an+] ) ) an+]
(b) Pour x =1, v tend vers 0 quand n tend vers +00 et donc R > 1. Mais si x > 1,
n

tend vers +o0o quand n

tend vers +oo et donc R < 1. Finalement

R=1.

(c) Soit x € R. Si x| < 1, alors [xP| < 1 et la série géométrique de terme général (—1)™(xP)™ converge absolument et si
Ix| > 1, la série géométrique de terme général (—1)™(xP)™ diverge grossiérement. De plus,

2° Une série alternée.

(a) Soit n € N. Pour y € [0,1], posons fn(y) = —p+ (pn+p + DNyP™! — (pn+ 1)yP™*P+1 £ est dérivable sur [0, 1] et
pour y € [0,1], on a

frly) =mEn+p+1)(En+1yP" — (pn+p+1(pn+ DyP" ™ = (pn+p + 1 (pn + NyP™ (1 —y?) > 0.
La fonction f,, est donc croissante sur [0, 1]. En particulier, pour y € [0, 1],
fnly) <fu(l)=—p+pn+p+1—pn—-1=0.

On en déduit que

vmeN, vy el0,1], —p+ (pn+p+ NyP™H — (pn+ 1)yPnr+! <o,

(b) Soit x €]0,1[. Pour n € N, on a

_ 1 (1 xnwptt) 1 (1_xmrt1) = P4 (prdp £ DxPMHT — (pr 4 T)xPnp]
pn+p+1 np + 1 mp+1np+p+1)

[Un 11 (%)= un (x)] <0.

La suite (Jun (x)])nen est donc décroissante. Ensuite, quand n tend vers 400, xP™*1 tend vers 0 et donc ; (T—xPntT)

tend vers 0.

Vx €]0, 1], la suite (Jun (x)|)nen est décroissante de limite nulle.

(c) Critére spécial aux séries alternées. Soit (v,,) une suite réelle telle que la suite ((—1)™vy,) est de signe constant
et la suite (Jvn|) tend vers 0. Alors la série de terme général v,, converge.

On en déduit que, pour tout réel x €]0, 1[, la série de terme gééral u, (x) converge en vertu du critére spécial aux séries
alternées.

De plus, puisque up(x) =1 —x > 0, on sait que pour tout entier naturel N,
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2N+1

+o00 2N
D un) <) unlx) <) unlx)
n=0 n=0 n=0

(d) En particulier, uo(x) ) < Z uUn (x) < up(x) avec up(x) =1—x et

1 P+ =x)—(1=xPt")  p—(p+1)x+xP*!
uo(x) + 1 (x) =g p+1 p+1

+oo

_ 1 p+1
p (p4;+)>;+x - Zun(x) <1«

vx €] —1,1],

n=0

3° Soit x €]0, 1[. Puisque les deux séries considérées convergent, on peut écrire

+00
Z Un(x) =
n=0

+o0 +o00 Xpn+]

Z an =S, — Tp(x).

n:O n=0

Donc

p—(p+1)x+xPH!

vx €] —1,1],
x €l : p+1

<Sp —Tp(x) <T—x.

p—(p+1)x+xPt!
p+1

* 1
que Sp = lim Ty (x) = lim J ——— dt. Enfin, la fonction t — ——— est continue sur [0, 1] et il en est de méme de la
x— 1 1211 o tP+1 tP + 1

. On en déduit

Maintenant, quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, 1—x tend vers 0 de méme que

x<1

X 1 x 1 1
fonction x — J dt. En particulier, lim J' dt = J ——— dt. On a montré que
o P+ 1 x21Jo 7+ 1 o tP 1

L
Sp:J'Omdt

Exercice 2

1° (a) Posons p = dim (Ker(o — Idg)). Soit # = (ei)1<i<n une base adaptée a la décomposition
E = Ker(o — Idg) @ Ker(o + Idg), la matrice de o est

Mat (o) = diag(1,...,1,—1,...,—1), p désignant 'ordre de la valeur propre 1.
et donc
Matg(o — Idg) = diag(0,...,0,—2,...,—2) et Matg(o + Idg) = diag(2,...,2,0,...,0).
On en déduit que

Im(o—Idg) = VeCt(ei)p+]Si§n =Ker(o+ Idg) = Dirg et Im(o+ Idg) = Vect(eihgigp =Ker(o— Idg) = Inve.

Im(o—1dg) = Diry et Im(o + Idg) = Inv,.
(b) Soit x € E. Puisque 0* — Idg = 0* — Id% = (0 — Idg)* et o* + Idg = o* + Id: = (o + Idg)*,

x € Ker(0* —Idg) & (0 — Idg)(x) =0
SYy ek, (0" —1de)(x),y) =0 (& est vraie car E+ = {0})
SYy ek, (x,(0—1deg)(y)) =0 x € (Im(o— Idg))*t

et de méme

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



x € Ker(o* +1Idg) & (0" +1dg)(x) =0 & Vy € E, ((0* +1de)(x),y) =0
SYyeE, (x,(0+1de)(y)) =0 x € (Im(o+ Ideg))*.

Ker(o* — Idg) = (Im(o — Idg )t et Ker(o* + Idg) = (Im(o + Idg))*.

2

Maintenant, on a (0*) (02)* = (Idg)* = Idg et d’aprés ce qui précéde,

= (Diry)* et Dirg- = (Invg)™ .

0* est une symétrie vectorielle. De plus Inv g«

2° (a) Soit x € E\ {0}. Alors (f(x)[x) > 0 et on peut poser k = W Mais alors
x)[x

(f(kx)lkx) = k*(f(x)|x) = 000

1
vx € E\ {0}, ———x € Q.
f(x)|x

(b) Soit x € E. Si x =0, P’égalité proposée est vraie et si x # 0, on peut poser k = o > 0. On a alors
x)|x

(0" ofoo(x)x) = %(0‘* ofoo(kx)kx) = %(f o o(kx)|o(kx))

= %(f(kx)\kx) (car kx € @ = o(kx) € Q)
= (f(x)Ix).
Vx € E, (0* ofoa(x)|x) = (f(x)|x).

(c) Soit alors (x,y) € E2. On généralise les identités de polarisation. On note tout d’abord que

(0" ofoo(y)lx) = (ylo* o f* o o(x)) = (0% o foo(x]ly),
et donc
(0" ofoo(x+y)x+y)=(c"ofooa(x)x)+ (0" ofoo(x)ly)+ (0" ofoc(y)x)+ (" ofoo(y)ly)
= (0" ofoo(x)lx)+2(c" o foo(x)ly) + (0" o foo(y)ly).
Mais alors

(0" ofoa(x)ly) =5 ((6"ofoa(x+y)lx+y)— (0" ofoalx—y)x—y))

((fx +yllx+y) = (fx —ylx —y)) = (f(x]ly).

NN Ny -

Soit x € E donné. On a : Yy € E, (0" o fo o(x) — f(x)ly) = 0. Par suite, * o f o o(x) — f(x) € EX = {0} et donc

oc*ofoo(x)—f(x)=0.
Ainsi, Vx € E, 0" o fo o(x) = f(x) et donc 6* ofoo =fouenfin c*of=foo ' =foo.

c*of=foo. '

(d) Soit y € f(Invs). Alors, il existe x € Inv(o) tel que f(x) =y et d’aprés la question précédente
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Donc

Yy € E, (y € f(Invs) = o*(y) =y).

(e) On a donc f(Invy) C Inve- = (Dirg)*. Mais f est défini positif et en particulier f est un automorphisme de E
(Vx € E, x £0 = (f(x)|x) > 0 = f(x) #0). On en déduit que
dim(f(Invg)) = dim(Invs) = n — dim(Dirs) = dim((Dirg)").

Finalement

f(Invs) = Inve~ = (Dirg)t.

1 1
3° (a) Soit f "endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R? est diag(—z, ﬁ) f diagonalise en base

orthonormée et est donc un endomorphisme auto-adjoint. De plus, pour (x,y) € RZ,

y X y?

(Fx, w0, u) = (23, )0 w)) = 25 + 2

a2’ b2
ce qui montre tout a la fois que f est défini positif et que Q est ’ensemble des couples (x,y) tels que (f(x,y)l(x,y)) = 1.

Soit alors 0 une symétrie. D’aprés le résultat admis par I’énoncé, o laisse 1 invariant et vérifie 0(Q) = Q si et seulement
si I et f(I)* sont en somme directe. Maintenant, si on pose A(c, ), I est la droite vectorielle engendrée par OA = («, )
x B

et f(I) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur f(TA) = (?' b2

> puis f(I)* est la droite vectorielle engendrée

o4
par le vecteur (E, —> Maintenant
b2’ a?

X —— 2 2
2
b X P g
o« a?z b2
b =
a

on a bien R? = I @ f(I)*+. La symétrie par rapport a I = Vect ((«, )) laissant globalement invariant I’ellipse Q a pour
direction f(I)* = Vect <(b—[32, %)).

— a_ b
Construction. La droite (f(I))* est également engendrée par le vecteur OA’ = <_E B, —oc). On peut noter que le point
a
A’ appartient a lellipse Q car

1 2 (b B2 o
o (-5#) *(a“)zb—ﬁ%:‘-

b
Maintenant, on sait que 'image de Uellipse Q par I'affinité de rapport % (resp. —), d’axe (Ox) (resp. (Oy)) et de direction
a

o'l e

(Oy) (resp. (Ox)) est le cercle de centre O et de rayon a (resp. b). On en déduit aisément la construction du point A’
fournie a la page suivante.

Enfin, prenons comme paramétrisation de Dellipse Q t +— (acost,bsint) et notons to une valeur du parameétre telle que
M(tp) = A. On a donc o = acostp et p = bsinty. Mais alors

a a . T b b . T
——pf =—— xXbsinty = acos (to + —) et —ox= — X acostyp =Dbsin (to + —).
b b 2 a a 2

T
Ainsi, si A est le point de lellipse Q de paramétre to, alors A’ est le point de l’ellipse Q de paramétre to + 5
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(b) e Soient p € N* puis f, 'endomorphisme de matrice — | 0 0 2 | dans la base canonique de R®> muni du produit
Plo 20
éelle

scalaire usuel. La matrice de f, dans cette base est symétrique réelle et puisque cette base est orthonormée, f, est un
1 2
endomorphisme auto-adjoint. Enfin, x¢, = —(X — =)(X — =)(X + =). Par suite, aucune valeur propre de f, n’est nulle et
P p
I'une au moins de ses valeurs propres est strictement positive.

e Pour (x,y,z) € R3, on a

(f(x, v, 2)l(%, U, 2)) = ((g,%, %n(x,y,zn - %(xz 1 dyz),

1
de sorte que (x,y,z) € Q & T—)(x2 +dyz) =1 x*+dyz=p & (x,u,2) € (Qp). Donc, Q = (Qp).
—1
e {(1,1, pT), p € R} n’est pas un sous-espace vectoriel. Cherchons tout d’abord un sous-espace vectoriel I de R3 et

—1
distinct de R3 et contenant la droite affine {(1,1, pT, p € R}. I ne peut étre qu'un plan vectoriel. Soit ax + by +cz =0,
(a,b,c) # (0,0,0), une équation de I.

1
vp € R, (1,1,pT)€I(:)VpeR, a+b—%+§p=0

c c
(:)aer—Z—Z—O(:)c—Oetb——a.

I est donc le plan vectoriel d’équation y = x.

e I = Vect((1,1,0),(0,0,1)) puis f(I) = Vect(f(1,1,0),f(0,0,1)) = Vect(:—)(l,O,Z), %(0,2,0)). (f(I))* est donc la droite

vectorielle engendrée par le vecteur (1,0,2) A (0,1,0) = (—=2,0,1). Comme (—2,0,1) ¢ I, T et (f(I))* sont effectivement
en somme directe.

e Soit ¢ la symétrie par rapport au plan I d’équation x =y et de direction la droite Vect(—2,0,1). o est distincte de
I'identité, laisse globalement invariante chaque quadrique (Qp), p € R* et laisse fixe chacun des vecteurs (1,1, (p —1)/4),
p € R. Déterminons alors la matrice de ¢ dans la base canonique de R3.
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N x'=x—2A
= _ o W —u' e (f(n)* y' =y
= AeR
u=0v) & ?+L7€I & dAe R/ 2 — 2t
Xx+x—2A=y+y
eRer/ ¢ T ey =y
z/=x—-y+z Z=x-y+z
-1 2 0
La matrice de o dans la base canonique est donc 0 1 0

e Il reste a vérifier que (Qp) est invariante par o. Mais si (x’,y’,z’) = o(x,y, z), alors
x2 +4yz = (—X/ +2y/)2 +4y’(x’ _y/ + ZI) =2 +4y’z’,

de sorte que x? +4yz =0 & x'?> +4y’z’ =0 et on a bien 0(Qp) = Q. Ainsi, en notant By la base canonique de R3,

Matlgo ( ) =

Exercice 3

etwt . . .
est continue sur R. Donc la fonction Fy est de classe C! sur R et si on note

1° (a) Soit t € R. La fonction w +—
a+iw
eiwt

" pour B € R, on a F¢(B) = ¢(B) — ¢(—B) et donc

@+ une primitive de la fonction w —

eiBt e—iBt
— + —.
a+iB  a—1iB

Fi(B) = 9{(B) + ¢{(—B) =

eiBt e—iBt

VteR, VB € R, F/(B) =

a+iB * a—1iB’

“+o0 1\
(b) Pour u € R, posons f(u) =1+ Z %uzn. Pour uw # 0, on a f(u) = = ¢p(u). Or f est de classe C* sur
n=1 ’

R en tant que fonction développable en série entiére sur R et donc

¢ est prolongeable en une fonction de classe C*™ sur R. I

t

(c) Montrons que la fonction B — J e
0 u

Pour cela, considérons ¥ : ]0,t] xR — R
cau sin(Bu)

3 B
au Sin(Bu) du est de classe C! sur R.

(u,B) =

sin(Bu)
u

u
est continue et intégrable sur ]0, t] (car prolongeable par continuité en

e Pour chaque B € R, la fonction u +— e®"
0)

e ¥ admet une dérivée partielle par rapport a sa deuxiéme variable B sur ]0,t] x R et pour (u,B) €]0,t] x R,

oY au
ﬁ(u,B) = e% cos(Bu).
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oV
De plus, pour chaque u €]0,t], la fonction B +— ﬁ(u,B) = e cos(Bu) est continue sur R et pour chaque B € R, la

oV
fonction u — ﬁ(u, B) = e® cos(Bu) est continue et intégrable sur ]0,t]. Enfin, pour (u,t) €]0,t] x R,

oV
T Bl] < e = o),

ol @ est une fonction continue et intégrable sur 0, t]. D’aprés le théoréme dérivation des intégrales a paramétres (théoréme
t .
au Sin(Bu)

de LEIBNIZ), la fonction B — J e du est de classe C! sur R et pour B € R,
4
dB

0

t . B t
J eausm( W du) :J e cos(Bu) du.
0 u 0

(d) Pour B € R,

t

t : t t
4 <ZeatJ e“”w du) = 2e*“tJ' e cos(Bu) du = e*atJ' elatiBIu gy + efatl[ elatBIu gy
dB 0 u 0 0 0

e—at e—at e—at e—at

elatiBt) ela—iBt) _ B —
a+1iB a—1iB a+iB a+1iB

F{(B) —e “'Fg(B).

Mais alors, pour B € R,

d t sin(Bu) d t sin(Bu) 1
/ _ —at au —atfE/ — —at au _FE! — /
F{(B) = B (26 L e 0 du) + e “*F(B) B (26 (L e " du + ZFO)) (B) = G{(B).

Ainsi, F{ = G;. De plus F¢(0) = G¢(0) =0 et donc pour tout B € R,
B B
F¢(B) :Ft(O)+J Fi(u) du:Gt(O)—i-J Gi(u) du = G¢(B).
0 0

On a montré que

B iwt
VaeR*,VteR,VBeR,J ﬂ:ze—“t<
_p a+1lw

2° (a) Soit B € R* . Au vu de I'intégrabilité des différentes fonctions considérées, on peut écrire

£ ausin(Bu) [ sin(Bu)
J e — du_J

teau 1
du+J sin(Bu) du
0 u 0 u u

0

Bt . t _au _ ]
= J sin(v) dv +J' € sin(Bu) du (en posant v = Bu).
0 v 0 u

Bt .
Le rappel (ii) permet d’affirmer que lim J sin(v) dv = sz’gn(t)E (la fonction v — Y stant paire).
B—+o0o Jo A% 2 A%
t jau _ t eau - . 0
Ensuite, J sin(Bu) du = J' Alu) sin(Bu) du ou A(u) = siu# . Comme la fonction A est continue
o U 0 asiu=20
sur R, le rappel (i) permet d’affirmer que Blim A(u) sin(Bu) du = 0. Finalement
—+0o0
t . B t B
Va € R*, Vt € R, lim J e“”M du= lim J sin(Bu) du = Esign(’d.
B—+o0o Jo u B—+o00 Jo u 2

(b) Soit B € R.

B B : B

! a w w i B

F B = d = —1 d — A t, _ 7_1 2 2 :ZA t: o
ol LB atiw O LB (a2+w2 1a2+w2> @ [ e 8m(a) 2 nla”+w )}_B e dn<a>’
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et donc Fo(B) tend vers 2 x gsign(a) = msign(a) quand B tend vers +oo.

VYa € R*, Blim Fo(B) = msign(a).

—+00

(c) Mais alors,

) i _ ¢ sin(Bu 1 dw B T 1
BBIEOO F«(B) = BBIEOO 2e at (L et (u ) du + ZJ'_B ol 2e ot <Eszgn(t) + Zﬂszgn(a))

=me *Y(

sign(t) + sign(a)).

B eiwt
Va € R*, Vt € R, lim J — dw = e **(sign(t) + sign(a)).
B—+oo J g O+ 1W

3° Une formule d’inversion.

(a) Soient a € R* et w € R. La fonction f : t — e /e i@t o5t continue sur R. De plus, pour tout réel t,

1f(t)] = e~ Y. Donc, si a > 0, [f(t)| est négligeable devant au voisinage de +o0o et de —oo et si a < 0, [f(t)| est

t2
prépondérant devant 1 quand t tend vers +oco. On en déduit que f est intégrable sur R si et seulement si a > 0.

Pour tous a € R* et w € R, la fonction t — x(t)e ! est intégrable sur R si et seulement si a > 0.

(b) Soient a >0 et w € R.

0 _ +o0 _ (a—iw)t1© (—a—iw)t]T® 1 1 2
Hx(w):J' e(“’w)tdtJrJ' e(“w)tdt:[ie , } +{e . } =t =
o 0 a—ilw |_ —a—1lw |, a—lw at+iww a‘fw
Yw € R, Ya €0, +ool, Hy(w) = o
w € R, Va €]0, +oo[, Hy(w) = 5——.
C12+(U2
2qetwt

(c) Soit t € R. La fonction w — o

Py est continue sur R et dominée par — quand w tend vers +o0o ou —oco. On en
w w

déduit que

iwt
5 est intégrable sur R.

vVt € R, Va € R*, la fonction w — —
ac +w

(d) D’aprés ce qui précéde, pour a >0 et t € R

1 +o0 . 1 +o0 zaeiwt
- H iwt d —
ZnJ x(w)e @ 27'[J' a? + w?

—00
Maintenant, d’aprés 2°(c), pour t >0 et a >0, on a

+o0 eiwt dw
= TIe

— —at(
—a+iw

+o0o Liwt
J' e'tdw sign(—a) + sign(t)) = 0.

—— — e s jgn(t)) = 2me 4t tJ
. atiw (sign(a) + sign(t)) e .

On en déduit que

dme—at — r“’ etdw J*” etvtdw J*“’ Zae'tdw _ J*“’ H. (@)e* dow.
oo Ot W oo —at+ 1w L a2 4 w? .
Ainsi,
1 [t )
Ya >0, vt >0, x(t) = EJ H ()6t da.
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Sit<Oeta>0,en posant u =—w on obtient

a J*o" 2ae'“tdw lJ’ff’o 2ae ™M (—du) lJ'+OO 2ae"Ydu (1) = x(t)
) o a2+w?  2n)., aZ+ur  2n) . aZ+u?r e
+o00 a
Enfin si t =0 et a > 0, puisque J_Oo mdw =T, ona
1 (*e° 1 (T 2a dw

Finalement

1 [t )
Vte R, Va>0, x(t) = ﬁJ‘ H, (w)ett dw.

—00
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