SESSION 2003
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A MP

Partie 1

1. On sait que pour x € [0, 1],

—1)n-1 ©=

n(l+x)= i —x" etln(1fx):fZEx".

Donc, pour x € [0, 1],

1T /1+x\ 1 I L I B e
Zln<1x> 7 (1 +x) =11 —xJ) _gfx _ézwr

+o00 5
XZL-H

021+1'

2. (i) Soit n € N*.

N Un _ n! e m4+1" 1 )
T U ) T e T e Ty )T

1+
= ! In Zn + 1 —1:Lln(1+xn)—1.
2« 1 1 1 2Xn 1 —xn
2n+1 n+1
. 1 1
Maintenant, 0 < x,, = i s 3 < 1 et donc

+o00 i +o00 i 400 i
(Y ) oy T ey oAl
2xn = 2i+1 . 21 Xn — 2i+1

(ii) Soit n € N*. Puisque xn, # 1,

. X ! I N B
T—x2  30-x2) 3(2Zn+1)2—1) T2nn+1) 12n 12(n+1)

1 1
L | - —
nENL 0sve S o - T

(iii) a) Soit n € N*. On a 0 < v,, = In(Uy,) —In(Up11) et done In(Uy41) < In(Uy,).

La suite (In(Uy,))nen+ est décroissante.

1 1
i *' n) n S T4 1A/ . 1y
(b) Soit n € N*. On a In(Uy,) — In(Uyn41) 20 T2 1) et donc

12n = S 2m+1)

—— )nen+ est croissante.
n
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1
12n

suites tend vers 0 quand n tend vers +oo. Les deux suites (In(Un))nen+ et (In(Uy)

Jnen+ est croissante. De plus la différence de ces deux

1

S 1m

en particulier convergentes. Posons { = lirf In(U,,). Alors U, tend vers e' qui est un réel strictement positif.
mn— +00

3. Lasuite (In(Uy))nen+ est décroissante et la suite (In(U,,)

Jnen+ sont donc adjacentes et

La suite (U )nen+ converge vers une valeur strictement positive.

Partie 11
nn—]

1. Pour n € N* posons a,, = =

Un4t1|  Gngr . (m4+D)™l m+1 nol (14 T\~

an |  an nvln4+1)0 n o n ’

n—I1 a
1 1 1
Or quand n tend vers +oo, | 1+ — = em=NIn(1+7) — elntom)(g+o()) = ¢l+o(1) Done, |—*1| tend vers e
n an

quand n tend vers +o0o et d’aprés la régle de d’ALEMBERT

1
R=-.
e
2. D’apreés la formule de STIRLING,
nnlem nn-lem 1T 1
- = > 0.
n! no+oo \/2mnnten  /2rn3/?

. 3 . 1 . .
Puisque = > 1, la série de RIEMANN de terme général —— converge et il en est de méme de la série de terme général

n3/2
nnfl e ™
n!
n—1,—n
La série de terme général ———— converge.
n!
, . 11 nnolxn
3. Soient n € N* et x € [——, —]. Posons f(x) = ————. On a alors
e e n!
—T|ym n—1,—mn
n" x| n""'e
() = o <
n! n!
n—I1 e ™

Comme la série numérique de terme général converge, la série de fonctions de terme général f, converge

11

normalement sur [——, —].
e’ e

n!

1 11 11 11
4. Puisque R = —, on sait que ] — —, —[C D¢ C [——, —] puis d’aprés la question précédente, Dy = [——, —]. Maintenant, la
e e'e e'e e'e

série de fonctions de terme général f,, converge normalement et donc uniformément sur [——, —] et puisque chaque fonction
e'e

11

fn est continue sur [——, —],
e'e

. 11
f est continue sur [——, —].
e e
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Partie 111

(T+x)
est strictement négative sur [0, +o0[. La fonction ¢ est donc strictement concave et son graphe est strictement au-dessous
de sa tangente au point (0,0) sur ]0, +oo[ ou encore

1. La fonction ¢ : x — In(1 4+ x) est deux fois dérivable sur [0, +oo[, de dérivée seconde la fonction x +— -7 qui
[

Vx>0, In(1 4+ x) < x.

1 1 1 T\"
Mais alors, pour n € N*, In(1 + —) < — puis 1 + — < e'/™ et finalement (1 + —) <e.
n n n n

1
2. Puisque f est somme d’une série entiére sur [——, =], on sait que f est de classe C® sur son intervalle ouvert de
e'e

11
convergence | — —, —[ et que les dérivées successives s’obtiennent par dérivation terme a terme. En particulier,
e e

e Sixe [O,g[onadéja

+o0
m+1"
!/ — n
f(x)—1+§]Tx >1>0.
n=

. 1 . . n-+ : .
e Si x €] — —,0[, puisque la série de terme général (7‘701 converge, on sait que l'on peut associer les termes deux a
e n!

deux pour obtenir

+o00 too
m+n" 2p+1)% o, p+2)2PF
f'ix) =) (=)' ——K"= [x|[P — X2 ).

nZ:O n! DZ:O (2p)! 2p+1)!
Maintenant, pour p € N,

(2p + 2)2p+! 2p41

S x| - (2p+2)2p+1 " (1+ . >2‘p+1 .

(2p +1)%p A S\ 2p+1 B 2p +1
(2p)!
1
<ex .= 1 (d’apres I11.1.).
2p+1)% 2p +2)%p+]
Par suite, Vp € N, (2p+1) [x|2P — (2p +2) [x[?P*T ) > 0 et donc encore une fois f/(x) > 0.
(2p)! (2p +1)!

11
Ainsi, la fonction f’ est strictement positive sur ] — > E[ et donc

1
f est strictement croissante sur | — > E[.
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Partie IV

1. Soit N € N*.
AN+ 1)2N 7 1\ N 2)2NHT o 1\ 2N
A —AN= [ —— == (=
NELTAN T TN ! < e> (2N +2)! ( e>
_ 1 2N+1 2N+1
_e2N+2(2N+2)!( e(2N + 1) + (2N 4 2) )
2N )N 2N 42 2N“7€ (2N 1) ] ZN“ie o
e2NFZIN 4 2) L\ 2N +1 ~ e2N+2(2N 4 2)! 2N +1 '
De méme
IN & 2)2N+1 2ZN+2 IN 2N+2 2ZN+3
BNH_BN:% 2] +¢ ]
(2N +2)! e (2N +3)! e
1
_ 2 2 2N+2 2 2N+-2
NN 1 3) N2 (2N +3)7775)
(2N 2)2NH2 o (N3 INTZN (2N 4 2)2NH2 e (14 ZN+2 ~o
~ e2N+3(2N + 3)! 2N +2 © e2NF3(2N 4 3)! 2N +2 ‘
Enfin, d’aprés la formule de STIRLING,
AN +1)2N 7 1\*N N4 12N
AN —By=-—"i— (- = -
(2N +1)! e (2N +1)le2N
(2N +1)2N e .
n—too /22N 4 1)(2N 4 1)2N+1e=(ZN+1) 2N n—+oo 4ﬁN3/2 n— +oo

Ainsi, la suite (An)nen+ est décroissante, la suite (Bn)nen+ est croissante et la suite (An — Bn)nen+ tend vers O.
Finalement

les suites (AN )nen+ et (Bn)nen+ sont adjacentes.

2. D’aprés 1.,
1
VYN e N* By < f — < AN
3. Soit N € N*.
B (2N +1)2N B (2N +1)2N 1072
AN—BN <102 &8 o <1072 =0, 005.
NTONS IO S TN S T T N e S 2 0
La machine donne
N 0 1 2 3 4
AN — Bn 1 0,203... 0,095... 0,057... 0,039...
o 10—2 5
Ainsi, 0 < Ay — By < 5 <107~
) 1 1072 ) 1072
4. La valeur exacte de A4 est une valeur approchée de f s a prés. Une valeur approchée de A4 a prés

8

>

n=1

n—1
n — 0,270 .. et donc

(=)

1
est donc une valeur approchée de f (—) 4 1072 prés. La machine donne Ay =
e

(-
e

n!

) =—-0,27 41072 prés.
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Partie V

1. © est de classe C* sur R en tant que produit de fonctions de classe C* sur R. Montrons alors par récurrence sur
i e [0,m] que

Vi€ [0,m], 3P; € RIX]/ Vx € R, @V (x) = Py(eX)(1 — e*)™t.

e Le résultat est vrai pour i =0 avec Py = 1.
e Soit i € [0, m — 1]. Supposons qu'’il existe un polynéme P; tel que ¥x € R, @M (x) = Pi(e*)(1 — eX)™~1. Alors, pour
x € R,

@V (x) = eP{(x)(1 — &)™ T — (m— D)e*Py(eX)(1 — )™ !
=e*(P{(e¥)(1 —&*) — (m — )Py (e)) (1 —ex)™ !
=Pip1(e¥)(1—e¥)™ (D avec Py = X(P/(1 — X) — (m —1)Py).

On a montré par récurrence que

Vi e [0,m], 3P; € RIX]/ Vx € R, @V (x) = Py(eX)(1 — eX)™t.

2. On en déduit en particulier que pour m > 2, @™~ (0) = 0. Mais, pour x € R,
m
e(x) =) Ch(=T"e™,

et donc

m
Quand x = 0, on obtient Z Cr (-1 ™' =o0.

n=1

3. g est dérivable sur R et poury € R, g’(y) = (1—y)e Y. g est donc croissante sur ] — oo, 1] et décroissante sur [1, +ool.

1
De plus, lim g(y)= lim M =—00,9¢(0)=0,g(1) =—et lim g(y) =4o0. On en déduit le graphe de g.
y— —0o0 y——oo Y e Yy—+oo
1 ]
y=xe *
Vepsmr—uo
] ] ] [l ] ] ] 1
-3 =2 -1 1 2 3 4 5 6
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4. Lafonction g est continue et strictement croissante sur ]—1, 0[ et réalise donc une bijection de ]—1,0[ sur Jg(—1), g(0)[=

1 1
] —e,0[. Comme —e < 3 < 0, il existe un réel « et un seul dans | — 1,0[ tel que g(«) = —

11
Comme g est croissante sur [«, 1], donc siy € [, 1], g(y) € [g(x, g(1)] = [—E, E]'

5. Soit y € [, 1]. Alors d’apres I1. et V.4., f(ye™Y) existe. De plus,

1t00 _n—1 10 _n—1,n
_ n _ n Yy
vy — yyn _ ny
flye V) =) (e )t = > ¢
n=1 n=1
too [ +oo n—1,m too [ oo n+p—1
n n
=Y (Yt | =3 ()P ey
nlp! nlp!
n=1 \p=0 n=1 \p=0
“+o00 +o00 m—1
n
= E < E (])mnmym> (en posantm:n+p ou encorep:m*n).
n=1 \m=n ' '

6. Soity € [—«, of.

Soit n € N*.
+o00 +o0 _ +00 7 o 400 B
Z lZmon| = Z Lhﬂm - Z Lﬂl\ypﬂn - nt Z n_p‘ypﬂ — w(me\y\)n_
’ nl(m—mn)! nlp! n! p! n!
m=n m=n p=0 p=0
1 1
Maintenant, puisque & < 0, égalité xe™® = —— s’écrit encore |xle!*! = —. Mais alors, puisque [y| < |, on a [ylelyl <
e e
1
el = —.
e

nnfl ‘y|n
|

La question II.3. permet alors d’affirmer que la série numérique de terme général (lyle'v™ converge et a pour

somme f([yle/Y!). On a montré que

+00 +00
5 ( 5 |zm‘n|) < +o0

n=1 m=n

et donc que

la suite double (zm n); en+2 est sommable.

n,m)

7. Puisque la suite double (Zm‘n)( en+2 est sommable, le théoréme de FUBINI nous permet d’écrire

n,m)

m=1 \n=1
+00 m _ oo -
—(_”m n min™ ! m o __ (_‘I)m nen ,om—1 m
_mZ:1 m! (le_](_] ny(m n)!>y —m:] m! (T;( ]) Cmn )y
[ A N
=y Z ! Z(i]) Chn Y
m=2 n=1

=y (d’aprés V.2.).

Yy € [—a, o, flye V) =y.
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11
8. La fonction g réalise une bijection de [, 1] sur [——, =] et pour y € [, 1], on a f(g(y)) = y. f est donc la réciproque
e'e

1

de la fonction ¢ : [x,1] — [——, E] . On sait alors que les deux graphes sont symétriques I'un de I'autre par rapport
y = yeV
a la droite d’équation y = x.
11 L,
/
/
7/
/
7/
7/
7/
7/
7/
7/
/
7/
//
1/e ¢ Y
S -7 T Ty g(x)
/ -
/////
Z4
—1/ey .
4 1/e 1
Z
) 77
) /// [ 04
s/
/s 7/ ® _]/e
1
9. g est dérivable en « et g’(x) # 0. Donc f est dérivable en g(x) = ——. De plus
e
f 1 _ 1 _ 1 _ 1 .
e g/() (1—a)e™® e x4e]

g est dérivable en 1 mais g’(1) = 0. Donc f n’est pas dérivable en g(1)

1
point d’abscisse o une tangente paralléle a (Oy).

— mais la courbe représentative de f admet au
e

1 1 I
f est dérivable en s et n’est pas dérivable en o
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