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Partie I

1. On sait que pour x ∈ [0, 1[,

ln(1 + x) =

+∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn et ln(1 − x) = −

+∞∑

n=1

1

n
xn.

Donc, pour x ∈ [0, 1[,

1

2
ln

(

1 + x

1 − x

)

=
1

2
(ln(1 + x) − ln(1 − x)) =

+∞∑

n=1

(−1)n−1 + 1

2
xn =

+∞∑

i=0

x2i+1

2i + 1
.

∀x ∈ [0, 1[,
1

2
ln

(

1 + x

1 − x

)

=

+∞∑

i=0

x2i+1

2i + 1
.

2. (i) Soit n ∈ N
∗.

vn = ln

(

Un

Un+1

)

= ln

(

n!

(n + 1)!

en

en+1

(n + 1)n+1

nn

√
n + 1√

n

)

= ln

(

1

e

(

n + 1

n

)n+ 1

2

)

= (n +
1

2
) ln

(

n + 1

n

)

− 1

=
1

2 × 1

2n + 1

ln







1 +
1

2n + 1

1 −
1

2n + 1






− 1 =

1

2xn

ln

(

1 + xn

1 − xn

)

− 1.

Maintenant, 0 ≤ xn =
1

2n + 1
≤ 1

3
< 1 et donc

vn =
1

2xn

(

+∞∑

i=0

x2i+1
n

2i + 1

)

− 1 =

+∞∑

i=1

x2i+1
n

2i
+

xn

xn

− 1 =

+∞∑

i=1

x2i
n

2i + 1
.

∀n ∈ N
∗, vn =

+∞∑

i=1

x2i
n

2i + 1
.

(ii) Soit n ∈ N
∗. Puisque xn 6= 1,

0 ≤ vn =

+∞∑

i=1

x2i
n

2i + 1
≤

+∞∑

i=1

x2i
n

3
=

1

3
× x2

n × 1

1 − x2
n

=
x2

n

3(1 − x2
n)

=
1

3((2n + 1)2 − 1)
=

1

12n(n + 1)
=

1

12n
−

1

12(n + 1)
.

∀n ∈ N
∗, 0 ≤ vn ≤ 1

12n
−

1

12(n + 1)
.

(iii) a) Soit n ∈ N
∗. On a 0 ≤ vn = ln(Un) − ln(Un+1) et donc ln(Un+1) ≤ ln(Un).

La suite (ln(Un))n∈N∗ est décroissante.

(b) Soit n ∈ N
∗. On a ln(Un) − ln(Un+1) ≤ 1

12n
−

1

12(n + 1)
et donc

ln(Un) −
1

12n
≤ ln(Un+1) −

1

12(n + 1)
.

La suite (ln(Un) −
1

12n
)n∈N∗ est croissante.
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3. La suite (ln(Un))n∈N∗ est décroissante et la suite (ln(Un)−
1

12n
)n∈N∗ est croissante. De plus la différence de ces deux

suites tend vers 0 quand n tend vers +∞. Les deux suites (ln(Un))n∈N∗ et (ln(Un) −
1

12n
)n∈N∗ sont donc adjacentes et

en particulier convergentes. Posons ℓ = lim
n→+∞

ln(Un). Alors Un tend vers eℓ qui est un réel strictement positif.

La suite (Un)n∈N∗ converge vers une valeur strictement positive.

Partie II

1. Pour n ∈ N
∗, posons an =

nn−1

n!
.

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

=
an+1

an

=
(n + 1)nn!

nn−1(n + 1)!
=

(

n + 1

n

)n−1

=

(

1 +
1

n

)n−1

.

Or quand n tend vers +∞,

(

1 +
1

n

)n−1

= e(n−1) ln(1+ 1

n
) = e(n+o(n))( 1

n
+o( 1

n
)) = e1+o(1). Donc,

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

tend vers e

quand n tend vers +∞ et d’après la règle de d’Alembert

R =
1

e
.

2. D’après la formule de Stirling,

nn−1e−n

n!
∼

n→+∞

nn−1e−n

√
2πnnne−n

=
1√
2π

1

n3/2
> 0.

Puisque
3

2
> 1, la série de Riemann de terme général

1

n3/2
converge et il en est de même de la série de terme général

nn−1e−n

n!
.

La série de terme général
nn−1e−n

n!
converge.

3. Soient n ∈ N
∗ et x ∈ [−

1

e
,
1

e
]. Posons fn(x) =

nn−1xn

n!
. On a alors

|fn(x)| =
nn−1|x|n

n!
≤ nn−1e−n

n!
.

Comme la série numérique de terme général
nn−1e−n

n!
converge, la série de fonctions de terme général fn converge

normalement sur [−
1

e
,
1

e
].

4. Puisque R =
1

e
, on sait que ]−

1

e
,
1

e
[⊂ Df ⊂ [−

1

e
,
1

e
] puis d’après la question précédente, Df = [−

1

e
,
1

e
]. Maintenant, la

série de fonctions de terme général fn converge normalement et donc uniformément sur [−
1

e
,
1

e
] et puisque chaque fonction

fn est continue sur [−
1

e
,
1

e
],

f est continue sur [−
1

e
,
1

e
].
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Partie III

1. La fonction ϕ : x 7→ ln(1 + x) est deux fois dérivable sur [0, +∞[, de dérivée seconde la fonction x 7→ −
1

(1 + x)2
qui

est strictement négative sur [0, +∞[. La fonction ϕ est donc strictement concave et son graphe est strictement au-dessous
de sa tangente au point (0, 0) sur ]0, +∞[ ou encore

∀x > 0, ln(1 + x) < x.

Mais alors, pour n ∈ N
∗, ln(1 +

1

n
) <

1

n
puis 1 +

1

n
< e1/n et finalement

(

1 +
1

n

)n

< e.

∀n ∈ N
∗,

(

1 +
1

n

)n

< e.

2. Puisque f est somme d’une série entière sur [−
1

e
,
1

e
], on sait que f est de classe C∞ sur son intervalle ouvert de

convergence ] −
1

e
,
1

e
[ et que les dérivées successives s’obtiennent par dérivation terme à terme. En particulier,

∀x ∈] −
1

e
,
1

e
[, f ′(x) =

+∞∑

n=1

nn−1

(n − 1)!
xn−1 =

+∞∑

n=0

(n + 1)n

n!
xn.

3. Soit x ∈] −
1

e
,
1

e
[.

• Si x ∈ [0,
1

e
[ on a déjà

f ′(x) = 1 +

+∞∑

n=1

(n + 1)n

n!
xn ≥ 1 > 0.

• Si x ∈] −
1

e
, 0[, puisque la série de terme général

(n + 1)n

n!
xn converge, on sait que l’on peut associer les termes deux à

deux pour obtenir

f ′(x) =

+∞∑

n=0

(−1)n (n + 1)n

n!
|x|n =

+∞∑

p=0

(

(2p + 1)2p

(2p)!
|x|2p −

(2p + 2)2p+1

(2p + 1)!
|x|2p+1

)

.

Maintenant, pour p ∈ N,

(2p + 2)2p+1

(2p + 1)!
|x|2p+1

(2p + 1)2p

(2p)!
|x|2p

=

(

2p + 2

2p + 1

)2p+1

|x| =

(

1 +
1

2p + 1

)2p+1

|x|

< e × 1

e
= 1 (d’après III.1.).

Par suite, ∀p ∈ N,

(

(2p + 1)2p

(2p)!
|x|2p −

(2p + 2)2p+1

(2p + 1)!
|x|2p+1

)

> 0 et donc encore une fois f ′(x) > 0.

Ainsi, la fonction f ′ est strictement positive sur ] −
1

e
,
1

e
[ et donc

f est strictement croissante sur ] −
1

e
,
1

e
[.
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Partie IV

1. Soit N ∈ N
∗.

AN+1 − AN =
(2N + 1)2N

(2N + 1)!

(

−
1

e

)2N+1

−
(2N + 2)2N+1

(2N + 2)!

(

−
1

e

)2N+2

=
1

e2N+2(2N + 2)!
(−e(2N + 1)2N+1 + (2N + 2)2N+1)

=
(2N + 1)2N+1

e2N+2(2N + 2)!

(

(

2N + 2

2N + 1

)2N+1

− e

)

=
(2N + 1)2N+1

e2N+2(2N + 2)!

(

(

1 +
1

2N + 1

)2N+1

− e

)

< 0.

De même

BN+1 − BN =
(2N + 2)2N+1

(2N + 2)!

(

−
1

e

)2N+2

+
(2N + 3)2N+2

(2N + 3)!

(

−
1

e

)2N+3

=
1

e2N+3(2N + 3)!
(e(2N + 2)2N+2 − (2N + 3)2N+2)

=
(2N + 2)2N+2

e2N+3(2N + 3)!

(

e −

(

2N + 3

2N + 2

)2N+2
)

=
(2N + 2)2N+2

e2N+3(2N + 3)!

(

e −

(

1 +
1

2N + 2

)2N+2
)

> 0.

Enfin, d’après la formule de Stirling,

AN − BN =
(2N + 1)2N

(2N + 1)!

(

−
1

e

)2N

=
(2N + 1)2N

(2N + 1)!e2N

∼
n→+∞

(2N + 1)2N

√

2π(2N + 1)(2N + 1)2N+1e−(2N+1)e2N
∼

n→+∞

e

4
√

πN3/2
→

n→+∞
0.

Ainsi, la suite (AN)N∈N∗ est décroissante, la suite (BN)N∈N∗ est croissante et la suite (AN − BN)N∈N∗ tend vers 0.
Finalement

les suites (AN)N∈N∗ et (BN)N∈N∗ sont adjacentes.

2. D’après 1.,

∀N ∈ N
∗, BN ≤ f

(

−
1

e

)

≤ AN.

3. Soit N ∈ N
∗.

AN − BN < 10−2 ⇔
(2N + 1)2N

(2N + 1)!e2N
< 10−2 ⇒

(2N + 1)2N

(2N + 1)!e2N
<

10−2

2
= 0, 005.

La machine donne

N 0 1 2 3 4

AN − BN 1 0, 203 . . . 0, 095 . . . 0, 057 . . . 0, 039 . . .

Ainsi, 0 ≤ A4 − B4 <
10−2

2
< 10−2.

4. La valeur exacte de A4 est une valeur approchée de f

(

−
1

e

)

à
10−2

2
près. Une valeur approchée de A4 à

10−2

2
près

est donc une valeur approchée de f

(

−
1

e

)

à 10−2 près. La machine donne A4 =

8∑

n=1

nn−1

n!

(

−
1

e

)n

= −0, 270 . . . et donc

f

(

−
1

e

)

= −0, 27 à 10−2 près.

http ://www.maths-france.fr 4 c© Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



Partie V

1. ϕ est de classe C∞ sur R en tant que produit de fonctions de classe C∞ sur R. Montrons alors par récurrence sur
i ∈ J0, mK que

∀i ∈ J0, mK, ∃Pi ∈ R[X]/ ∀x ∈ R, ϕ(i)(x) = Pi(e
x)(1 − ex)m−i.

• Le résultat est vrai pour i = 0 avec P0 = 1.
• Soit i ∈ J0, m − 1K. Supposons qu’il existe un polynôme Pi tel que ∀x ∈ R, ϕ(i)(x) = Pi(e

x)(1 − ex)m−i. Alors, pour
x ∈ R,

ϕ(i+1)(x) = exP ′

i(x)(1 − ex)m−i − (m − i)exPi(e
x)(1 − ex)m−i−1

= ex(P ′

i(e
x)(1 − ex) − (m − i)Pi(e

))(1 − ex)m−i−1

= Pi+1(ex)(1 − ex)m−(i+1) avec Pi+1 = X(P ′

i(1 − X) − (m − i)Pi).

On a montré par récurrence que

∀i ∈ J0, mK, ∃Pi ∈ R[X]/ ∀x ∈ R, ϕ(i)(x) = Pi(e
x)(1 − ex)m−i.

2. On en déduit en particulier que pour m ≥ 2, ϕ(m−1)(0) = 0. Mais, pour x ∈ R,

ϕ(x) =

m∑

n=0

Cn
m(−1)nenx,

et donc

ϕ(m−1)(x) =

m∑

n=0

Cn
m(−1)nnm−1enx =

m∑

n=1

Cn
m(−1)nnm−1enx.

Quand x = 0, on obtient
m∑

n=1

Cn
m(−1)nnm−1 = 0.

∀m ∈ N, (m ≥ 2 ⇒
m∑

n=1

Cn
m(−1)nnm−1 = 0).

3. g est dérivable sur R et pour y ∈ R, g ′(y) = (1−y)e−y. g est donc croissante sur ]−∞, 1] et décroissante sur [1, +∞[.

De plus, lim
y→−∞

g(y) = lim
y→−∞

g(y)

y
= −∞, g(0) = 0, g(1) =

1

e
et lim

y→+∞
g(y) = +∞. On en déduit le graphe de g.

1 2 3 4 5 6−1−2−3

1

−1

−2

−3

−4

−5

1/e
y = xe−x
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4. La fonction g est continue et strictement croissante sur ]−1, 0[ et réalise donc une bijection de ]−1, 0[ sur ]g(−1), g(0)[=

] − e, 0[. Comme −e < −
1

e
< 0, il existe un réel α et un seul dans ] − 1, 0[ tel que g(α) = −

1

e
.

Comme g est croissante sur [α, 1], donc si y ∈ [α, 1], g(y) ∈ [g(α, g(1)] = [−
1

e
,
1

e
].

5. Soit y ∈ [α, 1]. Alors d’après II. et V.4., f(ye−y) existe. De plus,

f(ye−y) =

+∞∑

n=1

nn−1

n!
(ye−y)n =

+∞∑

n=1

nn−1yn

n!
e−ny

=

+∞∑

n=1





+∞∑

p=0

(−1)p nn−1yn

n!p!
npyp



 =

+∞∑

n=1





+∞∑

p=0

(−1)p nn+p−1

n!p!
yn+p





=

+∞∑

n=1

(

+∞∑

m=n

(−1)m−n nm−1

n!(m − n)!
ym

)

(en posant m = n + p ou encore p = m − n).

∀y ∈ [α, 1], f(ye−y) =

+∞∑

n=1

(

+∞∑

m=n

(−1)m−n nm−1

n!(m − n)!
ym

)

.

6. Soit y ∈ [−α, α].

Soit n ∈ N
∗.

+∞∑

m=n

|zm,n| =

+∞∑

m=n

nm−1

n!(m − n)!
|y|m =

+∞∑

p=0

np+n−1

n!p!
|y|p+n =

nn−1|y|n

n!

+∞∑

p=0

np

p!
|y|p =

nn−1|y|n

n!
(|y|e|y|)n.

Maintenant, puisque α < 0, l’égalité αe−α = −
1

e
s’écrit encore |α|e|α| =

1

e
. Mais alors, puisque |y| ≤ |α, on a |y|e|y| ≤

|α|e|α| =
1

e
.

La question II.3. permet alors d’affirmer que la série numérique de terme général
nn−1|y|n

n!
(|y|e|y|)n converge et a pour

somme f(|y|e|y|). On a montré que

+∞∑

n=1

(

+∞∑

m=n

|zm,n|

)

< +∞,

et donc que

la suite double (zm,n)(n,m)∈N∗2 est sommable.

7. Puisque la suite double (zm,n)(n,m)∈N∗2 est sommable, le théorème de Fubini nous permet d’écrire

f(ye−y) =

+∞∑

m=1

(

m∑

n=1

(−1)m−n nm−1

n!(m − n)!
ym

)

=

+∞∑

m=1

(−1)m

m!

(

m∑

n=1

(−1)n m!nm−1

n!(m − n)!

)

ym =

+∞∑

m=1

(−1)m

m!

(

m∑

n=1

(−1)nCn
mnm−1

)

ym

= y +

+∞∑

m=2

(−1)m

m!

(

m∑

n=1

(−1)nCn
mnm−1

)

ym

= y (d’après V.2.).

∀y ∈ [−α, α], f(ye−y) = y.
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8. La fonction g réalise une bijection de [α, 1] sur [−
1

e
,
1

e
] et pour y ∈ [α, 1], on a f(g(y)) = y. f est donc la réciproque

de la fonction g : [α, 1] → [−
1

e
,
1

e
]

y 7→ ye−y

. On sait alors que les deux graphes sont symétriques l’un de l’autre par rapport

à la droite d’équation y = x.

1

1

1/e

1/e

α

α

−1/e

−1/e

bb b

b

b

b

y
=

f(x
)

y = g(x)

9. g est dérivable en α et g ′(α) 6= 0. Donc f est dérivable en g(α) = −
1

e
. De plus

f ′
(

−
1

e

)

=
1

g ′(α)
=

1

(1 − α)e−α
=

1

e−α + e−1
.

g est dérivable en 1 mais g ′(1) = 0. Donc f n’est pas dérivable en g(1) =
1

e
mais la courbe représentative de f admet au

point d’abscisse
1

e
une tangente parallèle à (Oy).

f est dérivable en −
1

e
et n’est pas dérivable en

1

e
.
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