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Epreuve de Mathématiques B MP

Exercice 1

1. (i) dim(Im(u)) = 1. Done, dim(Im(u) N Ker(u)) vaut 0 ou 1.

e Si dim(Im(u) N Ker(u)) = 0, alors Im(u) N Ker(u) = {0} et comme d’autre part, d’aprés le théoréme du rang, on a
dim(Im(u)) 4+ dim(Ker(u)) = n, on en déduit que E = Im(u) @ Ker(u).

e Si dim(Im(u) NKer(u)) = 1, alors dim(Im(u) N Ker(u)) = dim(Im(u)) < +o00 et comme Im(u) NKer(u) C Im(u), on en
déduit que Im(u) N Ker(u) = Im(u), ou encore Im(u) C Ker(u).

Sirg(u) =1, ou bien E = Ker(u) @ Im(u) ou bien Im(u) C Ker(u).

(ii) Puisque e est un vecteur non nul, la famille (e) est libre et on peut la compléter en une base B = (e, e2,...,en) de
E avec e; = e.

Si Im(u) C Ker(u), alors d’une part, f(e;) = 0 et d’autre part, pour 2 < i < n, f(e;) est colinéaire & e;. La matrice de f
dans B est donc de la forme :

0 ay an

0 0 0
A= .

0 0 0

(iii) Mais alors Tr(u) =0.
(iv) Montrons ’équivalence des trois assertions :

a)=b) Si Im(u) et Ker(u) ne sont pas supplémentaires, alors d’aprés 1), Im(u) C Ker(u) ce qui fournit u? = 0. Si
u était diagonalisable, A serait alors semblable & une matrice diagonale nilpotente et donc semblable a la matrice
nulle et donc nulle. Ceci contredirait rg(u) = 1. Donc, u n’est pas diagonalisable. Par contraposition, on a montré
que si u est diagonalisable, alors E = Im(u) & Ker(u).

b)=-c) et b)=a) Si E =Im(u)® Ker(u), on choisit une base B’ = (e}, e3,...,e;,) de E adaptée a cette décomposition.
Les images des n — 1 derniers vecteurs de B’ sont nulles et d’autre part, u(e]) est un vecteur colinéaire a ey (car
(ef) est une base de Im(u)) et non nul (car rg(u) = 1). La matrice de u dans B’ est de la forme :

a 0 ... 0
0O 0 ... 0
A= .. .
0O 0 ... 0

avec a # 0. Ceci montre tout a la fois que u est diagonalisable et que Tr(u) = a # 0.
¢)=b) Si Tr(u) # 0, d’apreés (ii), on ne peut avoir Im(u) C Ker(u) et d’apreés (i), on a E = Im(u) @ Ker(u).

2. (i) Fa est une application de My (C) dans C, linéaire par linéarité de la trace et donc, Fa est une forme linéaire sur

M, (C).
(ii) Soient (A,B) € (M, (C))? et (A, u) € C2. Pour toute X € M (C), on a

F(AA + uB)(X) = Tr((M + uB)X) = ATr(AX) + wTr(BX) = (AF(A)(X) + uF(B)(X)) = (AF(A) + uF(B))(X),

et donc F(AA + uB) = AF(A) + uF(B). On a montré que F est linéaire.

n
(iii) AEL]‘ = E ak,lEkylEi,j = E ak,lélyiEk,j = E ak,iEk,j. Par suite,
1<k, 1<n 1<k, 1<n k=1

n n
Fa(ki;) = Z ax,iTr(Ex ;) = Z Ak, idkj = aj i
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Déterminons alors le noyau de F. Soit A € M, (C).
AeKer(F)=Fa=0=V(i,j) € [[1,n]}2, Fa(Ei;) =0=V(i,j) € [[1,nﬂ2, aji=0=A=0.

Donc, Ker(F) = {0} et F est injective.

(iv) Puisque My (C) et son dual ont méme dimension finie & savoir n?, et que F est une application linéaire injective de
M (C) dans son dual, on en déduit que

F est un isomorphisme de M, (C) sur M, (C)*.

3. (i) Soit f € My, (C)*. Puisque F est un isomorphisme, il existe une et une seule matrice A telle que FA = f ou encore
telle que VX € My (C), f(X) = Tr(AX).

(ii) Soit X € M4, (C). Puisque ] n’est pas la matrice nulle,

X € Ker(s) & f(X)] =0 f(X) =0 & X € Ker(f).

Ker(V¢) = Ker(f).

Ensuite, on a déja Im(p¢) C Vect(]) et en particulier, dim(Im(1¢)) vaut 0 ou 1. Comme P¢ n’est pas Papplication nulle,
rg(ps) =1 et

Im (1) = Vect(]) et rg(ips) = 1.

(iii) 1ére solution.
Pour (1,)) S [[],Tl]]z, lbf(Ei,j) = TI‘(AELJ)I = aj,i]- Si on pose ] = (mi‘j)]gi‘jgn, on a alors Er‘j(lbf(Ei‘j)) = aj5,iMmyj. Par
suite,

n n

Tr(be) = Y Ej(e(Es) = D Egaamiy =) | Y ajimi; | =Tr(A)).

1<i,j<n 1<i,j<n i=1 \j=1

Deuxiéme solution. On a P¢(]) = Tr(A]J)].

e Si Tr(AJ) = 0, alors V¢ est un endomorphisme de M, (C) de rang 1 tel que Im(Ps) C Ker(ps). D’aprés 1.(iii),
Tr(s) = 0= Tr(A]).

e Si Tr(AJ) # 0, P¢ est un endomorphisme de M, (C) de rang 1 tel que My (C) = Im(p¢) & Ker(P¢). D’apres 1.(iii),
puisque (J) est une base de Im(¢), Tr(1hs) est la coordonnée non nulle de P¢(]) & savoir Tr(A]J) encore une fois.

Tr(¢) = Tr(AJ).

(iv) D’apres 1.(iii),

V¢ est diagonalisable si et seulement si Tr(A]J) # 0.

(v) Si Py est diagonalisable, puisque dim(Ker({¢)) =n? —1, 0 est valeur propre de s d’ordre n? — 1. La derniére valeur
propre de ¢ est donc sa trace & savoir Tr(A]J).

Le polynoéme minimal de {(f) est alors un polynéme unitaire & racines simples admettant pour racines toutes les valeurs
propres de P et rien que les valeurs propres de VP ¢. Donc

g, = X(X— Tr(A]).
Exercice 2
1. (i) Puisque lim cos(x) =1,
x—0

In(cos x) cosx — 1 —x2/2 1

~ ~ —_—

x?2 x—0 x?2 x—0 X2 2
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. In(cosx) _1
xljr%) Xz o 2

1
(ii) Mais alors Jox > 0 tel que Vx €] — &, a[\{0}, —1 < %

dernier encadrement restant vrai pour x = 0, on a montré que

1 1
< 7 ce qui s’écrit encore —x? < In(cosx) < —sz. Ce

1
o> 0/ Vx €] — o, al, —x* < In(cosx) < — 7.

(iii) a. Puisque la série de terme général (un)? converge, lim (un)® =0 puis lim u, = V0 = 0. On en déduit que
n— +o0 n—+oo
lim cos(un) =1 et en particulier, Ing/ Vn > ng, cos(u,) > 0.

n— —+oo

b. La suite (In(cos(uw,)) est bien définie & partir du rang ng. Ensuite, puisque lirf u, = 0, il existe un rang ny > ny
mn— +00

1
tel que pour n > nq, U, €] — &, «[. Mais alors, pour n > ny, —u? < In(cos(u,)) < —Zuﬁ et en particulier

In(cos(un)) Nt O(u2). On en déduit que

la série Zn>n, In(cos(un)) converge.

2. (i) Soit n € N. Puisque B €]0, g[, pour i € [0,n], on a ; €10, ;[ et donc cos(z—ﬁi) > 0. On en déduit que P,, > 0.

P
ntl ) <1 et puisque Py, > 0, on en déduit que Pn41 < P,,. Finalement

P = n+1

la suite Pg est décroissante et positive. I

Ainsi, Pg est une suite décroissante et minorée par 0. On en déduit que cette suite converge vers un réel lg > 0.

De plus, pour n € N,

2\ "™ 2 2
(ii) Pour n € N, posons u,, = £ Alors, pour n € N, LLTZ1 = (ﬁ—) .Or — €0 ﬂ—[C]O, 1[ et donc la série géométrique de

2n 4 4 16
terme général u? converge. D’aprés la question 1.(iii), il en est de méme de la série de terme général In(cos(u, )). Posons
+o0
alors S = Z In(cos(un)).
n=0

n
Maintenant, pour n € N, In(P,,) = Z In(cos(uy)). La suite (In(P;,)) converge donc vers S puis la suite (P,) converge
k=0

donc vers e% = lg ce qui montre que lg > 0.

3. (i)

My

w
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(ii) Le triangle OAC est isocéle en O. Donc,

14 2t

) OM x AC 1—e’ 1 si0)_ 1 2ie 2i0 _ ,-2i0
alre(OAC)—f—OMXMA—‘ ) ’ 7 —Z“—e ‘—Z‘e |><‘e —€
~ |sin(20)]  sin(20) T
= 3 =— (car 0 €]0, ED
= sin 0 cos 0.

aire(OAC) = OM x MA =sin 0 cos 0.

b. Si H est le projeté orthogonal de B sur (OA),

OA x BH in o
2 cos Qaire(OAB) = 2c059+ = ZCos,Gsnzl

= cos0sin 0 = aire(OAC).

aire(OAC) = 2 cos Oaire(OAB).

(iii) TT,, est constitué de 2™"*2 triangles isométriques & (OAB,) et donc aire(IT,,) = 2" 2aire(OAB., ).
iv) D’aprés (ii)b., aire(OABy) = 2cos 0,4 1aire(OABL 1) = 2cos E2“*2.
s

On en déduit que 2"+ 2aire(OAB,) = 2™*3 cos gzn“Lzaire(OABnH) et finalement que aire(TT,,) = cos =———aire(TT11).

om+2

vn € N, aire(TT,,) = cos x aire(TTh.1).

s
om+2

(v) Pour n € N*,

) aire ﬂk+1 . | - 2
aire(TT ) = aire(ITp) x H aire(TTy) =2 H cos T Pu(m/4)
k=0
2k+2

2
) = —————. Maintenant, aire(TT;;;1) tend vers Iaire du disque délimité par € a savoir 7 et donc

aire(TTn 1)
2

Exercice 3

s
Donc, Pn(Z

1. a. Une équation de la droite (D) est a(x — &) + B(y — ) = 0 ou encore

ox + By = & + 2. I

lac — o — B2

J B

c. Soit M(«, 3) un point du plan distinct de O.

b. d(I, (Dm)) =

(Dm) tangente 4 C & d(I, (Dm)) = OI
(ax — o2 — p?)?

o1 =a? & (a? +p? — an)? = a?(a? + B?)

=

2. Puisque le cercle C passe par O, (') est la réunion de I’ensemble des points précédents et de O. Par suite, une équation
cartésienne de (I') est

(x2 +y? — ax)? = a?(x? +y?).
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Soit alors M un point du plan dont les coordonnées cartésiennes sont notées (x,y) et un couple de coordonnées polaires
est noté [r, 0].

Me (M & x*+y?—ax)? = a?(x* +y?) & (r* —arcos0)? = a’r?
& (r—acosf)? =a?our=0
Sr—acosd=aour—acosd=—aour=08r=a(l+cosB)our=a(—1+cosf)our=0

Sr=a(l+cosB)our=a(—1+cosB) (car 8 = 7 fournit a(1 + cos0) = 0).

(T) est donc la réunion des courbes (I'1) et (I2) d’équations polaires respectives 1 = 11 = a(l 4+ cos0) et v = 12 =
a(—1+ cos0). Maintenant

M2 (0 +m) =[r2(0+7m),0 +7n] =[a(—T1—cosB),0+ 7] =[-11(0),0 + 7] = [r1(6),0] = M;(0).

Par suite, (I2) qui est 'ensemble des M;(0), 0 € R, est aussi ’ensemble des M (0 — 7), 0 € R, ou encore I’ensemble des
M1 (0), 8’ € R. Ainsi, (T7) et (I'2) sont une seule et méme courbe et on a montré que

une équation polaire de (I") est T = a(1 4 cos 0).

(M /3)
a
()

b. (I7/3) est 'ensemble des points d’affixes a(1 4+ cos S)ei(eJ“zTﬂ)7 0 € R, ou encore l’ensemble des points d’affixes

2 .
a(1 + cos(6’ — ?ﬂ))e‘e , 8’ € R. Donc

4. a. Voir graphique ci-dessus.

2
(IMr/3) est la courbe d’équation polaire v = a (1 + cos(0 — ?T[))

Notons Z le domaine considéré. 2 est 'ensemble des points du plan dont un couple de coordonnées polaires [r, 0] vérifie

0<r<a(l+cosb)
et

2
0<r<a(l +cos(e—§))

Maintenant, pour 0 € [—m, 7]
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2 2
a(l +cos0) < a(l+ cos(6 — ?ﬂ)) & cos(0 — ?T[) —cos0 >0& —2sin(0 — g)sin(—g) >0 & sin(0 — g) >0
2m. T

Par suite, en notant &/ (2) I'aire du domaine considéré

] —27‘(/3 -I 7'[/3 27_[ ] T
M(@)_—J a®(1 + cos0)? d6+—J a?(1 + cos(8 — =))? d9+—J a?(1+cos0)? do
2) x 2) 2n3 3 2 )ns3
2 2m/3 /3 1+ cos(0 27t)
—27 -I ,e 7T 2 COS — =
¢ J (1+2cose+ﬂ)de+J (1+2cos(0— )+ —— 3 yag
2 (). 2 Canss 3 2
7T
+J (14+2cosO + m) de
/3 2
2 /3
= “7 X % X (27r + [sin@] 23 + [sin(e - g)} s + [sin e]§/3>
2 2(r
=39 on—2y3) = 24T V) (ﬂz v3)
3a%(m—+/3
(7)< 3 (m—V3)
2
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